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vThere is no permanent place in the world for ugly mathematics ... . It may
be very hard to define mathematical beauty but that is just as true of

beauty of any kind, we may not know quite what we mean by a
beautiful poem, but that does not prevent us from recognising

one when we read it. — G. H. Hardy v

1.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÜîÅå XI Çò¼Ú, Ã¿ì¿è Áå¶ ëñé, êÌ»å, ÃÇÔêÌ»å Áå¶
ÇòÃæÅð ÁÅÇç çÆ èÅðäÅò» çÅ ò¼Ö-ò¼Ö åð·» ç¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ç¶
ëñé» Áå¶ À°Ôé» ç¶ Áñ¶Ö» ÃÇÔå ÜÅä±¿ ÕðòÅÇÂÁÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÍ
×Çäå Çò¼Ú ôìç ÒÃ¿ì¿è (Relation)* çÆ Ã¿ÕñêéÅ ù Á³×ð¶÷Æ
íÅôÅ Çò¼Ú ÇÂÃ ôìç ç¶ Áðæ å¯º ÇñÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË, ÇÜÃç¶ Áé°ÃÅð ç¯
òÃåÈÁ» ÁÅêÃ Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå Ô¹¿çÆÁ» Ôé, Ü¶Õð À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð
ÇÂ¼Õ î³é ÃÕä ï¯× (Recognisable) ÕóÆ Ô¯ò¶Í î³é ñÀ° ÇÕ A,
ÇÕÃ¶ ÃÕ±ñ çÆ ÜîÅå XII ç¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ B À°Ã
ÃÕ±ñ çÆ ÜîÅå XI ç¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ Ô¹ä ÃîÈÔ A å¯º
ÃîÈÔ B å¼Õ ç¶ Ã¿ì¿è» çÆÁ» Õ°Þ À°çÅÔðä» Ô¶á ÇñÖÆÁ» Ôé :

(i) {(a, b) ∈ A × B: a, b çÅ íðÅ ÔË},
(ii) {(a, b) ∈ A × B: a, b çÆ íËä ÔË},
(iii) {(a, b) ∈ A × B: a çÆ À°îð b çÆ À°îð å¯º ò¼è ÔË},
(iv) {(a, b) ∈ A × B: ÇêÛñÆ Á³Çåî êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú a ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ b ç¹ÁÅðÅ

êÌÅêå å¯º Ø¼à ÔéÍ},
(v) {(a, b) ∈ A × B: a À°Ã æ» å¶ ðÇÔ³çÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ b ðÇÔ³çÅ ÔËÍ}.

Üç¯º ÇÕ A å¯º B å¼Õ ç¶ ÇÕÃ¶ Ã¿ì¿è R ù ÁîÈðå ðÈê (Abstracting) Çò¼Ú ÁÃÆº ×Çäå Çò¼Ú
A × B ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-ÇÂ¼Ûå À°êÃîÈÔ çÆ åð·» êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

ÁÇèÁÅÇÂ 1

Ã¿ì¿è Áå¶ ëñé
(Relations and Functions)

Lejeune Dirichlet
(1805-1859)

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



2        ×Çäå

Ü¶Õð  (a, b) ∈ R, ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Ã¿ì¿è R ç¶ Áé°ÃÅð  a, b  éÅñ  Ã¿ì¿Çèå ÔË Áå¶ ÁÃÆº
ÇÂÃ ù a R b ÇñÖç¶ Ô»Í ÁÅî å½ð Óå¶, Ü¶Õð (a, b) ∈ R, ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÇøÕð éÔÆº Õðç¶
Ô» ÇÕ a Áå¶ b ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ÂÆ î³éäï¯× ÕóÆ ÔË Ü¶Õð éÔÆº ÔË ÇÜò¶º ÇÕ ÜîÅå XI Çò¼Ú ò¶Ö Ú¹¼Õ¶ Ô»,
ëñé ÇÂ¼Õ ÖÅÃ êÌÕÅð çÅ Ã¿ì¿è Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ Ã¿ì¿è» Áå¶ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé (composition)]
À°ñÅäï¯× (Invertible) ëñé» Áå¶ ç¯ ÁèÅÇðå Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

1.2  Ã¿ì¿è» ç¶ êÌÕÅð (Types of Relations)
ÇÂÃ ÇÔ¼Ã¶ Çò¼Ú ò¼Ö-ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ Ã¿ì¿è» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ¶ ÃîÈÔ A Çò¼Ú
Ã¿ì¿è A × A çÅ ÇÂ¼Õ À°ê-ÃîÈÔ Ô¹ ¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÖÅñÆ ÃîÈÔ φ ⊂ A × A ÔË Áå¶
A × A Ö¹ç ç¯ Úðî Ã¿ì¿è ÔéÍ ÃêôàÆÕðé ñÂÆ,  R = {(a, b): a – b = 10} ðÅÔÆº Çç¼å¶ ÃîÈÔ A
= {1, 2, 3, 4} å¶ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÖÅñÆ ÃîÈÔ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ
Õ¯ÂÆ òÆ Ü¯óÅ (pair) éÔÆº ÔË ÇÜÔóÅ a – b = 10 ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
R′ = {(a, b) : | a – b | ≥ 0}] Ã¿êÈðé ÃîÈÔ A × A ç¶ ÃîÅé ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ A × A ç¶ ÃÅð¶ Ü¯ó¶ (a,
b), | a – b | ≥ 0 ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ ÇÂÔ ç¯ò¶º Úðî À°çÅÔðé ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅò» ñÂÆ êÌ¶Çðå
Õðç¶ ÔéÍ
êÇðíÅôÅ A. ÃîÈÔ A å¶ êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ ÖÅñÆ Ã¿ì¿è ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð A çÅ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÔ¼ÃÅ
A ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÇÔ¼Ã¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔË, íÅò R = φ ⊂ A × A.ÔËÍ
êÇðíÅôÅ B. ÃîÈÔ A å¯º êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R, ÇÂ¼Õ ÃðòÇòÁÅêÆ (universal) Ã¿ì¿è ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË
Ü¶Õð A çÅ Ôð¶Õ å¼å A ç¶ ÃÅð¶ å¼å» éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË, íÅò R = A × A.ÔËÍ
ÖÅñÆ Ã¿ì¿è Áå¶ ÃðòÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ù Õç¶ Õç¶ å°¼Û (trivial) Ã¿ì¿è òÆ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä A. î³é ñú ÇÕ A  ÇÕÃ¶ î¹¿ÇâÁ» ç¶ ÃÕ±ñ ç¶ ÃÅð¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ çðÃÅÀ° ÇÕ
R = {(a, b) : a, b çÆ íËä ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÇÂ¼Õ ÖÅñÆ Ã¿ì¿è ÔË Áå¶ R′ = {(a, b) :
a Áå¶ b  çÆ À°ÚÅÂÆÁ» çÅ Á³åð C îÆàð å¯º Ø¼à ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÇÂ¼Õ ÃðòÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
Ô¼ñ :  êÌôé ç¶ Áé°ÃÅð, ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÕ±ñ î¹¿ÇâÁ» çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÃÕ±ñ çÅ Õ¯ÂÆ òÆ ÇòÇçÁÅðæÆ ÃÕ±ñ
ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÇòÇçÁÅðæÆ çÆ íËä éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R = φ] ÇÜÃ å¯º ÇÂÔ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ R ÇÂ¼Õ
ÖÅñÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÔ òÆ Ãêôà ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÆ À°ÚÅÂÆ çÅ Á³åð C îÆàð å¯º Ø¼à
Ô¯äÅ ÔÆ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ R′ = A × A ÇÂ¼Õ ÃðòÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
Çà¼êäÆ :  ÜîÅå XI Çò¼Ú ÇòÇçÁÅðæÆ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ôé ÇÕ ÇÕÃ¶ Ã¿ì¿è ù ç¯ êÌÕÅð åº̄ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔË, é» ç¶ å½ð å¶ ð¯Ãàð ÇòèÆ Áå¶ ÃîÈÔ ÇéðîÅä ÇòèÆÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¶ÖÕ» ðÅÔÆº ÃîÈÔ
{1, 2, 3, 4}å¯º êÌíÅÇôå Ã¿ì¿è  R = {(a, b) : b = a + 1} ù a R b ðÅÔÆº òÆ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË,
Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð  b = a + 1 Ô¯ò¶Í Üç¯º ÁÃÅé Ô¯ò¶, ÁÃÆº òÆ ÇÂÃ Ã¿Õ¶å (notation) çÅ
ÇÂÃå¶îÅñ Õð»×¶Í
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Ü¶Õð (a, b) ∈ R, å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ ÒÒa,b éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔËÓÓ Áå¶ ÇÂÃ ×¼ñ ù ÁÃÆº a R b
ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÂ¼Õ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé Ã¿ì¿è, ÇÜÃ çÆ ×Çäå Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÖÅÃ íÈÇîÕÅ ÔË,  Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è (Equivalence
Relation) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ Ã¿ì¿è çÅ ÁÇèÁËé Õðé ñÂÆ ÁÃÆº êÇÔñ» Çå¿é åð·» ç¶ Ã¿ì¿è», éÅî» ç¶
å½ð å¶ Çé¼ÜòÅÚÕ (Reflexive)] ÃîÇîåÂÆ (Symmetric) Áå¶ ÃÕðîÕ (Transitive) Ã¿ì¿è» å¶
ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ C. ÃîÈÔ A å¶ êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R;

(i) Çé¼ÜòÅÚÕ (reflexive) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð Ôð¶Õ a ∈ A ñÂÆ (a, a) ∈ R, Ô¯ò¶Í
(ii) ÃîÇîåÂÆ (symmetric) ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË,  Ü¶Õð ÃÅð¶ a1, a2 ∈ A  ç¶ ñÂÆ (a1, a2) ∈ R Áå¶

(a2, a1) ∈ R êÌÅêå Ô¯ò¶Í
(iii) ÃÕðîÕ (transitive) ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË,  Ü¶Õð ÃÅð¶ a1, a2, a3 ∈ A ç¶ ñÂÆ (a1, a2) ∈ R

Áå¶ (a2, a3) ∈ R å¯º (a1, a3) ∈ R êÌÅêå Ô¯ò¶Í
êÇðíÅôÅ D.  A å¶ êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð R Çé¼ÜòÅÚÕ,
ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. î³é ñÀ° ÇÕ T ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Çåzí¹Ü» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔËÍ ÃîÈÔ T Çò¼Ú a  R =
{(T1, T2) : T1, T2 ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË} ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : Ã¿ì¿è R Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ Çåzí¹Ü ÁÅêä¶ ÁÅê å¯º Ãðì¿×Ãî Ô¹¿çÅ ÔËÍ ç¯ìÅðÅ
(T1, T2) ∈ R ⇒ T1 , T2 ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË ⇒ T2 , T1  ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË ⇒ (T2, T1) ∈ R.  ÇÂÃ ñÂÆ
R  ÃîÇîåÂÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ (T1, T2), (T2, T3) ∈ R ⇒ T1 , T2  ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË Áå¶
T2, T3 ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔËÍ ⇒ T1, T3  ç¶ Ãðì¿×Ãî ÔË ⇒ (T1, T3) ∈ R. ÇÂÃ ñÂÆ R ÃÕðîÕ Ã¿ì¿è
ÔËÍ ÇÂÃ åð·» R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ
À°çÅÔðä C. î³é ñÀ° ÇÕ L ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔË Áå¶
R = {(L1, L2) : L1, L2  Óå¶ ¦ì ÔËÍ} ÃîÈÔ L Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R
ÃîÇîåÂÆ ÔË êð¿å± ÇÂÔ éÅ å» Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË Áå¶ éÅ ÃÕðîÕ ÔËÍ
Ô¼ñ : R  Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ Õ¯ÂÆ ð¶ÖÅ L1 ÁÅêä¶ ÁÅê Óå¶ ¦ì éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔË, íÅò
(L1, L1) ∉ R- R  ÃîÇîåÂÆ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ (L1, L2) ∈ R
⇒ L1,  L2  Óå¶ ¦ì ÔË
⇒ L2 , L1 Óå¶ ¦ì ÔË
⇒ (L2, L1) ∈ R
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R ÃÕðîÕ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÔ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ Ü¶Õð L1, L2 Óå¶ ¦ì ÔË Áå¶ L2
, L3 Óå¶ ¦ì ÔË å»  L1 , L3 Óå¶ Õç¶ òÆ ¦ì éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú
ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ çôÅ Çò¼Ú L1 , L3 ç¶ Ãî»åð Ô¯ò¶×ÆÍ íÅò, (L1, L2) ∈ R,
(L2, L3) ∈ R êð¿å± (L1, L3) ∉ R

À°çÅÔðä D. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3} Çò¼Ú R = {(1, 1), (2, 2),

(3, 3), (1, 2), (2, 3)} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË êð¿å± ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : R  ÇéÜòÅÚÕ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ (1, 1), (2, 2) Áå¶ (3, 3), R ç¶ å¼å ÔéÍ R ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔË,
ÇÕÀ°ºÇÕ (1, 2) ∈ R êð (2, 1) ∉ R.ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  R ÃÕðîÕ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ (1, 2) ∈ R Áå¶ (2,
3)∈R êð¿å± (1, 3) ∉ R ÔËÍ
À°çÅÔðä E. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Z Çò¼Ú R = {(a, b) : Ã¿ÇÖÁÅ 2, (a – b) ù
ÇòíÅÇÜå ÕðçÆ ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÇÂ¼Õ Ãîå°ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : R Çé¼ÜòÅÚÕ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÅð¶ a ∈ Z  ç¶ ñÂÆ 2] (a – a) ù ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
(a, a) ∈ R. ÔËÍ ç¹ìÅðÅ, Ü¶Õð (a, b) ∈ R, å» 2] a – b ù ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ b – a
ù òÆ B ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (b, a) ∈ R, ÇÜÃ åº̄ ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»,
Ü¶Õð (a, b) ∈ R Áå¶  (b, c) ∈ R, Ôé å»  a – b Áå¶  b – c Ã¿ÇÖÁÅ B éÅñ íÅÜ ÔËÍ  Ô¹ä
a – c = (a – b) + (b – c) ÇÜÃå (even) ÔË (ÇÕÀ°º\)A ÇÂÃ ñÂÆ (a – c) òÆ B å¯º íÅÜ ÔËÍ ÇÂÃ
å¯º ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃîÈÔ Z Çò¼Ú R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

À°çÅÔðä E Çò¼Ú, é¯à Õð¯ ÇÕ ÃÅðÆÁ» ÇÜÃå Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» éÅñ  Ã¿ì¿Çèå ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ (0, ± 2),
(0, ± 4), ---ÁÅÇç R Çò¼Ú Ôé Áå¶ Õ¯ÂÆ òÆ à»Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ÇÃøð éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
(0, ± 1),(0, ± 3), ---ÁÅÇç R Çò¼Ú éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÃÅðÆÁ» à»Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» 1 éÅñ  Ã¿ì¿Çèå
Ôé Áå¶ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÜÃå Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ A éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÃÅðÆÁ» ÇÜÃå Ã¿êÈðé
Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ E Áå¶ ÃÅðÆÁ» à»Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ O ÃîÈÔ Z ç¶ À°ê ÃîÈÔ Ôé, Ü¯ Ô¶á
ÇñÖÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ôé :

(i) E ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé Áå¶ O ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ
(ii) E çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å O ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔË Áå¶ À°ñà¶ å½ð å¶ O çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å

E ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ
(iii) E Áå¶ O éÅ-Ü¹ó¶ ÃîÈÔ Ôé Áå¶ Z = E ∪ O ÔËÍ

À°ê ÃîÈÔ E, ÇÃøð ù ôÅÇîñ Õðé òÅñÆ Ãîå°ñéÅ-ô¶ÌäÆ (Equivalence Class) ÁÖòÅÀ°ºçÆ
ÔË, ÇÜÃ ù [0] éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÔÆ O, 1 ù ÃÇîÇñå Õðé òÅñÆ Ãîå°ñåÅ-ôÌ¶äÆ
ÔË ÇÜÃù [1] ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ é¯à Õð¯ ÇÕ [0] ≠ [1], [0] = [2r] Áå¶ [1]= [2r + 1],

ÇÚ¼åð A.A
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r ∈ Z Í ÁÃñ Çò¼Ú, ÇÜÔóÅ Õ°Þ ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ, À°Ô ÇÕÃ¶ òÆ ÃîÈÔ X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå Ãîå°¼ñ
Ã¿ì¿è R ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ òÆ Çç¼å¶ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå  ÃîÈÔ X Çò¼Ú Çç¼å¶ ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå Ãîå°¼ñ
Ã¿ì¿è (arbitrary) R, X ù ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ-Ü¹ó¶ À°ê-ÃîÈÔ» a Ai Çò¼Ú ÇòíÅÇÜå Õð Çç³çÅ ÔË, ÇÜÔé»
ù a X çÅ ÇòíÅÜé (Partition) ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÜÔóÅ Ô¶á» ÇñÖÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ôé :

(i) ÃÅð¶ i ñÂÆ Ai ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
(ii) Ai çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å Aj ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº Ô¹¿ç¶ Ôé, ÇÜ¼æ¶ i ≠ jÍ
(iii) ∪ Aj = X Áå¶ Ai ∩ Aj = φ, i ≠ j

À°ê ÃîÈÔ Ai Ãîå°ñåÅ-ôÌ¶äÆ ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÅ ð¯ÚÕ ê¼Ö ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÁÃÆº À°ñà ÇÕÇðÁÅ
òÆ Õð ÃÕç¶ Ô»Í À°çÅÔðä ñÂÆ Z ç¶ À°Ôé» À°êÖ³â» Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔóÅ Z ç¶ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Çå¿é
ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ-Ü¹ó¶ À°ê-ÃîÈÔ» A1, A2 Áå¶ A3 ÇÜÔé» çÅ Ã¿Çîñä (Union) Z ÔËÍ

A1 = {x ∈ Z : x Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË} = {..., – 6, – 3, 0, 3, 6, ...}
A2 = {x ∈ Z : x – 1 Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË} = {..., – 5, – 2, 1, 4, 7, ...}
A3 = {x ∈ Z : x – 2 Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË } = {..., – 4, – 1, 2, 5, 8, ...}

Z Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R = {(a, b) : 3, a – b ù ÇòíÅÇÜå ÕðçÅ ÔËÍ} êÇðíÅÇôå Õð¯Í À°çÅÔðä E
Çò¼Ú Çç¼å¶ åðÕ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ÇÂñÅòÅ A1, Z
A2 Z çÆÁ» À°Ôé» ÃÅðÆÁ» Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ìðÅìð Ôé, ÇÜÔóÅ ÇÃøð éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË, A3,
Z  çÆÁ» À°Ôé» ÃÅðÆÁ» Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ìðÅìð Ôé, ÇÜÔóÆÁ» A éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË Áå¶  A3 ,
Z ç¶ À°Ôé»  ÃÅð¶ Ã¿êÈðé Á³Õ» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ìðÅìð ÔË, ÇÜÔóÅ B éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ  ÇÂÃ ñÂÆ A1 = [0], A2

= [1] Áå¶ A3 = [2] ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú A1 = [3r], A2 = [3r + 1] Áå¶ A3 = [3r + 2], ÇÜ¼æ¶ r ∈ Z.

À°çÅÔðä F. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} Çò¼Ú a R = {(a, b) : a Áå¶ b ç¯ò¶º ÔÆ Ü»
å» à»Õ Ôé Ü» ÇÜÃå ÔéÍa} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ éÅñ
ÔÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ À°ê ÃîÈÔ {1, 3, 5, 7} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé Áå¶ À°ê ÃîÈÔ {2, 4, 6}
ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé, êð¿å± À°ê ÃîÈÔ {1, 3, 5,7} çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å À°ê ÃîÈÔ {2, 4,
6} ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ
Ô¼ñ : A çÅ Çç¼åÅ Õ¯ÂÆ å¼å a Ü» å» à»Õ ÔË Ü» ÇÜÃå ÔË, ÇÂÃ åð·» (a, a) ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ
(a, b) ∈ R ⇒ a Áå¶ b ç¯ò¶º ÔÆ à»Õ Ôé Ü» ÇÜÃå Ôé a ⇒ (b, a) ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
(a, b) ∈ R Áå¶ (b, c) ∈ R ⇒ å¼å a, b, c, ÃÅð¶ Ü» å» à»Õ Ôé Ü» ÇÜÃå Ôé ⇒ (a, c) ∈ R.
ÇÂÃ ñÂÆ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ ç¹ìÅðÅ {1, 3, 5, 7} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ
ÇÂÃ À°êÃîÈÔ ç¶ ÃÅð¶ å¼å à»Õ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð {2, 4, 6,} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé,
ÇÕÀ° ºÇÕ ÇÂÔ ÃÅð¶ ÇÜÃå ÔéÍ éÅñ ÔÆ À°ê ÃîÈÔ{1, 3, 5, 7}  çÅ Õ¯ÂÆ òÆ å¼å
{2, 4, 6} ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ, ÇÕÀ°ºÇÕ {1, 3, 5, 7} ç¶ å¼å à»Õ Ôé, Üçº̄ ÇÕ
{2, 4, 6}, ç¶ å¼å ÇÜÃå ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ A.A
1.  ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á ÇñÖ¶ Ã¿ì¿è» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ Ôé :

(i)  ÃîÈÔ A = {1, 2, 3, ..., 13, 14}  Çò¼Ú Ã¿ì¿è R,  ÇÂÃ åð·» êÇðíÅÇôå ÔË ÇÕ
R = {(x, y) : 3x – y = 0}

(ii) êÌÅÇÕÌåÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ N  Çò¼Ú R = {(x, y) : y = x + 5 Áå¶ x < 4} ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R.

(iii) ÃîÈÔ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}  Çò¼Ú R = {(x, y) : y  íÅÜ ÔË x  éÅñ} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
Ã¿ì¿è R  ÔËÍ

(iv) ÃÅðÆÁ» Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Z  Çò¼Ú R = {(x, y) : x – y  ÇÂ¼Õ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ
ÔË} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R-

(v)  ÇÕÃ¶ ÖÅÃ Ãî» å¶ ÇÕÃ¶ é×ð ç¶ ÇéòÅÃÆÁ» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ Ã¿ì¿è R
(a)  R = {(x, y) : x  Áå¶ y  ÇÂ¼Õ ÔÆ ÃæÅé Óå¶ ÕÅðÜ Õðç¶ ÔéÍ}
(b)  R = {(x, y) : x  Áå¶ y  ÇÂ¼Õ ÔÆ î¹Ô¼ñ¶ Çò¼Ú ðÇÔ³ç¶ ÔéÍ}
(c)  R = {(x, y) : x, y  å¯º áÆÕ áÆÕ G ÃË: îÆ: ¦ìÅ ÔËÍ}
(d)  R = {(x, y) : x , y  çÆ êåéÆ ÔËÍ}
(e)  R = {(x, y) : x, y  çÅ ÇêåÅ ÔËÍ}

2. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ R Çò¼Ú R = {(a, b) : a ≤ b2},  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
Ã¿ì¿è R]  éÅ å» ÇéÜòÅÚÕ ÔË, éÅ ÃîÇîåÂÆ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ ÔËÍ

3. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5, 6}  Çò¼Ú R = {(a, b) : b = a + 1}  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è
R  ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Ü» ÃÕðîÕ ÔËÍ

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R  Çò¼Ú R = {(a, b) : a ≤ b},  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇéÜòÅÚÕ Áå¶
ÃÕðîÕ ÔË êð¿å± ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ

5. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ  R  Çò¼Ú R = {(a, b) : a ≤ b3}  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ
Ü» ÃÕðîÕ ÔË?

6. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3}  Çò¼Ú R = {(1, 2), (2, 1)}  ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R ÃîÇîåÂÆ ÔË êð¿å±
éÅ å» ÇéÜòÅÚÕ ÔË Áå¶ éÅ ÃÕðîÕ ÔËÍ

7. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÕÃ¶ ÕÅñÜ ç¶ ñÅÇÂìð¶ðÆ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ê¹ÃåÕ» ç¶ ÃîÈÔA Çò¼Ú
R = {(x, y) : x Áå¶ y Çò¼Ú ê³ÇéÁ» çÆ Ç×äåÆ ÃîÅé ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ
Ã¿ì¿è ÔËÍ
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8. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ A = {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú] R = {(a, b) : |a – b| ÇÜÃå ÔË} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R
ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ {1, 3, 5} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ
Ã¿ì¿Çèå Ôé Áå¶ ÃîÈÔ {2, 4} ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ôé êð¿å± {1, 3, 5} çÅ Õ¯ÂÆ
òÆ å¼å {2, 4} ç¶ ÇÕÃ¶ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå éÔÆº ÔËÍ

9. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ A = {x ∈ Z : 0 ≤ x ≤ 12}, Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÖ¶ Ã¿ì¿è» R Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ
ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔË :

(i) R = {(a, b) : |a – b|, 4 çÅ ÇÂ¼Õ ×¹äÜ ÔËÍ},

(ii) R = {(a, b) : a = b},

Ôð¶Õ ÔÅñå Çò¼Ú A éÅñ Ã¿ì¿Çèå å¼å» ù êåÅ Õð¯Í
10. ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ã¿ì¿è» çÅ À°çÅÔðä Ççú, ÇÜÔó¶ :

(i) ÃîÇîåÂÆ Ô¯ä êð¿å± éÅ å» Çé¼ÜòÅÚÕ Ô¯ä å¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ Ô¯äÍ
(ii) ÃÕðîÕ Ô¯ä êð¿å± éÅ å» Çé¼ÜòÅÚÕ Ô¯ä å¶ éÅ ÔÆ ÃîÇîåÂÆ Ô¯äÍ
(iii) Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃîÇîåÂÆ Ô¯ä êð ÃÕðîÕ éÅ Ô¯äÍ
(iv) Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ Ô¯ä êð ÃîÇîåÂÆ éÅ Ô¯äÍ
(v) ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ Ô¯ä êð Çé¼ÜòÅÚÕ éÅ Ô¯äÍ

11. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Çì³çÈÁ» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Ú, R = {(P, Q) : Çì³çÈ P çÆ îÈñ Çì³çÈ
åº̄ çÈðÆ, Çì³çÈ Q çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ
ç¹ìÅðÅ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ P ≠ (0, 0) éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» çÅ ÃîÈÔ P å¯º Ô¯ Õ¶ ¦Øä òÅñ¶ ÇÂÔ¯
ÇÜÔ¶ Ú¼Õð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃçÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ Óå¶ ÔËÍ

12. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ Çåzí¹Ü» ç¶ ÃîÈÔ A Çò¼Ú] R = {(T1, T2) : T1, T2  ç¶ ÃîðÈê ÔËÍ} ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è  R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ í¹ÜÅò» C, D,E, òÅñ¶ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü T1 ] í¹ÜÅò» E,
AB, AC òÅñ¶ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü T2 Áå¶ í¹ÜÅò» F, H, A@ òÅñ¶ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü T3  Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
T1, T2 Áå¶ T3 Çò¼Ú¯º ÇÕÔó¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå Ôé?

 13. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ ìÔ¹í¹Ü» ç¶ ÃîÈÔ  A Çò¼Ú, R = {(P1, P2) : P1 Áå¶ P2 çÆ í¹ÜÅò» çÆ Ç×äåÆ
ìðÅìð ÔËÍ} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ  C, D, Áå¶ E ¦ìÅÂÆ òÅñ¶ ÃîÕ¯ä
Çåzí¹Ü éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÃîÈÔ A ç¶ ÃÅð¶ å¼å» çÅ ÃîÈÔ êåÅ Õð¯Í

14. î³é ñÀ° ÇÕ  XY- åñ Çò¼Ú ÃÇæå ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÅ ÃîÈÔ L ÔË Áå¶ L Çò¼Ú R = {(L1,L2)
: L1 Ãî»åð ÔË L2 éÅñ} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ì¿è R ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ
ð¶ÖÅ y = 2x + 4 éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÅ ÃîÈÔ êåÅ Õð¯Í
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15. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4} Çò¼Ú] R = {(1, 2), (2, 2), (1, 1), (4,4),
(1, 3), (3, 3), (3, 2)} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿¿ì¿è ÔËÍ Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í
(A) R ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃîÇîåÂÆ ÔË êð¿å± ÃÕðîÕ éÔÆº ÔËÍ
(B) R ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð¿å± ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ
(C) R ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð¿å± ÇéÜòÅÚÕ éÔÆº ÔËÍ
(D) R ÇÂ¼Õ Ãîå°¼ñ Ã¿ì¿è ÔËÍ

16. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ N Çò¼Ú] R = {(a, b) : a = b – 2, b > 6} ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ Ô¶á» ÇñÖ¶
Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :
(A) (2, 4) ∈ R (B) (3, 8) ∈ R (C) (6, 8) ∈ R (D) (8, 7) ∈ R

1.3  ëñé» ç¶ êÌÕÅð (Types of Functions)
ëñé» çÅ Ã¿Õñê, Õ°Þ ÖÅÃ ëñé ÇÜò¶º ååÃîÕ ëñé, ÁÚñ ëñé, ìÔ¹êçÆ ëñé, êÇðî¶ï ëñé,
îÅê Á³Õ ëñé, ÇÚ¿é·, ëñé ÁÅÇç çÅ òðäé À°Ôé» ç¶ ÁÅñ¶Ö» éÅñ ÜîÅå XI Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ
ÔËÍ

ç¯ ëñé» ç¶ Ü¯ó, Á³åð, ×¹äÅ Áå¶ íÅ× çÅ òÆ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ëñé çÅ
Ã¿Õñê ×Çäå Áå¶ ÁÇèÁËé çÆÁ» Ô¯ð ôÅÖÅò» (Disciplines) Çò¼Ú ò¼è îÔ¼åòêÈðé ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
ÁÃÆº ëñé ç¶ ìÅð¶ ÁÅêäÅ ÁÇèÁËé Á¼×¶ òèÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÅ Ô», ÇÜ¼æ¶ ÇÂÃù êÇÔñ» Öåî ÕÆåÅ ÃÆÍ ÇÂÃ
íÅ× Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö-ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ ëñé» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í
Ô¶á Çç¼å¶ ÇÚ¼åð ðÅÔÆº çðÃÅÂ¶ ëñé f1, f2, f3 Áå¶ f4 Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

ÇÚ¼åð A.B Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ X1 ç¶ ò¼Ö  (distinct) å¼å» ç¶, ëñé f1 ç¶ Á³åð×å, êÌÇåÇì³ì
òÆ ò¼Ö Ôé, êð¿å±  f2 ç¶ ìÅìå ç¯ ò¼Ö å¼å» A Áå¶ B ç¶ êÌÇåÇì³ì ÇÂ¼Õ ÔÆ Ôé, é» ç¶ å½ð Óå¶ b ÔËÍ ç¹ìÅðÅ
X2 Çò¼Ú Õ°Þ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ å¼å Ôé ÇÜò¶º ÇÕ e Áå¶ f  ÇÜÔó¶ f1  ç¶ ìÅìå X1 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å ç¶ êÌÇåÇì³ì
éÔÆº Ôé, Üç¯º ÇÕ f3 ç¶ ìÅìå X3   ç¶ ÃÅð¶ å¼å X1 ç¶ ÇÕÃ¶ éÅ ÇÕÃ¶ å¼å ç¶ êÌÇåÇì³ì ÔéÍ
À°êð¯Õå ÚðÚÅ å¯º ÃÅù Ô¶á ÇñÖÆÁ» êÇðíÅôÅò» êÌÅêå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ
êÇðíÅôÅ E : ÇÂ¼Õ ëñé f : X → Y ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ (one-one) Ü» ÇÂéÜËÕÇàò (injective) ëñé
ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð f  ç¶ Á³åð×å X  ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö å¼å» ç¶ êÌÇåÇì³ì òÆ ò¼Ö-ò¼Ö Ô¹¿ç¶ Ôé, íÅò Ôð¶Õ
 x1, x2 ∈ X,  ñÂÆ  f (x1) = f (x2)  çÅ Áðæ ÔË ÇÕ x1 = x2, éÔÆº å» f   ÇÂ¼Õ ìÔ¹-ÇÂ¼Õ (many-
one) ëñé ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÇÚ¼åð A.B (i) Çò¼Ú ëñé f1  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé ÔË Áå¶ ÇÚ¼åð A.B (ii) Çò¼Ú a f2 ÇÂ¼Õ ìÔ¹-ÇÂ¼Õ ëñé
ÔËÍ
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ÇÚ¼åð A.B
êÇðíÅôÅ F.  ëñé f : X → Y (Á¯éàÈ) (onto) Ü» ÃðÜËÕÇàò (surjective) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð
f  ç¶ Á³åð×å Y çÅ Ôð¶Õ å¼å, X ç¶ ÇÕÃ¶ éÅ ÇÕÃ¶ å¼å çÅ êÌÇåÇì³ì Ô¹¿çÅ ÔË, íÅò Ôð¶Õ y ∈ Y, ñÂÆ
X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ x çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ f (x) = y.

ÇÚ¼åð A.B (iii) Çò¼Ú, ëñé f3 À°µå¶ ÔË Áå¶ ÇÚ¼åð 1-2 (i) Çò¼Ú, ëñé f1 À°µå¶ éÔÆº ÔË,
ÇÕÀ°ºÇÕ X2 ç¶ å¼å e, Áå¶  f,  f1 ç¶ ìÅìå X1 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å ç¶ êÌÇåÇì³ì éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  f : X → Y ÇÂ¼Õ (Á¯éàÈ) ëñé ÔË, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð f  çÅ ÇòÃæÅð (range)= Y.

êÇðíÅôÅ G.  ÇÂ¼Õ ëñé f : X → Y ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ (one-one and onto) Ü»
ìÅÂÆÜËÕÇàò (bijective) ëñé ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð f ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ç¯ò¶º Ô¯ò¶Í

ÇÚ¼åð A.B (iv) Çò¼Ú ëñé f4 ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä G.  î³é ñÀ° ÇÕ ÜîÅå X ç¶ ÃÅð¶ E@ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÅ ÃîÈÔ A ÔËÍ î³é ñÀ°
f : A → N ]  f (x) = ÇòÇçÁÅðæÆ x  çÅ ð¯ñ é§ìð, ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f
ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË êð¿å± À°µå¶ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÜîÅå ç¶ ç¯ ò¼Ö-ò¼Ö ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ç¶ ð¯ñ é§ìð ìðÅìð éÔÆº Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ  f  ÇÂ¼Õ-
ÇÂ¼Õ ÔËÍ ÇòÁÅêÕåÅ çÅ Çìé» é°ÕÃÅé ÕÆå¶ ÁÃÆº î³é ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ç¶ ð¯ñ é§ìð A å¯º E@
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å¼Õ ÔéÍ ÇÂÃ çÅ éåÆÜÅ ÇÂÔ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÕ N çÅ å¼å 51] ÜîÅå ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÇòÇçÁÅðæÆ çÅ ð¯ñ é§ìð
éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ÕðÕ¶ f  ç¶ Á³åð×å 51]  A ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å çÅ êÌÇåÇì³ì éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ f  Á¯éàÈ  éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä H. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = 2x ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé f : N → N, ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÔË êð Á¯éàÈ  éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ëñé  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ  f (x1) = f (x2) ⇒ 2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2. ÔéÍ ç¹ìÅðÅ,  f
À°µå¶ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ 1 ∈ N, ç¶ ñÂÆ N Çò¼Ú ÁÇÜÔ¶ ÇÕÃ¶ x çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË å» Ü¯ f (x) = 2x = 1 Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä I.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = 2x ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé f : R → R, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔËÍ

Ô¼ñ :  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ f (x1) = f (x2) ⇒ 2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2- ÔéÍ éÅñ ÔÆ R Çò¼Ú

Çç¼åÆ ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ y ñÂÆ R Çò¼Ú 
2
y  çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÜ¼æ¶  f (

2
y

) = 2  (
2
y

) = y ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ f  À°µå¶ òÆ ÔËÍ

 ÇÚ¼åð A.C

À°çÅÔðä A@.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (1) = f (2) = 1 Áå¶ x > 2  ñÂÆ f (x) = x – 1 ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé
f : N → N, À°µå¶ å» ÔË êð¿å± ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ :  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ  f (1) = f (2) = 1, êð¿å±  f  Á¯éàÈ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃ¶ Çç¼å¶
y ∈ N, y ≠ 1, ñÂÆ ÁÃÆº  x ù  y + 1  Ú¹ä ñËºç¶ Ô» å» Ü¯  f  (y+ 1) = y + 1 – 1 = y éÅñ òÆ 1
∈ N ñÂÆ f  (1) = 1 ÔËÍ

À°çÅÔðä AA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = x2  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f : R → R, éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶
éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔËÍ
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Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ f (– 1) = 1 = f (1), ÇºÂÃ ñÂÆ f  ÇÂ¼Õ
ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ ç¹ìÅðÅ ÃÇÔêÌ»å R çÅ å¼å&2] êÌ»å R
ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å x çÅ êÌÇåÇì³ì éÔÆº ÔË (ÇÕÀ°º?)A ÇÂÃ
ñÂÆ f  Á¯éàÈ éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ô¶á» êÇðíÅÇôå ëñé  f :
N → N, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË :

1,
( )

1,

x x
f x

x x

 += 
−

;fn fo"ke gS

;fn le gS

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  f (x1) = f (x2) é¯à Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð x1

à»Õ ÔË Áå¶ x2 ÇÜÃå ÔË å» x1 + 1 = x2 – 1, íÅò x2 – x1 = 2 ÇÜÔóÅ ÇÕ ÁÃ¿íò ÔËÍ ÇÂÃ åð·» x1

ç¶ ÇÜÃå Áå¶ x2 ç¶ à»Õ Ô¯ä çÆ òÆ Ã¿íÅòéÅ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x1 Áå¶ x2 ç¯ò¶º ÔÆ Ü» å» à»Õ Ô¯ä×¶
Ü» ÇÜÃå Ô¯ä×¶Í î³é ñÀ° ÇÕ x1 Áå¶ x2 ç¯ò¶º à»Õ Ôé, å»  f (x1) = f (x2) ⇒ x1 + 1 = x2 + 1 ⇒
x1 = x2. ÇÂÃ¶ åð·» Ü¶Õð ñÂÆ x1 Áå¶ x2 ç¯ò¶º ÇÜÃå Ôé, å» òÆ f (x1) = f (x2) ⇒ x1 – 1 = x2 –
1 ⇒ x1 = x2- ÇÂÃ¶ åð·» Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÔËÍ éÅñ ÔÆ ÃÇÔêÌ»å N çÆ Õ¯ÂÆ òÆ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ 2r + 1,
êÌ»å N çÆ Ã¿ÇÖÁÅ 2r + 2 çÅ êÌÇåÇì³ì ÔË Áå¶ ÃÇÔêÌ»å N çÆ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÜÃå Ã¿ÇÖÁÅ 2r,  N çÆ
Ã¿ÇÖÁÅ 2r – 1 çÅ êÌÇåÇì³ì ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f Á¯éàÈ òÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Á¯éàÈ ëñé f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} Ôî¶ôÅ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé Ô¹¿çÅ ÔË?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ êÌ»å Çò¼Ú Ø¼à¯-Ø¼à ç¯ å¼å î³é ñÀ° ÇÕ A
Áå¶ B çÆ Ôº̄ç ÔË ÇÜÔé» ç¶ ÃÇÔêÌ»å Çò¼Ú êÌÇåÇì³ì ÃîÅé ÔéÍ éÅñ ÔÆ f  ç¶ Á³åð×å C çÅ êÌÇåÇì³ì
ÇÃðø ÇÂ¼Õ ÔÆ å¼å ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇòÃæÅð Çò¼Ú, ÃÇÔêÌ»å {1, 2, 3} ç¶ ò¼è åº̄ ò¼è ç¯ ÔÆ å¼å Ô¯ ÃÕç¶ Ôé,
ÇÜÃ å¯º ÇÂÔ êÌ×à Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ f  Á¯éàÈ éÔÆº ÔË, Ü¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ Á³åð Çòð¯èÆ ×¼ñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  ù ÇÂ¼Õ-
ÇÂ¼Õ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé ù f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3}÷ðÈðÆ å½ð å¶ Á¯éàÈ òÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ{1, 2, 3} ç¶ Çå¿é å¼å f  Á³åð×å ÃÇÔêÌ»å {1, 2, 3}  ç¶
Çå¿é ò¼Ö-ò¼Ö å¼å» éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ô¯ä×¶Í ÇÂÃ ñÂÆ  f  Á¯éàÈ òÆ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  À°çÅÔðä AC Áå¶ AD Çò¼Ú êÌÅêå êÇðäÅî» ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå ÃÆÇîå (finite) ÃîÈÔ X,
ñÂÆ Ã¼Ú ÔË, íÅò ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé f : X → X  ÷ðÈðÆ å½ð å¶ À°µå¶ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ ÃÆÇîå ÃîÈÔ
X  ñÂÆ ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ ëñé f : X → X ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ À°ñà À°çÅÔðä H Áå¶

  ÇÚ¼åð A.D

Ü¶Õð à»Õ ÔË
Ü¶Õð ÇÜÃå ÔË ç¶ Á³åð×å Áå¶ çÅ êÌÇåÇì³ì ÔËÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



12        ×Çäå

A@ å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ Áé§å ÃîÈÔ ñÂÆ ÇÂÔ ÃÔÆ éÔÆº òÆ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÃÆÇîå Áå¶
Áé§å ÃîÈÔ» (Infinite) ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Çòô¶ôåÅ  (characteristic) çÅ Á³åð ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A.B

1. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = 
1
x

 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé  f : R∗ → R∗ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË, ÇÜ¼æ¶

R∗ ÃÅð¶ ×Ëð-ÇÃøð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ Ü¶Õð êÌ»å R∗ ù N éÅñ ìçñ Çç¼åÅ
ÜÅò¶, Üç¯º ÇÕ ÃÇÔêÌ»å êÇÔñ» çÆ åð·» R∗ÔÆ ðÔ¶, å» òÆ ÕÆ ÇÂÔ êÇðäÅî Ã¼Ú Ô¯ò¶×Å?

2. Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» çÆ ÇÂéÜËÕÇàò (Injective) Áå¶ ÃðÜËÕÇàò (Surjective) ×¹ä» çÆ Ü»Ú Õð¯:
(i) f (x) = x2   ðÅÔÆº Çç¼åÅ    f : N → N ëñé ÔËÍ
(ii) f (x) = x2    ðÅÔÆº Çç¼åÅ    f : Z → Z ëñé ÔËÍ
(iii) f (x) = x2    ðÅÔÆº Çç¼åÅ   f : R → R ëñé ÔËÍ
(iv) f (x) = x3    ðÅÔÆº Çç¼åÅ   f : N → N ëñé ÔËÍ
(v) f (x) = x3    ðÅÔÆº Çç¼åÅ   f : Z → Z ëñé ÔËÍ

3. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = [x] ðÅÔÆº Çç¼å¶ îÔ¼åî Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ëñé  f : R → R, éÅ å»
ÇÂ¼Õ- ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔË, ÇÜ¼æ¶  [x], x  åº̄ Ø¼à Ü» ìðÅìð Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ
ÔËÍ

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = | x | ðÅÔÆº Çç¼åÅ îÅê Á³Õ ëñé  f : R → R, éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ
ÔÆ Á¯éàÈ ÔË, ÇÜ¼æ¶ | x | ìðÅìð x, Ü¶Õð x èé Ã¿ÇÖÁÅ Ü» ÇÃøð ÔË Áå¶ | x | ìðÅìð –x, Ü¶Õð
x ÇðäÅåîÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

5. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f : R → R,

1, 0
( ) 0, 0

–1, 0,

x
f x x

x

>
= =
 <

;fn

;fn

;fn

ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÇÚ¿é· ëñé éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, éÅ Á¯éàÈ ÔËÍ
6. î³é ñÀ° ÇÕ A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7} Áå¶  f = {(1, 4), (2, 5), (3, 6)} A åº̄  B å¼Õ

ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Ã¿ì¿è Áå¶ ëñé       13

7. Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ç¼Ã¯ ÇÕ ÕÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ü» ìÅÂÆÜËÕÇàò
(bijective) ÔéÍ ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå òÆ ç¼Ã¯Í

(i) f (x) = 3 – 4x ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé  f : R → R ÔËÍ

(ii) f (x) = 1 + x2  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f : R → R ÔËÍ
8. î³é ñÀ° ÇÕ A Áå¶ B ç¯ ÃîÈÔ ÔéÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f : A × B → B × A, ÇÂÃ åð·» ÇÕ f (a, b)

= (b, a) ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ Ü» ìÅÂÆÜËÕÇàò (bijective) ëñé ÔËÍ

9. î³é ñÀ° ÇÕ ÃÅð¶ n ∈ N ñÂÆ,  f (n) = 

1,
2

,
2

n n

n n

+





;fn fo"ke gS

;fn le gS

ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé  f : N → N ÔËÍ ç¼Ã¯ ÇÕ ÕÆ ëñé f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ (bijective)
ÔËÍ ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå òÆ ç¼Ã¯Í

10. î³é ñÀ° ÇÕ A = R – {3} Áå¶ B = R – {1} ÔéÍ f(x) = 
2
3

x
x

− 
 

− 
ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f

: A → B å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÕÆ f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå òÆ ç¼Ã¯Í
11. î³é ñÀ° ÇÕ  f : R → R ,  f(x) = x4  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé ÔËÍ ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í

(A) f  ìÅÂÆÜËÕÇàò ÔËÍ                (B) f ìÔ¹-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ÔËÍ
(C) f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË êð Á¯éàÈ éÔÆº ÔËÍ  (D) f  éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 3x ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé  f : R → R ÔËÍ ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í
(A) f  ìÅÂÆÜËÕÇàò ÔËÍ (B) f  ìÔ¹-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ÔËÍ
(C) f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË êð Á¯éàÈ éÔÆº (D) f  éÅ å» ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ Á¯éàÈ ÔËÍ

1.4  ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé Áå¶ À°ñà Ô¯ä ï¯× ëñé (Composition of Functions and
Invertible Function)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé Áå¶ ÇÕÃ¶ ìÅÂÆÜËÕÇàò (bijective) ëñé ç¶ À°ñà (Inverse)
çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í Ã¿é B@@F çÆ ÇÕÃ¶ ì¯ðâ çÆ ÜîÅå X çÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú ìËá Ú¹¼Õ¶ ÃÅð¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ»
ç¶ ÃîÈÔ  A Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ì¯ðâ çÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú ìËáä òÅñ¶ Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ì¯ðâ ðÅÔÆº ÇÂ¼Õ ð¯ñ
é§ìð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ ù ÇòÇçÁÅðæÆ êÌÆÇÖÁÅ ç¶ Ãî¶º ÁÅêäÆ À°µåð ê¼åðÆ å¶ ÇñÖçÅ ÔËÍ ð¯ñ é§ìð»
ù ×¹êå (deface) ð¼Öä ñÂÆ À°Ôé» ù ìçñ Õ¶ ÇÂ¼Õ éÕñÆ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð (Fake Code Number)
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ î³é ñÀ¹ ÇÕ B ⊂ N ÃÅð¶ ð¯ñ é§ìð» çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ C ⊂ N ÃÅð¶ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð» çÅ

Ü¶Õð

Ü¶Õð

à»Õ ÔË

ÇÜÃå ÔË
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14        ×Çäå

ÃîÈÔ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ëñé»  f : A → B Áå¶  g : B → C ìäç¶ Ôé ÇÜÔó¶ ÇÕ f (a) = ÇòÇçÁÅðæÆ a
ù Çç¼åÅ ð¯ñ é§ìð Áå¶  g (b) = ð¯ñ é§ìð b ù ìçñ Õ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ éÕñÆ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð, ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔéÍ ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ Çò¼Ú ëñé f  ðÅÔÆº Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¯ñ é§ìð ÇéðèÅÇðå
Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ëñé g ðÅÔÆº Ôð¶Õ ð¯ñ é§ìð ñÂÆ ÇÂ¼Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé»
ç¯ò¶º ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé å¯º Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ÇÂ¼Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð éÅñ Ã¿ì¿Çèå Õð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ H.  î³é ñÀ° ÇÕ f : A → B Áå¶ g : B → C ç¯ ëñé Ôé å» f  Áå¶ g çÅ Ã¿ï¯Üé, gof
ðÅÔÆº êÌçðÇôå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ëñé gof : A → C, gof (x) = g (f (x)), ∀  x ∈ A  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A.E
À°çÅÔðä AE.  î³é ñÀ° ÇÕ  f : {2, 3, 4, 5} → {3, 4, 5, 9} Áå¶ g : {3, 4, 5, 9} → {7, 11, 15}
ç¯ ëñé ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ f (2) = 3, f (3) = 4, f (4) =  f (5) = 5 Áå¶ g (3) = g (4) = 7 Áå¶
g (5) =  g (9) = 11, å» gof  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ gof (2) =  g (f (2)) = g (3) = 7, gof (3) =  g (f (3)) = g (4) = 7, gof (4) =  g (f (4))
= g (5) = 11 Áå¶ gof (5) =  g (5) = 11.

À°çÅÔðä AF.  Ü¶Õð f : R → R Áå¶  g : R → R ëñé f (x) = cos x Áå¶ g (x) = 3x2  ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔË å» gof  Áå¶ fog êåÅ Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ gof  ≠ fog. ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ gof (x) =  g (f (x)) = g (cos x) = 3 (cos x)2 = 3 cos2 x. ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  fog (x) =
f (g (x)) =  f (3x2) = cos (3x2) ÔéÍ é¯à Õð¯ ÇÕ x = 0 ñÂÆ 3cos2 x ≠ cos 3x2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
gof ≠ fog.

À°çÅÔðä AG.  Ü¶Õð 
3 4( )
5 7

xf x
x

+
=

−
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé 7 3:

5 5
f    − → −   

   
R R Áå¶

7 4( )
5 3

xg x
x

+
=

−
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé 3 7:

5 5
g    − → −   

   
R R   Çç¼åÅ ÔË, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ fog

= IA Áå¶ gof = IB ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇÕ IA (x) = x, ∀ x ∈ A  Áå¶ IB (x) = x, ∀ x ∈ B,  ÇÜ¼æ¶
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A = R – 
3
5

 
 
 

, B = R – 
7
5

 
 
 

ÔéÍ IA  Áå¶ IB ù ́ îòÅð ÃîÈÔ» A  Áå¶ B ç¶ ååÃîÕ (Identity)

ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶

(3 4)7 4
(5 7)3 4( )
(3 4)5 7 5 3
(5 7)

x
xxgof x g
xx
x

+  + −+   = =  +−    − − 

 = 
21 28 20 28 41
15 20 15 21 41

x x x x
x x

+ + −
= =

+ − +

ÇÂÃ¶ åð·» 

(7 4)3 4
(5 3)7 4( )
(7 4)5 3 5 7
(5 3)

x
xxfog x f
xx
x

+  + −+   = =  +−    − − 

 = 
21 12 20 12 41
35 20 35 21 41

x x x x
x x

+ + −
= =

+ − +

ÇÂÃ ñÂÆ  gof (x) = x, ∀ x ∈ B  Áå¶  fog (x) = x, ∀ x ∈ A,  ÇÜÃçÅ íÅò ÇÂÔ ÔË ÇÕ
gof = IB  Áå¶ fog = IA.

À°çÅÔðä AH.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð f : A → B Áå¶ g : B → C ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ôé å» gof : A → C
òÆ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ

Ô¼ñ : gof (x1) = gof (x2)
⇒ g (f (x1)) = g(f (x2))
⇒ f (x1) = f (x2), ÇÕÀ°ºÇÕ g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË,
⇒ x1 = x2, ÇÕÀ°ºÇÕ  f ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ gof  òÆ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ

À°çÅÔðä AI.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð  f : A → B Áå¶  g : B → C Á½éàÈ Ôé, å» gof : A →C òÆ
Á½éàÈ ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå å¼å  z ∈ C ÔËÍ  g ç¶ Á³åð×å z ç¶ ÇÂ¼Õ êÈðò êÌÇåÇì³ì (Pre-
image) y ∈ B çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË ÇÕ g (y) = z, ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ g Á¯éàÈ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» y ∈ B ñÂÆ
A  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ å¼å x çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË ÇÕ f (x) = y, ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ f  Á¯éàÈ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ gof (x)
= g (f (x)) = g (y) = z, ÔË, ÇÜÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ gof  Á¯éàÈ ÔËÍ
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À°çÅÔðä B@.  f  Áå¶ g ÁÇÜÔ¶ ç¯ ëñé» Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÕ gof  êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÔËÍ
ÕÆ f  Áå¶ g ç¯ò¶º ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ôé?

Ô¼ñ :  ëñé  f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4, 5, 6} f (x) = x, ∀ x ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Áå¶ g (x)
= x, x = 1, 2, 3, 4 Áå¶ g (5) = g (6) = 5 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå g : {1, 2, 3, 4, 5, 6} → {1, 2, 3, 4, 5,
6} Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂ¼æ¶ gof : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4, 5, 6} ÇÂ¼æ¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶  gof (x)
= x, ∀ x, ÇÜÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ gof  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ êð¿å± g ÃÅø å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. Ü¶Õð gof  Á¯éàÈ ÔË, å» ÕÆ f  Áå¶ g ç¯ò¶º ÷ðÈðÆ å½ð å¶ Á¯éàÈ Ôé?

Ô¼ñ :  f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} Áå¶  g : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3} Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔó¶
´îòÅð :  f (1) = 1, f (2) = 2,  f (3) = f (4) = 3, g (1) = 1, g (2) = 2 Áå¶ g (3) = g (4) = 3. ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔéÍ ÇÂ¼æ¶ ÃðñåÅ éÅñ ò¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ  gof  Á¯éàÈ ÔË, êð¿å± f Á¯éàÈ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ÇòÁÅêÕ å½ð å¶ gof  ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Ô¯ä çÅ Áðæ ÔË ÇÕ f
ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» gof  Á¯éàÈ Ô¯ä çÅ Áðæ ÔË ÇÕ g Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ íÅ× ç¶ ô¹ðÈ Çò¼Ú ì¯ðâ çÆ êÌÆÇÖÁÅ ç¶ êÇðê¶Ö Çò¼Ú Çç¼å¶ ëñé f  Áå¶ g å¶ Ô¯ð
ìðÆÕÆ éÅñ ÇòÚÅð ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô»Í ì¯ðâ çÆ ÜîÅå X çÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú ìËáä òÅñ¶ Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ
ù ëñé f  ç¶ Á³åð×å ÇÂ¼Õ ð¯ñ é§ìð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ ð¯ñ é§ìð ù g Á³åð×å ÇÂ¼Õ éÕñÆ
Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ À°µåð ê¼åðÆÁ» ç¶ î¹ñ»Õä ç¶ ìÅÁç êðÆÇÖÁÕ Ôð¶Õ î¹ñ»Õä Ô¯ÂÆ
ê¼åðÆ å¶ éÕñÆ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð ç¶ Á¼×¶ êÌÅêå Á³Õ ÇñÖ Õ¶ ì¯ðâ ç¶ çøåð Çò¼Ú êÌÃå°å ÕðçÅ ÔËÍ ì¯ðâ
ç¶ ÁÇèÁÅÕÆ, g ç¶ À°ñà Ç´ÁÅ ðÅÔÆº, Ôð¶Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð ù ìçñ Õ¶ ç¹ìÅðÅ Ã¿×å ð¯ñ é§ìð ñ×Å
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð êÌÅêå Á³Õ Ã¿Õ¶ÇåÕ é§ìð çÆ ìÜÅÂ¶ ÇÃ¼è¶ ð¯ñ é§ìð éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ô¯ Ü»çÅ
ÔËÍ ç¹ìÅðÅ, f  çÆ À°ñà Ç´ÁÅ ðÅÔÆº, Ôð¶Õ ð¯ñ é§ìð ù À°Ã ð¯ñ é§ìð òÅñ¶ ÇòÇçÁÅðæÆ éÅñ ìçñ
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Á³Õ ÇÃ¼è¶ Ã¿ì¿Çèå ÇòÇçÁÅðæÆ ç¶ é» ÇéðèÅÇðå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ò¶Öç¶
Ô» ÇÕ f  Áå¶ g, ç¶ Ã¿ï¯Üé ðÅÔÆº, gof, êÌÅêå Õðç¶  Ãî¶º êÇÔñ» f  Áå¶  ë¶ð g  ù ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô», Üçº̄
ÇÕ Ã¿ï°Õå gof, çÆ À°ñà Ç´ÁÅ Çò¼Ú êÇÔñ» g çÆ À°ñà Ç´ÁÅ Áå¶ Çøð f  çÆ À°ñà Ç´ÁÅ Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BB. î³é ñÀ° ÇÕ  f : {1, 2, 3} → {a, b, c} ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé ÇÂÃ êÌÕÅð
ÔË ÇÕ f (1) = a, f (2) = b Áå¶ f (3) = c, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé g : {a, b, c} → {1, 2, 3} çÅ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ
Ô¯ ºç Ô Ë, å» Ü ¯ gof = IX Áå¶ fog = IY, ÇÜ ¼æ ¶ X =  {1,  2, 3} Áå¶
Y = {a, b, c} Ô¯äÍ

Ô¼ñ : ëñé g : {a, b, c} → {1, 2, 3} ÔË ÇÜ¼æ¶ g (a) = 1, g (b) = 2 å¶ g (c) = 3, Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÕ Ã¿ï°Õå ëñé gof = IX , X å¶ ååÃîÕ ëñé ÔË Áå¶ Ã¿ï°Õå ëñé fog
= IY , Y å¶ ååÃîÕ ëñé ÔéÍ
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Çà¼êäÆ :  ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ð¯ÚÕ å¼æ ÔË ÇÕ À°êð¯Õå Çç¼åÆ À°çÅÔðä Çò¼Ú ç¼ÇÃÁÅ êÇðäÅî ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-
ÇÂ¼ÇÛå ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé f : X → Y ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ Õ¶òñ Â¶éÅ ÔÆ éÔÆº ìñÇÕ ÇÂÃ çÅ
À°ñà (converse) òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË íÅò, Ü¶Õð f : X → Y ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ëñé ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ ëñé
g : Y → X çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ gof = IX Áå¶ fog = IY å» f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°êð¯Õå Çç¼åÆ ÚðÚÅ, À°çÅÔðä BB Áå¶ Çà¼êäÆ Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ ñÂÆ êÌ¶Çðå ÕðçÆ ÔË :
êÇðíÅôÅ I. ëñé f : X → Y  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× (Invertible) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð ÇÂ¼Õ
ëñé g : Y → X  çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ gof = IX  Áå¶ fog = IY ÔËÍ ëñé g ù ëñé f  çÅ À°ñà
(Inverse) ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃ ù êÌåÆÕ f –1 ðÅÔÆº êÌ×à Õðç¶ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, Ü¶Õð  f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË å» f ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË
Áå¶ À°ñà å½ð å¶, Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË å» f ÷ðÈðÆ å½ð å¶ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× Ô¹¿çÅ
ÔËÍ ÇÂÔ å¼æ f ù ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÇÃ¼è ÕðÕ¶, À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× êÌîÅÇäå Õðé Çò¼Ú
îÔ¼åòêÈðé ðÈê å¯º ÃÔÅÇÂÕ Ô¿¹çÅ ÔË, ÖÅÃ å½ð å¶ Üç¯º f çÅ À°ñà ÁÃñ Çò¼Ú êåÅ éÅ ÕðéÅ Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä BC. î³é ñÀ° ÇÕ f : N → Y,  f (x) = 4x + 3, ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔË, ÇÜ¼æ¶
Y = {y ∈ N : y = 4x + 3 ÇÕÃ¶ x ∈ N  ñÂÆ} ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔËÍ À°ñà
ëñé òÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Y  ç¶ ÇÕÃ¶ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå å¼å y Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Y, çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº, êÌ»å N  ç¶ ÇÕÃ¶ å¼å x

ñÂÆ y = 4x + 3 ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ ( 3)
4

yx −
=  ÔËÍ Ô¹ä ( 3)( )

4
yg y −

=  ðÅÔÆº

g : Y → N  ù êÇðíÅÇôå Õð¯Í ÇÂÃ åð·» gof (x) = g (f (x)) = g (4x + 3) = 
(4 3 3)

4
x x+ −

=

Áå¶ fog (y) = f (g (y)) = f ( 3) 4 ( 3) 3
4 4

y y− −  = + 
 

 = y – 3 + 3 = y ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ
ÔË ÇÕ gof = IN  Áå¶ fog = IY, ÇÜÃ çÅ íÅò ÇÂÔ ÔË ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Áå¶ ëñé

g  ëñé f  çÅ À°ñà ÔËÍ

À°çÅÔðä BD. î³é ñÀ° ÇÕ  Y = {n2 : n ∈ N} ⊂ N ÔËÍ ëñé f : N  → Y ÇÜ¼æ¶  f (n) = n2 å¶

ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔËÍ f çÅ À°ñà òÆ ñ¼í¯Í

Ô¼ñ : Y çÅ ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå å¼å, y, n2 ç¶ ðÈê çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ n ∈ N . ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ  n

= y  ÇÂÃ å¯º g (y) = y  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé g : Y Y → N  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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18        ×Çäå

Ô¹ä gof (n) = g (n2) = 2n = n Áå¶ fog (y) = ( ) ( )2
f y y y= = , ÇÜÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ

ÔË ÇÕ gof = IN Áå¶ fog = IY ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé ÔË Áå¶ f –1 = g.ÔËÍ

À°çÅÔðä BE. î¿é ñÀ° ÇÕ  f : N  → R ,  f (x) = 4x2 + 12x + 15 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ
ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f : N→ S, ÇÜ¼æ¶ S, f  çÅ ÇòÃæÅð ÔË, À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ëñé ÔËÍ  f çÅ À°ñà
òÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î¿é ñÀ° ÇÕ  f  ç¶ ÇòÃæÅð çÅ y ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå å¼å ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ y = 4x2 + 12x + 15,

ÇÜ¼æ¶ x ∈ N ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ y = (2x + 3)2 + 6. j ( )( ))6 3

2

y
x

− −
= .

Ô¹ä, ÇÂ¼Õ ëñé g : S → N ,  g (y) = 
( )( ))6 3

2

y − −
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Õð¯Í

ÇÂÃ êÌÕÅð gof (x) = g (f (x)) = g (4x2 + 12x + 15) = g ((2x + 3)2 + 6))

=
)( )( ( )2(2 3) 6 6 3 2 3 3

2 2

x x x
+ + − − + −

= =

Áå¶ fog (y) =
( )( ) ( )( ) 2

6 3 2 6 3
3 6

2 2
y y

f
   − − − −
   = + +   
   

= ( )( )) ( )
2 2

6 3 3 6 6 6y y− − + + = − +  = y – 6 + 6 = y.

ÇÂÃ ñÂÆ :     gof = IN Áå¶ fog =IS ÔËÍ ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ f ÇÂ¼Õ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ëñé
ÔË Áå¶ f –1 = g ÔËÍ

À°çÅÔðä BF. Çå¿é ëñé  f : N → N, g : N → N Áå¶ h : N → R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÜ¼æ¶
f (x) = 2x, g (y) = 3y + 4 Áå¶ h (z) = sin z, ∀ x, y Áå¶ z ∈ N- ÔéÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
ho(gof) = (hog) of.

Ô¼ñ : ÇÜ¼æ¶    ho(gof) (x) = h(gof (x)) = h(g (f (x))) = h (g (2x))
= h(3(2x) + 4) = h(6x + 4) = sin (6x + 4), x∀ ∈N

éÅñ ÔÆ ((hog)o f ) (x) = (hog) ( f (x)) = (hog) (2x) = h ( g (2x))

= h(3(2x) + 4) = h(6x + 4) = sin (6x + 4), ∀ x ∈ N
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ÇÂÃ å¯º êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ho(gof) = (hog) o f

ÇÂÔ êÇðäÅî ÇòÁÅêÕ ÔÅñå Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
êÌî¶ï A: Ü¶Õð  f : X → Y, g : Y → Z Áå¶  h : Z → S Çå¿é ëñé Ôé, å»

ho(gof) = (hog) o f
À°êê¼åÆ : ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ

ho(gof) (x) = h(gof (x)) = h(g (f (x))), ∀ x in X

Áå¶ (hog) of (x) = hog (f (x)) = h(g (f (x))), ∀ x in X

ÇÂÃ ñÂÆ ho(gof) = (hog) o f

À°çÅÔðä BG.  f : {1, 2, 3} → {a, b, c} Áå¶  g : {a, b, c} → {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ}  f (1) = a,
f (2) = b, f (3) = c, g(a) = Ã¶ì, g(b) = ×¶ºç Áå¶ g(c) = Çì¼ñÆ ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé» Óå¶ ÇòÚÅð
Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f, g Áå¶ gof À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔéÍ f –1, g–1 Áå¶ (gof)–1 êåÅ Õð¯ Áå¶
êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ (gof) –1 = f –1og–1  ÔËÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº f Áå¶ g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ ëñé ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕ f –1: {a, b, c}
→ (1, 2, 3} Áå¶ g–1 : {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} → {a, b, c} ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðíÅÇôå Ôé ÇÕ f –1{a} = 1,
f –1{b} = 2,  f –1{c} = 3,  g –1{Ã¶ì} = a,  g –1{×¶ºç} = b, g –1{Çì¼ñÆ} = c ÔËÍ ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ
Ãðñ ÔË î³é ñÀ° ÇÕ f –1o f  = I{1, 2, 3}, f o f –1 = I{a, b, c}, g –1og = I{a, b, c} Áå¶ g o g–1 = ID, ÇÜ¼æ¶
D = {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} ÔËA Ô¹ä gof : {1, 2, 3} → {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} gof (1) = Ã¶ì,  gof (2) =
×¶ºç, gof (3) = Çì¼ñÆ ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÔËÍ

ÁÃÆº (gof)–1 : {Ã¶ì, ×¶ºç, Çì¼ñÆ} → {1, 2, 3} ù (gof)–1 (Ã¶ì) = 1, (gof)–1 (×¶ºç) = 2
Áå¶ (g o f)–1 (Çì¼ñÆ) = 3 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÔ ÃðñåÅ éÅñ êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ
(g o f)–1 o (g o f) = I{1, 2, 3}

 Áå¶ (g o f) o (g o f)–1 = ID Ô¯ò¶×ÅÍ
ÇÂÃ åð·» êÌîÅÇäå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ f, g Áå¶ gof  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔéÍ

Ô¹ä f –1og–1 (Ã¶ì) = f –1(g–1 (Ã¶ì)) = f –1(a) = 1 = (gof)–1 (Ã¶ì)

f –1og–1 (×¶ºç) = f –1 (g–1(×¶ºç)) = f –1(b) = 2 = (gof)–1 (×¶ºç)

Áå¶ f –1og–1 (Çì¼ñÆ) = f –1(g–1(Çì¼ñÆ)) = f –1(c) = 3 = (gof)–1 (Çì¼ñÆ)
ÇÂÃ ñÂÆ                   (gof)–1 = f –1og–1

À°êð¯Õå êÇðäÅî ÇòÁÅêÕ ÔÅñå Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
êÌî¶ï B: î³é ñÀ° ÇÕ f : X → Y Áå¶ g : Y → Z ç¯ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé Ôé å» gof
òÆ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× Ô¯ò¶×Å Áå¶ (gof)–1 = f –1og–1 ÔËÍ
À°êê¼åÆ : gof  ù À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× Áå¶ (gof)–1 = f –1og–1 ù ÇÃ¼è Õðé ñÂÆ ÇÂÔ
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20        ×Çäå

êÌîÅÇäå ÕðéÅ ÕÅøÆ ÔË ÇÕ ( f –1og–1)o(gof) = IX Áå¶ (gof)o( f –1og–1) = IZ ÔËÍ
Ô¹ä (f –1og–1)o(gof) = ((f –1og–1) og) of, êÌî¶ï A ðÅÔÆº

= (f –1o(g–1og)) of, êÌî¶ï A ðÅÔÆº
= (f –1 o IY) of,  g–1 çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº
= IX

ÇÂÃ åð·», ÇÂÔ êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ] (gof ) (f –1 og –1) = IZ

À°çÅÔðä BH. î³é ñÀ° ÇÕ S = {1, 2, 3} ÔËÍ ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á» êÇðíÅÇôå ëñé
f : S → S ç¶ À°ñà ëñé ÔéÍ f –1, êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ
(a) f  = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}
(b) f = {(1, 2), (2, 1), (3, 1)}

(c) f = {(1, 3), (3, 2), (2, 1)}

Ô¼ñ :
(a) ÇÂÔ ÁÃÅéÆ éÅñ ò¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ

ÃÕä ï¯× ÔË Áå¶ f  çÅ À°ñà  f –1 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)} = f  ðÅÔÆº êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(b) ÇÕÀ°ºÇÕ  f (2) = f (3) = 1,  ÇÂÃ ñÂÆ f ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä

ï¯× éÔÆº ÔËÍ
(c) ÇÂÔ ÁÃÅéÆ éÅñ ò¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ  f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔË ÇÂÃ ÕðÕ¶ f  À°ñàÅÇÂÁÅ

ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Áå¶  f –1 = {(3, 1), (2, 3), (1, 2)}ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A.C
1. î³é ñÀ° ÇÕ  f : {1, 3, 4} → {1, 2, 5} Áå¶ g : {1, 2, 5} → {1, 3},

f = {(1, 2), (3, 5), (4, 1)} Áå¶  g = {(1, 3), (2, 3), (5, 1)} ðÅÔÆº Çç¼å¶ ÔéÍ  gof  êåÅ  Õð¯Í
2. î³é ñÀ° ÇÕ  f, g Áå¶ h, R å¯º R å¼Õ Çç¼å¶ ëñé ÔéÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(f + g)oh = foh + goh

(f . g)oh = (foh) . (goh)

3. gof  Áå¶ fog êåÅ Õð¯, Ü¶Õð
(i) f (x) = | x | Áå¶  g(x) = | 5x – 2 |

(ii) f (x) = 8x3 Áå¶ g(x) = 
1
3x
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4. Ü¶Õð  f (x) = 
(4 3)
(6 4)

x
x

+
− , 

2
3

x ≠ , ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ 2
3

x≠   ñÂÆ fof (x) = x ÔËÍ  f  çÅ

À°ñà ëñé ÕÆ ÔË?
5. ÕÅðé éÅñ ç¼Ã¯ ÇÕ Ô¶á» ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ À°ñà Ôé :

(i) f : {1, 2, 3, 4} → {10} ÇÜ¼æ¶
f  = {(1, 10), (2, 10), (3, 10), (4, 10)} ÔËÍ

(ii) g : {5, 6, 7, 8} → {1, 2, 3, 4} ÇÜ¼æ¶
g = {(5, 4), (6, 3), (7, 4), (8, 2)} ÔËÍ

(iii) h : {2, 3, 4, 5} → {7, 9, 11, 13} ÇÜ¼æ¶
h = {(2, 7), (3, 9), (4, 11), (5, 13)} ÔËÍ

  6.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f : [–1, 1] → R,  f (x) = ( 2)
x

x + , ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ ëñé

f : [–1, 1] → ( f  çÅ ÇòÃæÅð)] çÅ À°ñà ëñé êåÅ Õð¯Í

(Ã¿Õ¶å : y ∈ ÇòÃæÅð ñÂÆ  f,  ç¶ ÇÕÃ¶] [–1, 1] ñÂÆ  x ç¶ ìÅìå  y = f (x) = 
2

x
x +

, íÅò

x = 
2

(1 )
y
y−

)

7. f (x) = 4x + 3  ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé f : R → R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ
ÃÕäï¯× ÔËÍ  f çÅ À°ñà ëñé êåÅ Õð¯Í

8. f (x) = x2 + 4  ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé f : R+ → [4, ∞) Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f  À°ñàÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔË Áå¶ f  çÅ À°ñà  f –1 , f –1(y)  = 4y − , ðÅÔÆº êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ R+

ÃÅð¶ ×Ëð-ÇðäÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ
9. f (x) = 9x2 + 6x – 5 ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé  f : R+ → [– 5, ∞) Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f

À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔË Áå¶ f –1(y) = 
( )6 1

3
y + −

 
 

 ÔËÍ

10. î³é ñÀ¹ ÇÕ  f : X → Y ÇÂ¼Õ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ëñé ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f  çÅ À°ñà
Çòñ¼Öä (unique) ÔËÍ (Ã¿Õ¶å : î³é¯ ÇÕ f  ç¶ À°ñà ëñé g1 Áå¶ g2 ÔéÍ å» ÃÅð¶ y ∈
Y ñÂÆ fog1(y) = 1Y(y) = fog2(y) ÔËÍ Ô¹ä f  ç¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¯ä ç¶ ×¹ä çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õð¯Í)
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11. f : {1, 2, 3} → {a, b, c}, f (1) = a, f (2) = b Áå¶  f (3) = c. ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé Óå¶ ÇòÚÅð
Õð¯Í f –1 êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (f –1)–1 = f  ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ÇÕ  f : X → Y ÇÂ¼Õ À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé ÔË, ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f –1 çÅ À°ñà
f, ÔË íÅò  (f –1)–1 = f ÔËÍ

13. Ü¶Õð f : R → R, f (x) = 
1

3 3(3 )x− , ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé ÔË å»  fof (x) ìðÅìð ÔË :

(A)
1
3x (B) x3 (C) x          (D)  (3 – x3)

14. î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 
4

3 4
x

x +
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé  f : R – 4

3
 − 
 

 → R ÔËÍ f  çÅ

À°ñà íÅò êÌÇåÇÚ¼åð (Map) g : ÇòÃæÅð f → R – 
4
3

 − 
 

, Ô¶á» ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ ç¶

ðÅÔÆº êÌÅêå Ô¯ò¶×Å :

(A)
3( )

3 4
yg y

y
=

− (B)
4( )

4 3
yg y

y
=

−

(C)
4( )

3 4
yg y

y
=

− (D)
3( )

4 3
yg y

y
=

−

1.5  ç¯-ÁÅèÅÇðå Ã¿ÇÕÇðÁÅò» (Binary Operations)
ÁÅêä¶ ÃÕ±ñ ç¶ Ççé» Çò¼Ú ÔÆ å°ÃÆº ÚÅð îÈñ Ã¿ÇÕÇðÁÅò», éÅî ç¶ å½ð å¶ Ü¯ó, ØàÅú, ×¹äÅ Áå¶ íÅ×
åº̄ ÜÅä¿± Ô¯ Ú¹¼Õ¶ Ô¯Í ÇÂÔé» Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ î¹¼Ö Çòô¶ôåÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ Çç¼åÆÁ» ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò»  a Áå¶ b, åº̄

ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ a + b Ü» a – b Ü» ab Ü» 
a
b

, b ≠ 0 ù Ã¿ì¿Çèå (Associate) Õð Çç³ç¶ Ô»Í ÇÂÔ
×¼ñ é¯à Õð¯ ÇÕ, ÇÂ¼Õ Ãî¶º Çò¼Ú, Õ¶òñ ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔÆ Ü¯ó Ü» ×¹äÅ ÕÆåÆÁ» ÜÅ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º
òÆ ÃÅù Çå¿é Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó ÚÅÔÆçÅ Ô¹¿çÅ ÔË, å» ÁÃÆº êÇÔñ» ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ù Ü¯óç¶ Ô» Áå¶ êÌÅêå
Ü¯óëñ ù ë¶ð åÆÜÆ Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú Ü¯óç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ Ü¯ó, ×¹äÅ, ØàÅú Áå¶ íÅ× ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
ç¶ À°çÅÔðä Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ Òç¯-ÁèÅðÆÓ çÅ Áðæ ÔË Òç¯ ÁèÅð òÅñÆÓÍ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇòÁÅêÕ
êÇðíÅôÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô», ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂÔ ÚÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» òÆ ÁÅ ÜÅä, å» ÃÅù Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¶ ÃæÅé
å¶ ÇÂ¼Õ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå ÃîÈÔ X ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË Áå¶ å» ÇòÁÅêÕ ðÈê å¯º ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ, Õ°Þ Ô¯ð
éÔÆº ìñÇÕ, X ç¶ ç¯ å¼å» a Áå¶  b ù X ç¶ ÔÆ ÇÕÃ¶ å¼å éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÕðéÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ
ÇòÁÅêÕ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :
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êÇðíÅôÅ A@.  ÇÕÃ¶ ÃîÈÔ A  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, ÇÂ¼Õ ëñé ∗ : A × A → A ÔËÍ ÁÃÆº
∗ (a, b) ù a ∗ b ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BI.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  R Çò¼Ú Ü¯ó, ØàÅú Áå¶ ×¹äÅ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ôé, êð íÅ× R
Çò¼Ú ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔËÍ éÅñ ÔÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ íÅ× ×Ëð ÇÃøð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ
R Çò¼Ú ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
Ô¼ñ : + : R × R → R , (a, b) → a + b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË,

– : R × R → R,  (a, b) → a – b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË,
× : R × R → R,  (a, b) → ab ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË,

ÇÕÀ°ºÇÕ  ‘+’, ‘–’ Áå¶  ‘×’ ëñé Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ R Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ

      êð¿å± ÷ : R × R → R, (a, b) → a
b

, ÇÂ¼Õ ëñé éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ b = 0 ñÂÆ 
a
b

êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

 ÇÂÃ ÕðÕ¶  ÷ : R∗ × R∗ → R∗,  (a, b) → a
b

   ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé ÔË Áå¶

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ R∗  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä C@.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ØàÅú Áå¶ íÅ× N Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ : – : N × N → N, (a, b) → a – b,  ðÅÔÆº Çç¼åÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
‘–’ ç¶ åÇÔå (3] 5) çÅ êÌÇåÇì³ì 3 – 5 = – 2 ∉ N. ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÔÆ ÷ N × N → N, (a, b) →

a
b

  ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ̂ ÷* ç¶ åÇÔå (3  ̧5) çÅ êÌÇåÇì³ì  3 ÷

5=
3
5

∉ N ÔËÍ

À°çÅÔðä CA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∗ : R × R → R, (a, b) → a + 4b2 ðÅÔÆº Çç¼åÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ∗ Ôð¶Õ Ü¯ó¶ (a, b) ù R ç¶ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä å¼å a + 4b2 å¼Õ ñË Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ∗
R Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä CB.  î³é ñÀ° ÇÕ P,  ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ÃîÈÔ X ç¶ ÃÅð¶ À°ê-ÃîÈÔ» çÅ, ÃîÈÔ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∪
: P × P → P, (A, B) → A ∪ B ðÅÔÆº Çç¼åÅ Áå¶ ∩ : P × P → P, (A, B) → A ∩ B ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ëñé, P Çò¼Ú ç¯ ÁÅèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ Ã¿Ø Ã¿ÇÕÇðÁÅ  (Union Operation)  ∪, P × P ç¶ Ôð¶Õ Ü¯ó (A, B) ù  P ç¶ ÇÂ¼Õ
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Çòñ¼Öä å¼å  A ∪ B  å¼Õ ñË Ü»çÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ∪, ÃîÈÔ P Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ
êÌÕÅð ÕÅà (Intersection) Ã¿ÇÕÇðÁÅ  ∩ , P × P ç¶ Ôð¶Õ Ü¯ó¶ (A, B) ù P ç¶ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä å¼å A
∩ B å¼Õ ñË Ü»çÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ∩, ÃîÈÔ P Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä CC.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (a, b) → ò¼è å¯º ò¼è {a, b} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå  ∨  : R × R → R Áå¶
(a, b) → Ø¼à¯-Ø¼à {a, b} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ∧  : R × R → R ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ
Ô¼ñ :  ÇÕÀ°ºÇÕ ∨ ,  R × R   ç¶ Ôð¶Õ Ü¯ó¶ (a, b)  ù ÃîÈÔ R  ç¶ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä å¼å, é» ç¶ å½ð å¶ a
Áå¶ b Çò¼Ú¯º ò¼è, Óå¶ ñË Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ∨  ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ åðÕ ðÅÔÆº
ÇÂÔ ÇÕÔÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ∧  òÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ :  ∨ (4, 7) = 7, ∨ (4, – 7) = 4, ∧ (4, 7) = 4 Áå¶ ∧ (4, – 7) = – 7 ÔËÍ
Üç¯º ÇÕÃ¶ ÃîÈÔ A Çò¼Ú å¼å» çÆ Ç×äåÆ Ø¼à Ô¹¿çÆ ÔË, å» ÁÃÆº ÃîÈÔA Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
∗ ù ÇÂ¼Õ ÃÅðäÆ ðÅÔÆº ç¼Ã ÃÕç¶ Ô», ÇÜÃ ù Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í À°çÅÔðä
ç¶ å½ð å¶, A = {1, 2, 3} Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í å» À°çÅÔðä CC Çò¼Ú êÇðíÅÇôå A Çò¼Ú Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∨  Ô¶á
ÇñÖÆ ÃÅðäÆ (ÃÅðäÆ A.A) ðÅÔÆº ç¼ÇÃÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ Çò¼Ú a ∨  (1, 3) = 3, ∨
(2, 3) = 3, ∨  (1, 2) = 2.ÔËÍ

ÃÅðäÆ A.A

ÇÂ¼æ¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ Çò¼Ú C ÕåÅð» Áå¶ C æ¿î Ôé, ÇÜÃ Çò¼Ú a (i, j)òÆº ÇÂ³çðÅÜ ÃîÈÔ A ç¶
iò¶º Áå¶ jò¶º å¼å» Çò¼Ú¯º ò¼è å¯º ò¼è Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ÇòÁÅêÆÕðä ÇÕÃ¶ òÆ ÁÃÅé Ã¿ÇÕÇðÁÅ
* : A ×  A → A ñÂÆ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ü¶Õð A = {a1, a2, ..., an}ÔË å» Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ Çò¼Ú
n ÕåÅð» Áå¶  n æ¿î Ô¯ä×¶ Áå¶ (i, j)òÆº ÇÂ³çðÅÜ ai ∗ aj Ô¯ò¶×ÆÍ À°ñà å½ð å¶ n ÕåÅð» Áå¶ n æ¿î»
òÅñÆ ÇÕÃÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ, ÇÜÃ çÆ Ôð¶Õ ÇÂ³çðÅÜ A = {a1, a2, ..., an}, çÅ ÇÂ¼Õ å¼å ÔË, ç¶ ñÂÆ
ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : A × A → A êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÂÃ åð·» ÇÕ
ai ∗ aj = Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ çÆ iòÆº ÕåÅð Áå¶ jò¶º Ãå¿ì» ç¶ ÇÂ³çðÅÜ ÔéÍ

ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ C Áå¶ D ù ÇÕÃ¶ òÆ ́ î (order) Çò¼Ú Ü¯óÆÂ¶, éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ ÔÆ ðÇÔ³çÅ
ÔË, íÅò 3 + 4 = 4 + 3, êð¿å± C Áå¶ 4 ù ØàÅÀ°ä Çò¼Ú Çí¿é ́ î Çí¿é éåÆÜ¶ Çç³ç¶ Ôé, íÅò 3 –
4 ≠ 4 – 3 ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð C Áå¶ 4 ù ×¹äÅ Õðé Çò¼Ú ́ î çÅ îÔ¼åò éÔÆº ÔË, êð¿å± C Áå¶ D çÆ íÅ×
Çò¼Ú Çí¿é ´î Çí¿é éåÆÜ¶ Çç³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ C Áå¶ D çÅ Ü¯ó Áå¶ ×¹äÅ Áðæ êÈðä ÔË êð C

∨ 1 2 3
1 1 2 3
2 2 2 3
3 3 3 3
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Áå¶ D çÅ Á³åð Áå¶ íÅ× ÁðæÔÆé ÔËÍ Á³åð Áå¶ íÅ× ñÂÆ ÃÅù ÇñÖäÅ êËºçÅ ÔË ÇÕ ÒC Çò¼Ú¯º D ù
ØàÅÀ°Ó Ü» D Çò¼Ú¯º C ØàÅÀ°Ó Ü» ÒC ù D éÅñ íÅ× Õð¯Ó Ü» ÒD ù C éÅñ íÅ× Õð¯ÍÓ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ
êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ AA. ÃîÈÔ  X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ∗ ́ î-òà»çðÅ (Commutative) ÕÔÅÀ°ºçÅ
ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ a, b ∈ X ñÂÆ a ∗ b = b ∗ a Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä CD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ + : R × R → R Áå¶ × : R × R → R ́ î-òà»çðÅ (Commutative)
Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ôé, êð – : R × R → R Áå¶ ÷ : R∗ × R∗ → R∗ ´î-òà»çðÅ (Commutative)
éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ a + b = b + a Áå¶ a × b = b × a, ∀ a, b ∈ R, Ôé, ÇÂÃ ÕðÕ¶ ‘+’ Áå¶ ‘×’ ç¯
ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ Üç¯º ÇÕ ‘–’ ´î-òà»çðÅ éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ 3 – 4 ≠ 4 – 3. Ô¹¿çÅÍ

ÇÂÃ åð·» ÔÆ  3 ÷ 4 ≠ 4 ÷ 3, ÔË, ÇÜÃ å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ‘÷’ ´î-òà»çðÅ éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä CE. ÇÃ¼è Õð ̄ÇÕ a ∗ b = a + 2b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ∗ : R × R → R ´î-òà»çðÅ éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 3 ∗ 4 = 3 + 8 = 11 Áå¶ 4 ∗ 3 = 4 + 6 = 10, ÇÂÃ ñÂÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ´î-òà»çðÅ
éÔÆº ÔËÍ

Ü¶Õð ÁÃÆº ÃîÈÔ X  ç¶ Çå¿é å¼å» ù X Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÕÃ¶ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ç¶ ðÅÔÆº
Ã¿ì¿Çèå ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» å» ÇÂ¼Õ Ã¹íÅÇòÕ Ãî¼ÇÃÁÅ À°µáçÆ ÔËÍ ÇòÁ³ÜÕ a ∗ b ∗ c çÅ Áðæ
(a ∗ b) ∗ c Ü» a ∗ (b ∗ c) Ô¯ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÔ ç¯ò¶º ÇòÁ³ÜÕ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË, ÇÕ ìðÅìð Ô¯äÍ
À°çÅÔðä ñÂÆ (8 – 5) – 2 ≠ 8 – (5 – 2). ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çå¿é Ã¿ÇÖÁÅò» H, E Áå¶ C çÅ ç¯ ÁèÅðÆ
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÒØàÅúÓ ç¶ ðÅÔÆº Ã¿ì¿è ÁðæÔÆé ÔË Üç¯º å¼Õ ÇÕ ìðËÕà(Bracket) çÅ ÇÂÃå¶îÅñ éÔÆº
ÕÆåÅ Ü»çÅÍ êð Ü¯ó çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ Çò¼Ú 8 + 5 + 2 çÅ î¹¼ñ ìðÅìð Ô¹¿çÅ ÔË, ÚÅÔ¶ ÁÃÆº ÇÂÃ ù ( 8 + 5)
+ 2 Ü» 8 + (5 + 2) åð·» ÇñÖÆÂ¶Í ÇÂÃ ñÂÆ Çå¿é Ü» Çå¿é å¯º ò¼è Ã¿ÇÖÁÅò» Ü» Ü¯ó çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ðÅÔÆº
Ã¿ì¿è ì×Ëð ìðËÕà» ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆå¶ òÆ, ÁðæêÈðé ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :
êÇðíÅôÅ AB. ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ∗ : A × A → A ÃÇÔÚð (Associative) ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀ a, b, c, ∈ A.

À°çÅÔðä CF. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Çò¼Ú Ü¯ó Áå¶ ×¹äÅ ÃÇÔÚð ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ êð ØàÅú
Áå¶ íÅ× R  Çò¼Ú ÃÇÔÚð éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ :  Ü¯ó Áå¶ ×¹äÅ ÃÇÔÚð Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ (a + b) + c = a + (b + c) Áå¶ (a×b) × c = a × (b
× c), ∀  a, b, c ∈ R ÔË ìñÇÕ ØàÅú Áå¶ íÅ× ÃÇÔÚð éÔÆº Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ (8 – 5) – 3 ≠ 8 – (5
– 3) Áå¶ (8 ÷ 5) ÷ 3 ≠ 8 ÷ (5 ÷ 3) ÔËÍ

À°çÅÔðä CG. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ a ∗ b → a + 2b ðÅÔÆº Çç¼åÅ ∗ : R × R → R ÃÇÔÚð éÔÆº ÔËÍ
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Ô¼ñ : Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ÃÇÔÚð éÔÆº ÔË, ÎÇÕÀ°ºÇÕ
(8 ∗ 5) ∗ 3 = (8 + 10) ∗ 3 = (8 + 10) + 6 = 24,

Üçº̄ ÇÕ 8 ∗ (5 ∗ 3) = 8 ∗ (5 + 6) = 8 ∗ 11 = 8 + 22 = 30.

Çà¼êäÆ : ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ ÃÇÔÚð ×¹ä ÇÂÃ Áðæ Çò¼Ú îÔ¼åòêÈðé ÔË ÇÕ ÁÃÆº ÇòÁ³ÜÕ
a1 ∗ a2 ∗ ... ∗ an ÇñÖ ÃÕç¶ Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ ×¹ä ç¶ ÕÅðé ÇÂÔ ô¼Õ éÔÆº ðÇÔ Ü»çÅ ÔËÍ êð ÇÂÃ ×¹ä
ç Çìé» ÇòÁ³ÜÕ a1 ∗ a2 ∗ ... ∗ an Çò¼Ú ô¼Õ (Ambiguous) ðÇÔ³çÅ ÔËÍ Üç¯º å¼Õ ÇÕ ìðËÕà çÅ
ÇÂÃå¶îÅñ éÅ ÕÆåÅ ÜÅò¶Í ïÅç Õð¯ ÇÕ êÇÔñ» çÆ ÜîÅå» Çò¼Ú, Üçº̄ Õç¶ ØàÅú Ü» íÅ× çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
Ü» ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è Ã¿ÇÕÇðÁÅò» êÈðÆÁ» ÕÆåÆÁ» ×ÂÆÁ» ÃÆ, å» ìðËÕà» çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ

R Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ̂ $* éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ã¿ÇÖÁÅ ÇÃøð (zero) çÆ ÇÂ¼Õ ð¯ÚÕ ÖÅÃÆÁå
ÇÂÔ ÔË ÇÕ a + 0 = a = 0 + a, ∀  a ∈ R, íÅò ÇÕÃ¶ òÆ Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú ÇÃøð ù Ü¯óé å¶ À°Ô Ã¿ÇÖÁÅ
ìçñçÆ éÔÆº ÔËÍ êð¿å± ×¹äÅ Çò¼Ú ÇÂÔ íÈÇîÕÅ Ã¿ÇÖÁÅ A ðÅÔÆº ÇéíÅÂÆ Ü»çÆ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
a × 1 = a = 1 × a, ∀  a ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ AC. ÇÕÃ¶ òÆ Çç¼åÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : A × A → A, ç¶ ñÂÆ, ÇÂ¼Õ å¼å e ∈ A, Ü¶Õð
ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔË, ååÃîÕ (Identity) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð a ∗ e = a = e ∗ a, ∀  a ∈ A  Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä CH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Çò¼Ú ÇÃøð  (0) Ü¯ó çÅ ååÃîÕ ÔË Áå¶ A ×¹äÅ çÅ ååÃîÕ ÔËÍ êð
Ã¿ÇÕÇðÁÅò» – : R × R → R Áå¶ ÷ : R∗ × R∗ → R∗ ñÂÆ Õ¯ÂÆ ååÃîÕ å¼å éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ :  a + 0 = 0 + a = a Áå¶ a × 1 = a = 1 × a, ∀ a ∈ R çÅ îåñì ÔË ÇÕ @ Áå¶ A ´îòÅð
‘+’ Áå¶ ‘×’, ç¶ å¼åÃîÕ å¼å ÔéÍ éÅñ ÔÆ R Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ Õ¯ÂÆ å¼å e éÔÆº ÇÕ  a – e =
e – a, ∀ a ∈ R Ô¯ò¶Í ÇÂÃ åð·» ÃÅù R∗ Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ å¼å e éÔÆº Çîñ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ
a ÷ e = e ÷ a, ∀ a ∈ R∗ Ô¯ò¶Í ÇÂÃ ñÂÆ   ‘–’ Áå¶ ‘÷’ ç¶ ååÃîÕ å¼å éÔÆº Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

Çà¼êäÆ : R Çò¼Ú ÇÃøð (0) èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ ÔË, êð ÇÂÔ N Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ
ååÃîÕ éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ 0 ∉ N ÁÃñ Çò¼Ú N Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ Õ¯ÂÆ ååÃîÕ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁÃÆº ç¹ìÅðÅ ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ + : R × R → R ñÂÆ, ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ a ∈ R å¯º Ã¿ì¿Çèå
ÁÃÆº R Çò¼Ú – a çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ a + (– a) = 0 (‘+’ ååÃîÕ) = (– a) + a. Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ

åð·» R Çò¼Ú ×¹äÅ ñÂÆ ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ a ∈ R, a ≠ 0  éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÁÃÆº R Çò¼Ú a 1
a

 ù ÇÂÃ êÌÕÅð Ú¹ä

ÃÕç¶ Ô» ÇÕ a × 
1
a

 = 1(‘×’ çÅ ååÃîÕ) = 
1
a

× a Ô¯ò¶Í ÇÂÃ å¯º Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :
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êÇðíÅôÅ AD.  A Çò¼Ú ååÃîÕ å¼å e òÅñÆ ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ   ∗ : A × A → A ç¶
ñÂÆ ÇÕÃ¶ å¼å a ∈ A ù Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ç¶ ìÅìå À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ÕÇÔ³ç¶ Ôé, Ü¶Õð  A Çò¼Ú
ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ å¼å b çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶ ÇÕ a ∗ b = e = b ∗ a Ô¯ò¶ å»  b ù  a  çÅ À°ñà (Inverse) ÕÇÔ³ç¶
Ôé ÇÜÃ ù êÌåÆÕ a–1 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä CI. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ ‘+’ ñÂÆ – a çÅ À°ñà a ÔË Áå¶ R  Çò¼Ú ×¹äÅ

Ã¿ÇÕÇðÁÅ ‘×’ ñÂÆ a ≠ 0 çÅ À°ñà 
1
a
 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ a + (– a) = a – a = 0 Áå¶  (– a) + a = 0, ÇÂÃ ñÂÆ – a Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ a

çÅ À°ñà ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð a ≠ 0, ñÂÆ a ×
1
a

= 1 = 
1
a

× a, ÇÜÃçÅ îåñì ÇÂÔ ÔË ÇÕ 
1
a

 ×¹äÅ

Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ a çÅ À°ñà ÔËÍ
À°çÅÔðä D@. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ N Çò¼Ú èé Ã¿ÇÕÇðÁÅ '+' ç¶ ñÂÆ a ∈ N çÅ À°ñà – a éÔÆº ÔË Áå¶ N

Çò¼Ú ×¹äÅ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ‘×’ ñÂÆ a ∈ N,  a ≠ 1 çÅ À°ñà 
1
a
 éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ – a ∉ N,  ÇÂÃ ñÂÆ N Çò¼Ú Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ a çÅ À°ñà – a éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅÍ Üç¯º

ÇÕ – a ôðå» a + (– a) = 0 = (– a) + a ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» N Çò¼Ú a a ≠ 1 ñÂÆ 
1
a

∉ N,  ÇÜÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ A ç¶ ÇÂñÅòÅ N ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ å¼å çÅ À°ñà N Çò¼Ú ×¹äÅ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
ñÂÆ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä CD, CF, CH Áå¶ CI åº̄ Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R Çò¼Ú Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ ́ î òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð
ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú  @ ååÃîÕ å¼å Áå¶ a ∈ R, ∀ a çÅ À°ñà å¼å – a Ô¿¹çÅ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A.D
1. ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á» êÇðíÅÇôå Ôð¶Õ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ å¯º ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ êÌÅêå

Ô¹¿çÆ ÔË Ü» éÔÆºÍ À°Ã çôÅ Çò¼Ú Üç¯º ∗ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÔÆº ÔË, å» ÕÅðé òÆ ç¼Ã¯Í
(i) Z+  Çò¼Ú,  a ∗ b = a – b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗

(ii) Z+ Çò¼Ú,  a ∗ b = ab ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗

(iii) R Çò¼Ú] Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗]  a ∗ b = ab2  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(iv) Z+ Çò¼Ú,  Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗]  a ∗ b = | a – b | ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(v) Z+  Çò¼Ú, Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, a ∗ b = a ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
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2. Ô¶á»  êÇðíÅÇôå Ôð¶Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ñÂÆ ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ,  ÕÆ∗ ç¯-ÁèÅðÆ
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ́ î òà»çðÅ Áå¶ ÕÆ∗ ÃÇÔÚð ÔËÍ

(i) Z  Çò¼Ú,  a ∗ b = a – b ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(ii) Q Çò¼Ú, a ∗ b = ab + 1 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

(iii) Q  Çò¼Ú, a ∗ b = 
2

ab
 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

(iv) Z+ Çò¼Ú,  a ∗ b = 2ab  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
(v) Z+ Çò¼Ú, a ∗ b = ab  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

(vi) R – {– 1} Çò¼Ú, a ∗ b = 
1

a
b +

 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

3. ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú a ∧  b = Ø¼à¯-Ø¼à {a, b} ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∧ ñÂÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ ÇñÖ¯Í

4. ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÃÅðäÆ (ÃÅðäÆ A.B) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ç¯-
ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í éÅñ ÔÆ :

(i) (2 ∗ 3) ∗ 4 Áå¶ 2 ∗ (3 ∗ 4) çÅ î¹ñ»Õä Õð¯Í
(ii) ÕÆ ∗  ´î òà»çðÅ  ÔË?
(iii) (2 ∗ 3) ∗ (4 ∗ 5) çÅ î¹ñ»Õä Õð¯Í

(Ã¿Õ¶å : Ô¶áñÆ ÃÅðäÆ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õð¯Í)
ÃÅðäÆ A.B

5. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗′, a ∗′ b = a Áå¶ b
çÅ HCF, HCF ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÕÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗′ À°µå¶ Çç¼å¶ êÌôé D Çò¼Ú êÇðíÅÇôå
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ç¶ ìðÅìð ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ À°µÇÚååÅ òÆ ç¼Ã¯Í

6. î³é ñÀ° ÇÕ N Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗] a ∗ b = a Áå¶ b çÅ LCM ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔËÍ Ô¶á ÇñÖ¶ êåÅ Õð¯ :

* 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1
3 1 1 3 1 1
4 1 2 1 4 1
5 1 1 1 1 5
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(i) 5 ∗ 7,   20 ∗ 16 (ii) ÕÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ´î-òà»çðÅ  ÔË?
(iii) ÕÆ ∗ ÃÇÔÚð ÔË? (iv) N Çò¼Ú ∗ çÅ ååÃîÕ åå êåÅ Õð¯Í
(v) N ç¶ ÇÕÔó¶ å¼å ∗ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ñÂÆ À°ñàÅÂ¶ ÜÅ ÃÕä ï¯× Ôé?

7. ÕÆ ÃîÈÔ {1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú a ∗ b = a Áå¶  b çÅ (LCM)  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ∗ ÇÂ¼Õ ç¯
-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð ù êÌîÅÇäå Õð¯Í

8. î³é ñÀ° ÇÕ N Çò¼Ú a ∗ b = a Áå¶ b çÅ HCF  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ
ÔËÍ ÕÆ ∗ ´î-òà»çðÅ ÔË? ÕÆ ∗ ÃÇÔÚð ÔË? ÕÆ  N Çò¼Ú ÇÂÃ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ç¶
å¼åÃîÕ çÆ Ô¯ºç ÔË?

9. î³é ñÀ° ÇÕ êÇðî¶ï Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Q Çò¼Ú Ô¶á» Çç¼å¶ êÇðíÅÇôå ∗ åð» éÅñ ÇÂ¼Õ
ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ôé:

(i) a ∗ b = a – b (ii) a ∗ b = a2 + b2

(iii) a ∗ b = a + ab (iv) a ∗ b = (a – b)2

(v) a ∗ b = 
4

ba
(vi) a ∗ b = ab2

êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆÁ»  ´î-òà»çðÅ  Ôé Áå¶ ÇÕÔóÆÁ» ÃÇÔÚð ÔéÍ

10. êÌôé I Çò¼Ú Çç¼åÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ çÅ å¼åÃîÕ ÔË, À°Ô ç¼Ã¯Í

11. î³é ñÀ° ÇÕ  A = N × N ÔË Áå¶ A Çò¼Ú (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå
ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∗ ´î-òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð ÔËÍ A Çò¼Ú ∗ çÅ
ååÃîÕ åå, Ü¶Õð Õ¯ÂÆ ÔË, å» êåÅ Õð¯Í

12. ç¼Ã¯ ÇÕ ÕÆ Ô¶á» ÇñÖ¶ Õæé Ã¼Ú Ôé Ü» ÞÈá ÔéÍ êÌîÅÇäå òÆ Õð¯Í
(i) ÃîÈÔ N Çò¼Ú ÇÕÃ¶ òÆ ÃòË-ÇÂ¼ÇÛå ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ç¶ ñÂÆ a ∗ a = a, ∀ a ∈ N
(ii) Ü¶Õð  N Çò¼Ú ∗ ÇÂ¼Õ ´î-òà»çðÅ  ç-̄ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÔË, å» a ∗ (b ∗ c) = (c ∗ b) ∗ a

13. a ∗ b = a3 + b3  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå N Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Ô¹ä
Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :

(A) ∗ ÃÇÔÚð Áå¶ ´î-òà»çðÅ  ç¯ò¶º ÔËÍ
(B) ∗ ´î-òà»çðÅ  ÔË êð ÃÇÔÚð éÔÆº ÔËÍ
(C) ∗  ÃÇÔÚð ÔË êð ´î-òà»çðÅ  éÔÆº ÔËÍ
(D) ∗ éÅ å» ÃÇÔÚð ÔË éÅ ÔÆ  ´î-òà»çðÅ  ÔËÍ
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä DA. Ü¶Õð R1

 Áå¶ R2 ÃîÈÔ A Çò¼Ú Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è Ôé, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R1 ∩ R2 òÆ
ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ R1
 Áå¶ R2 Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è Ôé ÇÂÃ ñÂÆ (a, a) ∈ R1, Áå¶ (a, a) ∈ R2, ∀ a ∈

A íÅò, (a, a) ∈ R1 ∩ R2 ∀ a, ÇÜÃ å¯º ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R1 ∩ R2, ÇéÜòÅÚÕ ÔËÍ Çëð å¯º  (a, b)
∈ R1 ∩ R2 ⇒ (a, b) ∈ R1 Áå¶ (a, b) ∈ R2 ⇒ (b, a) ∈ R1 Áå¶ (b, a) ∈ R2 ⇒
(b, a) ∈ R1 ∩ R2, ÇÂÃ ñÂÆ R1 ∩ R2 ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» (a, b) ∈ R1 ∩ R2 Áå¶ (b, c) ∈ R1

∩ R2 ⇒ (a, c) ∈ R1 Áå¶ (a, c) ∈ R2 ⇒ (a, c) ∈ R1 ∩ R2- ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R1 ∩ R2

ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R1 ∩ R2 ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

À°çÅÔðä DB. î³é ñÀ° ÇÕ ÃîÈÔ A Çò¼Ú èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ´îòÅð Ü¯ó¶ (ordered
pairs) çÅ ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R, (x, y) R (u, v),  Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð xv = yu  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è
Õð¯ ÇÕ R  ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ
Ô¼ñ : ÃÅø å½ð å¶ (x, y) R (x, y), ∀ (x, y) ∈ A, ÇÕÀ°ºÇÕ xy = yx ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R
ÇéÜòÅÚÕ ÔËÍ ç¹ìÅðÅ (x, y) R (u, v) ⇒ xv = yu ⇒ uy = vx  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ (u, v) R (x, y) ÔËÍ
ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R  ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» (x, y) R (u, v)  Áå¶ (u, v) R (a, b) ⇒ xv

= yu  Áå¶ ub = va ⇒ a axv yu
u u

= ⇒ 
b axv yu
v u

=  ⇒ xb = ya  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ (x, y) R

(a, b) ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ R  ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» R  ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ
À°çÅÔðä DC. î¿é ñÀ° ÇÕ X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ X Çò¼Ú
R1 = {(x, y) : x – y Ã¿ÇÖÁÅ C éÅñ íÅÜ ÔË} ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R1 ÔË Áå¶ R2 = {(x, y): {x,
y} ⊂ {1, 4, 7} Ü» {x, y} ⊂ {2, 5, 8} Ü» {(x, y} ⊂ {3, 6, 9} ðÅÔÆº Çç¼åÅ X Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ô¯ð Ã¿ì¿è
R2 ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R1 = R2 ÔËÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ {1, 4, 7}, {2, 5, 8} Áå¶ {3, 6, 9} ÃîÈÔ» Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ çÆ Çòô¶ôåÅ (characterstic)
ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂÔé» ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ å¼å» çÅ Á³åð C çÅ ÇÂ¼Õ ×¹äÜ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
(x, y) ∈ R1 ⇒ x – y Ã¿ÇÖÁÅ C çÅ ×¹äÜ ÔË ⇒ {x, y} ⊂ {1, 4, 7} Ü» {x, y} ⊂ {2, 5, 8}
Ü» {x, y} ⊂ {3, 6, 9} ⇒ (x, y) ∈ R2] ÇÂÃ ñÂÆ R1 ⊂ R2- ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð {x, y} ∈ R2 ⇒ {x,
y} ⊂ {1, 4, 7} Ü» {x, y} ⊂ {2, 5, 8} Ü» {x, y} ⊂ {3, 6, 9} ⇒ x – y Ã¿ÇÖÁÅ C å¯º íÅÜ ÔË ⇒
{x, y} ∈ R1- ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R2 ⊂ R1- ÇÂÃ ñÂÆ R1 = R2 ÔËÍ
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À°çÅÔðä DD. î¿é ñÀ° ÇÕ  f : X → Y ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ X Çò¼Ú R = {(a, b): f (a) = f (b)} ðÅÔÆº
Çç¼åÅ ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R êÇðíÅÇôå Õð¯Í Ü»Ú¯ ÇÕ ÕÆ R ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

Ô¼ñ : Ôð¶Õ a ∈ X ñÂÆ (a, a) ∈ R, ÇÕÀ°ºÇÕ f (a) = f (a), ÇÜÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ R ÇéÜòÅÚÕ
ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  (a, b) ∈ R ⇒ f (a) = f (b) ⇒ f (b) = f (a) ⇒ (b, a) ∈ R-ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R
ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ ç¹ìÅðÅ (a, b) ∈ R Áå¶ (b, c) ∈ R ⇒ f (a) = f (b) Áå¶ f (b) = f (c) ⇒ f (a) =
f (c) ⇒ (a, c) ∈ R, ÇÜÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ R ÃÕðîÕ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» R ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

À°çÅÔðä DE. ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ R Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¶á ÇñÖ¶ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Çò¼Úº̄ ÇÕÔóÆÁ»
ÃÇÔÚð Ôé Áå¶ ÇÕÔóÆ ´î-òà»çðÅ  ÔéÍ

(a) a ∗ b = 1, ∀  a, b ∈ R (b)  a ∗ b = 
( )

2
a b+

 ∀  a, b ∈ R

Ô¼ñ :
(a) Ãê¼ôà å½ð å¶, êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº  a ∗ b = b ∗ a = 1, ∀ a, b ∈ R- éÅñ ÔÆ (a ∗ b) ∗ c =

(1 ∗ c) =1 Áå¶ a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (1) = 1, ∀  a, b, c ∈ R ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R ÃÇÔÚð Áå¶
´î-òà»çðÅ  ç¯ò¶º ÔËÍ

(b) a ∗ b = 
2 2

a b b a+ +
=  = b ∗ a,  ∀ a, b ∈ R, ÇÜÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ∗ ´î-òà»çðÅ

ÔËÍ ç¹ìÅðÅ

(a ∗ b) ∗ c = 2
a b+ 

 
 

∗ c.

=
22

2 4

a b c a b c
+  +  + +  = .

êÌ¿å± a ∗ (b ∗ c) = 2
b ca + 

∗  
 

= 2 22
2 4 4

b ca a b c a b c
+

+ + + + +
= ≠ (ÁÅî å½ð å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ ∗ ÃÇÔÚð éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä DF. ÃîÈÔ A = {1, 2, 3} å¯º ÁÅêä¶ å¼Õ ÃÅð¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé çÆ Ç×äåÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : {1, 2, 3} å¯º ÁÅêä¶ å¼Õ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé Õ¶òñ Çå¿é ÇÚ¿é·» A,B,C çÅ ́ î-Ã¿Úä ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
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{1, 2, 3} åº̄ ÁÅêä¶ å¼Õ ç¶ êÌåÆÇÚ¼åð» (Maps) çÆ Õ°¼ñ Ç×äåÆ ÇÚ¿é·» A, B Áå¶ C ç¶ ́ î Ã¿Úä çÆ
Õ°¼ñ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ìðÅìð Ô¯ò¶×Æ ÇÜÔóÆ ÇÕ 3! = 6 ÔËÍ

À°çÅÔðä DG. î³é ñÀ° ÇÕ A = {1, 2, 3} ÔËÍ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ ÚÅð ÔË,
ÇÜé·» Çò¼Ú (1] 2) Áå¶ (2] 3) Ôé Áå¶ ÇÜÔó¶ Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ å» Ôé êð ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔéÍ

Ô¼ñ : {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3), (1, 3)}, (1, 2) Áå¶ (2, 3)  å¼å» òÅñÅ À°Ô Ãí å¯º Û¯àÅ
Ã¿ì¿è R1 ÔË, ÇÜÔóÅ ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ Ô¹ä Ü¶Õð R1 Çò¼Ú Ü¯óÅ (2]
1) òèÅ ç¶ÂÆÂ¶, å» êÌÅêå Ã¿ì¿è R2 Ô¹ä òÆ ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË êð ÃîÇîåÂÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ
êÌÕÅð ÁÃÆº R1 Çò¼Ú (3, 2) êÅ Õ¶ R3 êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÜé·» Çò¼Ú ñ¯óÆºç¶ ×¹ä ÔéÍ Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº
R1 Çò¼Ú ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ Ü¯ÇóÁ» (2, 1), (3, 2) Ü» ÇÂ¼Õ Ü¯ó¶ (3, 1) å¼Õ éÔÆº òèÅ ÃÕç¶ Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ
Õðé å¶ ÁÃÆº, ÃÕðîÕåÅ ìéÅÀ°ä ñÂÆ, ìÅÕÆ Ü¯ÇóÁ» ù ñËä ñÂÆ æ¼ñ¶ ÜÅò»×¶ Áå¶ ÇÂÃ ðÅÔÆº êÌÅêå
Ã¿ì¿è ÃîÇîåÂÆ òÆ Ô¯ ÜÅò¶×Å, ÇÜÔóÅ ñ¯óÆºçÅ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ ñ¯óÆºç¶ Ã¿ì¿è» çÆ Õ°¼ñ Ç×äåÆ Çå¿é ÔËÍ

À°çÅÔðä DH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃîÈÔ {1, 2, 3} Çò¼Ú (1, 2) Áå¶ (2, 1) ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãîå°ñåÅ
Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ B ÔËÍ

Ô¼ñ : (1, 2) Áå¶ (2, 1) ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãí å¯º Û¯à¶ Ã¿ì¿è (Ãîå°ñåÅ) R1, {(1, 1),  (2, 2),
(3, 3), (1, 2), (2, 1)} ÔéÍ Ô¹ä ÇÃðø D Ü¯ó¶ (2, 3), (3, 2), (1, 3) Áå¶ (3, 1) ìÅÕÆ ìÚç¶ ÔéÍ Ü¶Õð
ÁÃÆº ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ù ÇÜò¶º (2] 3) ù  R1  Çò¼Ú ôÅÇîñ Õðç¶ Ô», å» ÃîÇîåÂÆ ñÂÆ ÁÃÆº
(3] 2) ù òÆ ñËäÅ Ô¯ò¶×Å, éÅñ òÆ ÃÕðîÕåÅ ñÂÆ ÁÃÆº (1] 3) Áå¶ (3] 1) ù  ñËä ñÂÆ æ¼ñ¶
ÜÅò»×¶Í ÇÂÃ ñÂÆ R1 ò¼âÅ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è Õ¶òñ Ãðò ÇòÁÅêÕ Ã¿ì¿è ÔËÍ ÇÂÃ å¯º Ãê¼ôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ
(1] 2) Áå¶ (2] 1) ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ B ÔËÍ

À°çÅÔðä DI. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ {1, 2} Çò¼Ú ÁÇÜÔÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ Ç×äåÆ Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÔË,
ÇÜÃ çÅ ååÃîÕ A ÔË Áå¶ ÇÜÃç¶ Á³åð×å B çÅ À°ñà B ÔËÍ

Ô¼ñ : {1, 2} Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, {1, 2} × {1, 2} åº̄ {1, 2} Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé  ÔË íÅò,
{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} åº̄ {1, 2} å¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ñ¯óÆºçÅ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗
ç¶ ñÂÆ ååÃîÕ åå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ, ∗ (1, 1) = 1, ∗ (1, 2) = 2, ∗ (2, 1) = 2 Áå¶ Ü¯óÅ (2, 2)
ñÂÆ ÔÆ ìÅÕÆ ðÇÔ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ B çÅ À°ñà B ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ∗ (2, 2) ç¶ ìðÅìð ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
ñ¯óÆºçÆ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ Ç×äåÆ Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÔËÍ
À°çÅÔðä E@. ååÃîÕ ëñé IN : N → N å¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔóÅ IN (x) = x, ∀ x ∈ N ðÅÔÆº
êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ, íÅò¶º IN À°µå¶ ÔË êÌ ¿å ± Ô¶á ÇñÖ¶ ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé
IN + IN : N → N Á¯éàÈ éÔÆº ÔË :

(IN + IN) (x) = IN (x) + IN (x) = x + x = 2x

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Ã¿ì¿è Áå¶ ëñé       33

Ô¼ñ : ÃÅë å½ð å¶ IN Á¯éàÈ ÔË êð IN + IN Á½éàÈ éÔÆº ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ÁÃÆº ÃÇÔ-êÌ»å N Çò¼Ú ÇÂ¼Õ å¼å
C ñË ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ N Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ x çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÕ (IN + IN) (x) = 2x = 3 Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä EA. f (x) = sin x ðÅÔÆº ÇÂ¼Õ ëñé f : 0,
2
π →  

R  Áå¶ g(x) = cos x ðÅÔÆº Çç¼åÅ

ëñé g : 0,
2
π →  

R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  Áå¶ g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔË, êð f + g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

Ô ¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 0,
2
π 

  
, ç¶ ç¯ ò¼Ö ò¼Ö å¼å» x1 Áå¶ x2 ñÂÆ sin x1 ≠ sin x2 Áå¶

cos x1 ≠ cos x2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  Áå¶ g ç¯ò¶º ÔÆ ÷ðÈðÆ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔéÍ êð (f + g) (0) =

sin 0 + cos 0 = 1 Áå¶ (f + g)
2
π 

 
 

 = sin cos 1
2 2
π π

+ =  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» f + g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ A Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. î³é ñÀ° ÇÕ  f : R → R , f (x) = 10x + 7 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé ÔËÍ ÁÇÜÔÅ  ëñé g : R

→ R êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ g o f = f o g = 1R Ô¯ò¶Í
2. î³é ñÀ° ÇÕ  f : W → W,  f (n) = n – 1, Ü¶Õð n à»Õ ÔË Áå¶ f (n) = n + 1, Ü¶Õð n ÇÜÃå

ÔË, ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f  À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔËÍ f  çÅ À°ñà êåÅ Õð¯Í
ÇÂ¼æ¶ W ÃÅð¶ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ

3. Ü¶Õð  f : R → R ÇÜ¼æ¶  f(x) = x2 – 3x + 2 ðÅÔÆº êÇðÎíÅÇôå ÔË å» f (f (x)) êåÅ Õð¯Í

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f : R → {x ∈ R : – 1 < x < 1} ÇÜ¼æ¶ ( )
1 | |

xf x
x

=
+

, x ∈ R ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå

ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ÔËÍ
5. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  f (x) = x3 ðÅÔÆº Çç¼åÅ ëñé  f : R → R ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ (Injective) ÔËÍ
6. ç¯ ëñé»  f : N → Z  Áå¶ g : Z → Z ç¶ À°çÅÔðä ÇçÀ° ÇÜÔó¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ä ÇÕ g o f  ÇÂ¼Õ

-ÇÂ¼Õ ÔË êð g ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ éÔÆº ÔËÍ
(Ã¿Õ¶å :  f (x) = x Áå¶ g (x) = |x | Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í)

7. ç¯ ëñé» f : N → N Áå¶  g : N → N ç¶ À°çÅÔðä ÇçÀ° ÇÜÔó¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ä ÇÕ
g o f  Á¯éàÈ Ô¯ò¶ êð f  Á¯éàÈ éÅ Ô¯ò¶Í

(Ã¿Õ¶å :  f (x) = x + 1 Áå¶ 
1 , 1

( )
1 , 1

x x
g x

x
− >

=  =
Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
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8. ÇÂ¼Õ éÅ-ÖÅñÆ ÃîÈÔ X Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ  P(X) Ü¯  ÇÕ  X ç¶ ÃÅð¶ À°ê-ÃîÈÔ» çÅ ÃîÈÔ ÔË, Óå¶
ÇòÚÅð Õð¯Í Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» å¯º P(X) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è R êÇðíÅÇôå Õð¯ :
P(X) Çò¼Ú À°ê-ÃîÈÔ» A, B ñÂÆ ARB, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð A ⊂ B ÔËÍ ÕÆ R, P(X)
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ òÆ Õð¯Í

9. ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ×Ëð-ÖÅñÆ X ñÂÆ ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : P(X) × P(X) → P(X) Óå¶
ÇòÚÅð Õð¯, ÇÜÔó¶ A ∗ B = A ∩ B, ∀ A, B ∈ P(X) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÜ¼æ¶ P(X) ÃîÈÔ
X çÅ ØÅå-ÃîÈÔ (Power set) ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ å¼å X ÔË Áå¶
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ ñÂÆ P(X) Çò¼Ú Õ¶òñ X À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× åå ÔËÍ

10. ÃîÈÔ {1, 2, 3, ... , n} å¯º Ö¹ç å¼Õ ç¶ ÃÅð¶ Á¯éàÈ ëñé» çÆ Ç×äåÆ êåÅ Õð¯Í
11. î³é ñÀ° ÇÕ  S = {a, b, c} Áå¶ T = {1, 2, 3} ÔËÍ S å¯º T å¼Õ ç¶ Ô¶á ÇñÖ¶ ëññ» F ñÂÆ

F–1 êåÅ Õð¯, Ü¶Õð À°Ã çÆ Ô¯ºç ÔËÍ
(i) F = {(a, 3), (b, 2), (c, 1)} (ii) F = {(a, 2), (b, 1), (c, 1)}

12. a ∗b = |a – b| Áå¶ a o b = a, ∀ a, b ∈ R  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
∗ : R × R → R Áå¶ o : R × R → R Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∗ ÕÌî-òà»çðÅ ÔË êð
ÃÇÔÚð éÔÆº ÔË, @ ÃÇÔÚð ÔË êð¿å± ÕÌî-òà»çðÅ (Commuative) éÔÆº ÔËÍ ç¹ìÅðÅ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
ÃÅð¶  a, b, c ∈ R ñÂÆ a ∗ (b o c) = (a ∗ b) o (a ∗ c) ÔËÍ [Ü¶Õð ÇÂÃ åð·» Ô¹¿çÅ ÔË, å»
ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ Ã¿ÇÕÇðÁÅ @ å¶ ò¿âÆ (Distributes) Ô¹¿çÆ ÔËÍ ] ÕÆ @
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ å¶ ò¿âÆ Ô¹¿çÆ ÔË? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ òÆ Õð¯Í

13. ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ éÅ-ÖÅñÆ ÃîÈÔ  X ñÂÆ î³é ñÀ° ÇÕ ∗ : P(X) × P(X) → P(X), ÇÜ¼æ¶ A * B =

(A – B) ∪ (B – A), ∀ A, B ∈ P(X) ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÖÅñÆ ÃîÈÔ φ]
Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ çÅ ååÃîÕ ÔË Áå¶ P(X) ç¶ ÃÅð¶ åå A À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË, ÇÂÃ åð·» ÇÕ
A–1 = A. (Ã¿Õ¶å : (A – φ) ∪ (φ – A) = A. Áå¶ (A – A) ∪ (A – A) = A ∗ A = φ) ÔËÍ

14. Ô¶á ÇñÖ¶ êÌÕÅð å¯º ÃîÈÔ {0, 1, 2, 3, 4, 5} Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ êÇðíÅÇôå Õð¯:

,         6
6,   6

a b a b
a b

a b a b
+ + <

∗ = 
+ − + ≥

;fn

;fn

ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÃøð (0) ÇÂÃ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ ÔË Áå¶ ÃîÈÔ ç¶ ÃÅð¶ å¼å a ≠ 0 À°ñàÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕä ï¯× ÔË, ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÕ 6 – a, a çÅ À°ñà ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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15. î³é ñÀ° ÇÕ A = {– 1, 0, 1, 2}, B = {– 4, – 2, 0, 2} Áå¶ f, g : A → B, ´îòÅð

f (x) = x2 – x, x ∈ A Áå¶ 
1( ) 2 1,
2

g x x= − −  x ∈ A  ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé Ôé, ÕÆ

f  Áå¶ g ìðÅìð Ôé? ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í (Ã¿Õ¶å : é¯à Õð¯ ÇÕ ç¯ ëñé  f : A→ B
Áå¶ g : A → B ìðÅìð Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð f (a) = g(a) ∀ a ∈ A  Ô¯ò¶Í

16. Ü¶Õð A = {1, 2, 3} Ô¯ò¶ å» ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ Ã¿ì¿è ÇÜÔé» Çò¼Ú å¼å (1] 2) Áå¶ (1] 3) Ô¯ä Áå¶
ÇÜÔó¶ ÇéÜòÅÚÕ Áå¶ ÃîÇîåÂÆ Ôé êð ÃÕðîÕ éÔÆº, çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

17. Ü¶Õð  A = {1, 2, 3} Ô¯ò¶ å» å¼å (1, 2) òÅñ¶ ÇéÜòÅÚÕ Ã¿ì¿è» çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

18. î³é ñÀ° ÇÕ  f : R → R ÔË å» Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð êÇðíÅÇôå  ÇÚ¿é· ëñé (Signum Function) ÔËÍ

1, 0
( ) 0, 0

1, 0

x
f x x

x

>
= =
− <

Áå¶  g : R → R] g (x) = [x], ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ãí å¯º ò¼è Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ëñé ÔË, ÇÜ¼æ¶ [x]] x
å¯¯º Ø¼à Ü» x ç¶ ìðÅìð Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å» ÕÆ fog  Áå¶ gof , Á³åðÅñ [0, 1] Çò¼Ú  Ã¿êÅåÆ
(coincide) Ôé?

19. ÃîÈÔ {a, b} Çò¼Ú ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 10 (B) 16 (C) 20 (D) 8

ÃÅð-Á³ô
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö ò¼Ö êÌÕÅð ç¶ Ã¿ì¿è», ëñé» Áå¶ ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ

ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ çÆ î¹¼Ö ÇòôÅ òÃå± Ô¶á Áé°ÃÅð Ôé :
® X  Çò¼Ú, R = φ ⊂ X × X  ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R] ÖÅñÆ Ã¿ì¿è Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, R = X × X  ðÅÔÆº Çç¼åÅ Ã¿ì¿è R] Ãðò ÇòÁÅêÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ Ã¿ì¿è ÇÕ ∀ a ∈ X] (a, a) ∈ R, Ô¯ò¶, ÇéÜòÅÚÕ Ã¿ì¿è ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, ÇÂÃ åð·» çÅ Ã¿ì¿è R,  ÇÕ ôðå (a, b) ∈ R çÅ íÅò ÇÕ (b, a) ∈ R ù Ã¿å°ôà

ÕðçÅ ÔË, ÃîÇîåÂÆ Ã¿ì¿è ÔËÍ
® X  Çò¼Ú, ôðå R,  (a, b) ∈ R Áå¶ (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R ∀ a, b, c ∈ X ù Ã¿å°ôà

Õðé òÅñÅ Ã¿ì¿è R ÃÕðîÕ Ã¿ì¿è ÔËÍ
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® X Çò¼Ú, Ã¿ì¿è R, ÇÜÔóÅ ÇéÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ ÔË, Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è ÔËÍ

® X  Çò¼Ú, ÇÕÃ¶ Ãîå°ñåÅ Ã¿ì¿è R  ñÂÆ a ∈ X ç¶ Ã¿×å Ãîå°ñåÅ òð× [a], X çÅ À°Ô
À°êÃîÈÔ ÔË ÇÜÃ ç¶ ÃÅð¶ å¼å a éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé ÔË Ü¶Õð
f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2, ∀  x1, x2 ∈ X

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y Á½éàÈ ëñé ÔË, Ü¶Õð ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ y ∈ Y, ∃ x ∈ X, ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ
f (x) = y

® ÇÂ¼Õ ëñé f : X → Y ÇÂ¼Õ-ÇºÂ¼Õ, Á½éàÈ ëñé ÔË Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á½éàÈ ç¯ò¶º ÔËÍ

® ëñé f : A → B Áå¶ g : B → C çÅ Ã¿ï¯Üé ëñé gof : A → C ÔË ÇÜÔóÅ gof (x)
= g(f (x)), ∀ x ∈ A  ðÅÔÆº Çç¼åÅ ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Ü¶Õð  ∃ g : Y → X, å» Ü¯ gof =
1X Áå¶  fog = 1Y ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ ëñé  f : X → Y À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕäï¯× ÔË Ü¶Õð f  À°Ô ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á½éàÈ ÔËÍ

® ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ÃÆÇîå ÃîÈÔ X ñÂÆ ëñé f : X → X ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ (Áå¶ Á½éàÈ òÆ) Ô¹¿çÅ ÔË
Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð f  Á½éàÈ (Áå¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ òÆ) ÔËÍ ÇÂÔ ÇÕÃ¶ ÃÆÇîå ÃîÈÔ çÅ ×¹ä
èðî ÔËÍ ÇÂÔ Áé§å ÃîÈÔ (Characterstic Property) ñÂÆ Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ

® A Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, A × A å¯º A å¼Õ ÇÂ¼Õ ëñé ∗ ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ å¼å  e ∈ X, ç¯ ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : X × X → X,  çÅ ååÃîÕ å¼å ÔË Ü¶Õð a ∗
e = a = e ∗ a, ∀ a ∈ X

® Õ¯ÂÆ å¼å e ∈ X  ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ : X × X → X,   À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× Ô¹¿çÅ
ÔË Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ b ∈ X  çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ a ∗ b = e = b ∗ a ÔË ÇÜ¼æ¶
e ç¯-ÁèÅðÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗ çÅ ååÃîÕ ÔËÍ åå b, a çÅ À°ñà ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, ÇÜÃ ù
a–1 éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® X ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, ÔË Ü¶Õð a ∗ b = b ∗ a, ∀ a, b ∈ X

® X Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ∗, ÃÇÔÚð ÔË Ü¶Õð (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c),∀ a, b, c ∈ X
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ÇÂÇåÔÅÃÕ é¯à
ëñé çÅ Ã¿Õñê R. Descartes (Ã¿é 1596-1650 ÂÆ.) å¯º ô¹ðÈ Ô¯ Õ¶ ÇÂ¼Õ ¦ì¶ Á³åðÅñ

Çò¼Ú ÇòÕÇÃå Ô¯ÂÆ ÔËÍ Descartes é¶ Ã¿é 1637 ÂÆ: Çò¼Ú ÁÅêäÆ ÇñÖå “Geometrie” Çò¼Ú
ôìç (Function) ëñé çÅ ÇÂÃå¶îÅñ, ÇÜîÅÇÂåÆ òÕð» ÇÜò¶º ÇÕ ÔÅÂÆêðì¯ñÅ, (Hyperbola)]
êËðÅì¯ñÅ (Parabola)  Áå¶ ÇÂÇñêÃ  (Ellipse), çÅ ÁÇèÁËé Õðé Ãî¶º ÇÂ¼Õ Úñ ðÅôÆ x  ç¶
èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ØÅå  xn ç¶ Áðæ Çò¼Ú ÕÆåÅ ÃÆÍ James Gregory (Ã¿é 1636-1675
ÂÆ.) é¶ ÁÅêäÆ ÇñÖå “Vera Circuliet Hyperbolae Quadratura” (Ã¿é 1667 ÂÆ.) Çò¼Ú
ëñé ù ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ðÅôÆ î³ÇéÁÅ ÃÆ, ÇÜÔóÆ ÇÕÃ¶ Ô¯ð ðÅôÆ å¶ ìÆÜ×ÇäåÆ Ü» Ô¯ð Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
ù ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô¯Â¶ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ìÅÁç Çò¼Ú G. W. Leibnitz (1646-1716 ÂÆ.) é¶
1673 Çò¼Ú ÁÅêäÆ ÇñÖå “Methodus tangentium inversa, seu  de functionibus” Çò¼Ú
Çò¼Ú ôìç ëñé (Function) ù ÇÕÃ¶ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ðÅôÆ ç¶ Áðæ Çò¼Ú ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ, ÇÜÔóÅ
ÇÕÃ¶ òÕð ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º çÈÜ¶ Çì³çÈ å¼Õ ÇÂÃ êÌÕÅð ìçñçÅ ðÇÔ³çÅ ÔË, ÇÜò¶º òÕð å¶ Çì³çÈ ç¶
Çéðç¶ô Á³Õ, òÕð çÆ ëñ, òÕð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ¦ìðÈê ð¶ÖÅ ìçñç¶ ÔéÍ Üç¯º ÇÕ ÁÅêäÆ
ÇñÖå “Historia” (1714 ÂÆ.) Çò¼Ú a Leibnitz é¶ ëñé ù ÇÂ¼Õ Úñ ðÅôÆ å¶ ÁÎèÅÇðå ðÅôÆ ç¶
ðÈê Çò¼Ú êÌï¯× ÕÆåÅ ÃÆÍ òÅÕ Á³ô ‘x çÅ ëñéÓ êÌï¯× Çò¼Ú ñÅÀ°ä òÅñ¶ À°Ô êÇÔñ¶ ÇÂéÃÅé
ÃÆÍ  John Bernoulli (1667-1748 ÂÆ:) é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» AGAH Çò¼Ú Ã¿Õ¶å (Notation) φx
ù òÅÕ Á³ô ‘x çÅ ëñéÓ ù êÌ×à Õðé ñÂÆ ÕÆåÅ ÃÆÍ êð ëñé ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ ÇÚ¿é·» ÇÜò¶º
f, F, φ, ψ ... çÅ ÇòÁÅêÕ êÌï¯× Leonhard Euler (1707-1783 ÂÆ.) ðÅÔÆº 1734 Çò¼Ú
ÁÅêäÆ ÇñÖå “Analysis Infinitorium” ç¶ êÇÔñ¶ Ö³â Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ ìÅÁç Çò¼Ú
Joeph Louis Lagrange (1736-1813 ÂÆ.) é¶ 1793 Çò¼Ú ÁÅêäÆ ÇñÖå “Theorie des
functions analytiques” êÌÕÅÇôå ÕÆåÆ, ÇÜÃ Çò¼Ú À°Ôé» é¶ Çòôñ¶ôäÅåÇîÕ (Analytic)
ëñé ìÅð¶ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆ Áå¶ ÇÚ¿é· f (x), F(x), φ(x) ÁÅÇç çÅ êÌï¯× x ç¶ ò¼Ö ò¼Ö ëñé»
ñÂÆ ÕÆåÅ ÃÆÍ À°Ã ç¶ ìÅÁç Lejeunne Dirichlet (1805-1859 ÂÆ.) é¶ ëñé çÆ êÇðíÅôÅ
Çç¼åÆÍ ÇÜÃ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ À°Ã Ãî¶º å¼Õ Ô¿¹çÅ ÇðÔÅ Üçº̄ å¼Õ ëñé çÆ ÃîÈÔ å¶ ÇÃè»ÇåÕ êÇðíÅôÅ
çÅ Úñé éÔÆº Ô¯ÇÂÁÅ, ÇÜÔóÅ Georg Cantor (1845-1918 ÂÆ.) ðÅÔÆº ÇòÕÇÃå ÃîÈÔ ÇÃè»å
ç¶ ìÅÁç Ô¯ÇÂÁÅÍ Á¼Ü Õ¼ñ· êÌÚÇñå ëñé çÆ ÃîÈÔ ÇÃè»ÇåÕ êÇðíÅôÅ Dirichlet ðÅÔÆº Çç¼å¶
ëñé çÆ êÇðíÅôÅ çÅ îÅåð ÁîÈðå ðÈê (Abstraction) ÔËÍ

—v—
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vMathematics, in general, is fundamentally the science of
self-evident things— FELIX KLEIN v

2.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÁÇèÁÅÇÂ1 Çò¼Ú, ÁÃÆº êó· Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ¶ ëñé f  çÅ ÇÚ¿é· f –

1 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ À°ñà ëñé (Inverse) çÆ Ô¯ºç Õ¶òñ å» ÔË
Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¯ò¶Í ÕÂÆ ëñé ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ôé
ÇÜÔó¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ü» ç¯ò¶º éÔÆº Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº À°Ôé»
ç¶ À°ñà ëñé» çÆ  ×¼ñ éÔÆº Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÜîÅå XI Çò¼Ú,
ÁÃÆº êó· Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ÁÅêä¶ ÁÅî êÌ»å Áå¶
ÇòÃæÅð Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ  éÔÆº Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ
Çò¼Ú ÁÃÆº ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ êÌ»å» Áå¶ ÇòÃæÅð» å¶ ñ¼×ä
òÅñÆÁ» ôðå» (Restrictions) çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶, ÇÜÔé» å¯º
À°Ôé» ç¶ À°ñà ëñé» çÆ Ô¯ºç ÇéôÇÚå Ô¹¿çÆ ÔË Áå¶ Áñ¶Ö»
ðÅÔÆº À°ñà ëñé» çÅ ÇéðÆÖä Õð»×¶Í ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÇÂÔé» À°ñà ëñé» ç¶ Õ°Þ ô¹ðÈÁÅåÆ ×¹ä
(Properties) Óå¶ òÆ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé, Õñé (Calculus) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé íÈÇîÕÅ ÇéíÅÀ°ºç¶ Ôé,
ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ôé» çÆ îçç éÅñ ÕÂÆ ÇÂà¶×ðñ÷ (Integrals) êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ
ëñé» çÅ Ã¿Õñê çÅ êÌï¯× ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× (Engineering) Çò¼Ú òÆ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2.2  ÁèÅðíÈå Ã¿Õñê (Basic Concepts)
ÜîÅå XI, Çò¼Ú, ÁÃÆº ÇåzÕǟÇîåÂÆ ëñé» çÅ ÁÇèÁËé Õð Ú¹¼Õ¶ Ô», ÇÜÔó¶ Ô¶á ÇñÖÆ åð·» éÅñ êÇðíÅÇôå Ôé :

sine ëñé íÅò, sin : R → [– 1, 1]

cosine ëñé íÅò, cos : R → [– 1, 1]

tangent  ëñé íÅò,  tan : R – { x : x = (2n + 1) 
2
π

, n ∈ Z} → R

ÁÇèÁÅÇÂ 2

À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé
(Inverse Trigonometric Functions)

Arya Bhatta
 (476-550 A. D.)
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cotangent ëñé íÅò, cot : R – { x : x = nπ, n ∈ Z} → R

secant ëñé íÅò, sec : R – { x : x = (2n + 1) 
2
π

, n ∈ Z} → R – (– 1, 1)

cosecant ëñé íÅò, cosec : R – { x : x = nπ,  n ∈ Z} → R – (– 1, 1)

ÁÃÆº ÁÇèÁÅÇÂ A Çò¼Ú ÇÂÔ òÆ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð f : X→Y ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ f (x) = y ÇÂ¼Õ
ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ò¶ å» ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ì¶Ü¯ó ëñé g : Y→X ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶
Ô» ÇÕ g (y) = x, ÇÜ¼æ¶ x ∈ X  Áå¶ y = f (x), y ∈ Y ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ g çÅ êÌ»å = f  çÅ ÇòÃæÅð Áå¶ g çÅ
ÇòÃæÅð = f   çÅ êÌ»å ÔËÍ ëñé g ù ëñé f  çÅ À°ñà ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ f –1  ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ éÅñ
ÔÆ g òÆ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ g  çÅ À°ñà f  Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ g –1 = (f –1)–1 = f  éÅñ
ÔÆ :

(f –1 o f ) (x) = f –1 (f (x)) = f –1(y) = x
Áå¶ (f o f –1) (y) = f (f –1(y))  = f (x) = y

ÇÕÀ°ºÇÕ sine ëñé çÅ êÌ»å òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð ì¿ç Á³åðÅñ

[–1, 1]ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂÃ ç¶ êÌ»å ù ,
2 2

− π π 
  

 Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð (ì¿é) ç¶ÂÆÂ¶, å» ÇÂÔ ÇòÃæÅð

[– 1, 1] òÅñÅ, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú sine ëñé, Á³åðÅñ»

3 –,
2 2

− π π 
  

, ,
2 2

−π π 
  

, 3,
2 2
π π 

  
 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå Ô¯ä å¶, ÇòÃæÅð [–1, 1]

òÅñÅ, ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Á³åðÅñ Çò¼Ú,
sine ëñé ç¶ À°ñà ëñé ù sin–1 (arc sine function) ðÅÔÆº ÇéðÈêå Õðç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ sin–1 ÇÂ¼Õ

ëñé ÔË, ÇÜÃ çÅ êÌ»å [– 1, 1] ÔË Áå¶ ÇÜÃçÅ ÇòÃæÅð 3 ,
2 2

− π −π 
  

, ,
2 2

−π π 
  

 Ü» 3,
2 2
π π 

  

ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Á³åðÅñ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ Ôð¶Õ Á³åðÅñ ç¶ Ã¿×å ÃÅù ëñé

sin–1 çÆ ÇÂ¼Õ ôÅÖÅ (Branch) êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°Ô ôÅ²ÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ,
2 2

−π π 
  

 ÔË, î¹¼Ö ôÅÖÅ (î¹¼Ö

îÈñ ôÅÖÅ) ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔË, Üç¯º ÇÕ ÇòÃæÅð ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¯ð Á³åðÅñ» å¯º sin–1 çÆÁ» ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò»
ÇîñçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º ÁÃÆº ëñé sin–1  çÅ À°ñ¶Ö Õðç¶ Ô», å» ÁÃÆº ÇÂÃ ù êÌ»å [–1, 1] Áå¶ ÇòÃæÅð

,
2 2

−π π 
  

 òÅñÅ ëñé ÃîÞç¶ Ô»Í ÇÂÃ ù ÁÃÆº sin–1 : [–1, 1] → ,
2 2

−π π 
  

 ÇñÖç¶ Ô»Í
À°ñà ëñé çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº, ÇÂÔ éåÆÜÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ sin (sin–1 x) = x , Ü¶Õð

– 1 ≤ x ≤1 Áå¶ sin–1 (sin x) = x Ü¶Õð 
2 2

xπ π
− ≤ ≤  ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú; Ü¶Õð y = sin–1 x Ô¯ò¶
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À°ñà ëñé çÆ êÇðíÅôÅ ðÅÔÆº, ÇÂÔ éåÆÜÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ sin (sin–1 x) = x , Ü¶Õð

– 1 ≤ x ≤1 Áå¶ sin–1 (sin x) = x Ü¶Õð 
2 2

xπ π
− ≤ ≤  ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú; Ü¶Õð y = sin–1 x Ô¯ò¶

å» sin y = x Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) ÁÃÆº ÁÇèÁÅÇÂ A Çò¼Ú êÇó·ÁÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð y = f (x) À°ñàÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕä ï¯× ëñé ÔË å»

x = f –1 (y) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ îÈñ ëñé sin ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú x Áå¶ y è¹ÇðÁ» ù ÁÅêÃ Çò¼Ú
ÁçñÅ-ìçñÆ ÕðÕ¶ ëñé sin–1 çÅ ÁÅñ¶Ö êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ íÅò, Ü¶Õð (a, b), sin
ëñé ç¶ Áñ¶Ö çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔË å» (b, a), sin ëñé ç¶ À°ñà ëñé çÅ Ã¿×å Çì³çÈ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð 2-1 (i)

ÇÚ¼åð 2-1 (iii)ÇÚ¼åð 2-1 (ii)
Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ ëñé y = sin–1 x çÅ ÁÅñ¶Ö, ëñé  y = sin x ç¶ ÁÅñ¶Ö Çò¼Ú x Áå¶ y è¹ÇðÁ» ç¶ ÁÅêÃ
Çò¼Ú ÁçñÅ-ìçñÆ ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ëñé y = sin x Áå¶ ëñé y = sin–1 x
ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2.1 (i), (ii), Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ëñé  y = sin–1 x ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú
×ÈóÅ íÅ× î¹¼Ö ôÅÖÅ ù çðÃÅÇÂÁÅ ÔËÍ

(ii) ÇÂÔ ÇçÖÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ À°ñà ëñé çÅ ÁÅñ¶Ö, ð¶ÖÅ y = x ç¶ ò¼ñ Ã¿×å îÈñ ëñé ç¶
Áñ¶Ö ù ôÆô¶ çÅ êÌåÆÇì³ì (Mirror Image)] íÅò êðÅòðåé (Reflection) (Along)] ç¶ ðÈê
Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕñêéÅ y = sin x Áå¶ y = sin–1 x ç¶ À°Ôé»
èÇ¹ðÁ»  å¶, Çç¼å¶ Áñ¶Ö» åº̄ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËa (ÇÚ¼åð 2.1 (iii))A

sine ëñé ç¶ ìðÅìð cosine ëñé òÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ëñé ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò»
çÅ ÃîÈÔ ÔË Áå¶ ÇÜÃ ç¶ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ [–1, 1] ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº cosine ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ
[0, π] Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇòÃæÅð [–1, 1] òÅñÅ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú cosine ëñé Á³åðÅñ» [– π, 0],  [0,π], [π, 2π] ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå
Ô¯ä å¶ ÇòÃæÅð [–1, 1] òÅñÅ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ ëñé Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ
Á³åðÅñ Çò¼Ú cosine ëñé ç¶ À°ñà ù êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÁÃÆº cosine ëñé ç¶ À°ñà ëñé
ù cos–1(arc cosine function) ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ cos–1 ÇÂ¼Õ ëñé ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å [–
1, 1] ÔË Áå¶ ÇòÃæÅð [–π, 0], [0, π], [π, 2π] ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Á³åðÅñ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
ç¶ Ôð¶Õ Á³åðÅñ ç¶ Ã¿×å ÃÅù ëñé cos–1  çÆ ÇÂ¼Õ ôÅÖÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°Ô ôÅÖÅ, ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð [0, π]
ÔË, î¹¼Ö ôÅÖÅ (î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ) ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔË Áå¶ ÁÃÆº ÇñÖç¶ Ô» ÇÕ

cos–1 : [–1, 1] → [0, π]

y = cos–1 x ðÅÔÆº Çç¼å¶ ëñé çÅ Áñ¶Ö À°Ã¶ åð·» ÇÖ¼ÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ y = sin–1 x ç¶
Áñ¶Ö ç¶ ìÅð¶ ç¼ÇÃÁÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÍ   y = cos x Áå¶ y = cos–1 x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð» 2.2 (i) Áå¶
(ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° Ô¹ä ÁÃÆº cosec–1x Áå¶ sec–1x Óå¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

ÇÚ¼åð 2-2 (ii)ÇÚ¼åð 2-2 (i)
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ÇÕÀ°ºÇÕ cosec x = 
1

sin x
, ÇÂÃ ñÂÆ cosec ëñé çÅ êÌ»å ÃîÈÔ {x : x ∈ R Áå¶ x ≠ nπ,

n ∈ Z} ÔË  Áå¶ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ {y : y  ∈ R,  y ≥ 1 Ü» y ≤ –1}, íÅò, Ãî ÈÔ
R – (–1, 1) ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ y = cosec x, –1 < y < 1 ù Û¼â Õ¶ Ô¯ð ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ»
ù ñËºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÔ π ç¶ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ (Integral) ×¹äÜ» ñÂÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº

cosec ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ ,
2 2
π π −  

– {0}, Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ
Áå¶ Á½éàÈ ëñé Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R – (– 1, 1). Ô¹¿çÅ ÔËÍ çðÁÃñ cosec ëñé,

Á³åðÅñ»  
3 , { }
2 2

− π −π  − −π  
, ,

2 2
−π π 

  
 – {0}, 

3, { }
2 2
π π  − π  

 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ

ÃÆÇîå Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ  R – (–1, 1) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
cosec–1 ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å R – (–1, 1) ÔË Áå¶ ÇòÃæÅð

Á³åðÅñ» a , {0}
2 2

−π π  −  
,

3 , { }
2 2

− π −π  − −π  
, 

3, { }
2 2
π π  − π  

ÁÅÇç Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÂ¼Õ Ô¯ ÃÕçÅ

ÔËÍ ÇòÃæÅð  , {0}
2 2

−π π  −  
ç¶ Ã¿×å ëñé ù cosec–1  çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº î¹¼Ö

ôÅÖÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» :

ÇÚ¼åð : 2-3 (i) ÇÚ¼åð : 2-3 (ii)
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cosec–1  : R – (–1, 1) → , {0}
2 2

−π π  −  

y = cosec x Áå¶ y = cosec–1 x ç¶ ÁÅñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2-3 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» sec x = 
1

cos x
, y = sec x çÅ êÌ»å ÃîÈÔ R – {x : x = (2n + 1) 

2
π

, n ∈ Z} ÔË Áå¶

ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R – (–1, 1) ÔËÍ ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ sec (secant) ëñé–1 < y < 1 ù Û¼â Õ¶ Ô¯ð ÃÅð¶

òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ù ñËºçÅ (Assumes) ÔË Áå¶ ÇÂÔ
2
π

 ç¶ à»Õ ×¹äÜ» ñÂÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ Ü¶Õð

ÁÃÆº secant  ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åððÅñ [0, π] – { 
2
π

}, Çò¼Ú  ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-

ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R – (–1, 1) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú secant ëñé

Á³åðÅñ» a [–π, 0] – {
2

−π
}, [0, ] –

2
π π  

 
, [π, 2π] – { 3

2
π } ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå

Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð  R–  (–1, 1) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ sec–1 ÇÂ¼Õ
ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ êÌ»å (–1, 1) Ô¯ò¶ Áå¶ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð

Á³åðÅñ» [– π, 0] – {
2

−π
}, [0, π] – {

2
π

}, [π, 2π] – {
3
2
π

} ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇÂé·» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Á³åðÅñ ç¶ Ã¿×å ÃÅù  ëñé sec–1  çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò» êÌÅêå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ À°Ô

ôÅÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð  [0, π] – {
2
π

} Ô¹¿çÅ ÔË, ëñé sec–1 çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ù
ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» :

sec–1 : R – (–1,1) → [0, π] – {
2
π

}

y = sec x Áå¶  y = sec–1 x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð» 2.4 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ Á³å
Çò¼Ú, Ô¹ä ÁÃÆº  tan–1 Áå¶ cot–1 Óå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ, (tangent ëñé) çÅ êÌ»å ÃîÈÔ {x : x ∈ R Áå¶ x ≠ (2n +1)
2
π

, n ∈ Z} ÔË

Áå¶ ÇòÃæÅð R ÔË Í ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ tangent ëñé 
2
π

 ç¶ à»Õ ×¹äÜ» ñÂÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ
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 Ü¶Õð ÁÃÆº tangent ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ ,
2 2

−π π 
 
 

 Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ ÇÂ¼Õ

ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ Ô¯ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú, tangent ëñé Á³åðÅñ»

3 ,
2 2

− π −π 
 
 

, ,
2 2

−π π 
 
 

, 
3,

2 2
π π 

 
 

 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ

Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ tan–1 ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú

êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË, ÇÜÃçÅ êÌ»å R Ô¯ò¶ Áå¶ ÇòÃæÅð Á³åðÅñ» 
3 ,
2 2

− π −π 
 
 

, ,
2 2

−π π 
 
 

,

3,
2 2
π π 

 
 

 ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Á³åðÅñ» ðÅÔÆº ëñé tan–1 çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò»

ÇîñçÆÁ» ÔéÍ À°Ô ôÅÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð ,
2 2

−π π 
 
 

 Ô¹¿çÅ ÔË, ëñé tan–1 çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ

ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð  :

tan–1 : R → ,
2 2

−π π 
 
 

ÇÚ¼åð 2-4 (ii)ÇÚ¼åð 2-4 (i)
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y = tan x Áå¶ y = tan–1x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2.5 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ (cotangent ëñé) çÅ êÌ»å ÃîÈÔ {x : x ∈ R Áå¶ x ≠  nπ,

n ∈ Z} ÔË Áå¶ ÇòÃæÅð ÃîÈÔ R ÔËÍ ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ cotangent ëñé, π ç¶ Ã¿êÈðé ×¹äÜ» ñÂÆ
êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

ÇÚ¼åð 2-6 (i) ÇÚ¼åð 2-6 (ii)

ÇÚ¼åð 2-5 (i) ÇÚ¼åð 2-5 (ii)
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  Ü¶Õð ÁÃÆº cotangent ëñé ç¶ êÌ»å ù Á³åðÅñ (0, π)  Çò¼Ú ÃÆÇîå Õð ç¶ÂÆÂ¶ å» ÇÂÔ
ÇòÃæÅð R  òÅñÅ ÇÂ¼Õ, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Á¯éàÈ ëñé Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú cotangent ëñé Á³åðÅñ»
(–π, 0), (0, π), (π, 2π) ÁÅÇç Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Çò¼Ú òÆ ÃÆÇîå Ô¯ä å¶ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ, Á¯éàÈ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ À°Ã
çÅ ÇòÃæÅð R Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú cot –1 ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ
çÅ êÌ»å R Ô¯ò¶ Áå¶ ÇòÃæÅð Á³åðÅñ» (–π, 0), (0, π), (π, 2π) ÁÅÇç Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ òÆ Ô¯ò¶Í ÇÂé·»
Á³åðÅñ» å¯º ëñé cot –1  çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ôÅÖÅò» êÌÅêå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ À¹Ô ôÅÖÅ ÇÜÃ çÅ ÇòÃæÅð (0, π)
Ô¹¿çÅ ÔË, ëñé cot –1 çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ ÕÇÔñÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» :

cot–1 : R → (0, π)
y = cot x Áå¶ y = cot–1x ç¶ Áñ¶Ö» ù ÇÚ¼åð 2.6 (i), (ii) Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖÆ

ÃÅðäÆ Çò¼Ú À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ù À°Ôé» ç¶ êÌ»å» Áå¶ ÇòÃæÅð éÅñ ê¶ô ÕÆåÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

sin–1 : [–1, 1] → ,
2 2
π π −  

cos–1 : [–1, 1] → [0, π]

cosec–1 : R – (–1,1) → ,
2 2
π π −  

– {0}

sec–1 : R – (–1, 1) → [0, π] – { }
2
π

tan–1 : R → ,
2 2

−π π 
 
 

cot–1 : R → (0, π)

AÇà¼êäÆ

1. sin–1x å¯º (sin x)–1  çÅ íðî éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅÍ ÁÃñ Çò¼Ú (sin x)–1 = 
1

sin x
 Áå¶ ÇÂÔ

å¼æ Ô¯ð ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ
2. Üç¯º òÆ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÆ ÇÕÃ¶ ôÅÖÅ (ÖÅÃ) ç¶ ìÅð¶ éÅ ç¼ÇÃÁÅ Ô¯ò¶, å» ÃÅâÅ íÅò

À°Ã ëñé çÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ å¯º Ô¹¿çÅ ÔËÍ
3. ÇÕÃ¶ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ À°Ô î¹¼ñ ÇÜÔóÅ À°ÃçÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔË, À°ñà

ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ (Principal value) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
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Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðä» Óå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶ :

À°çÅÔðä 1 sin–1 
1
2

 
 
 

 çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ sin–1 
1
2

 
 
 

= y. ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ sin y = 
1
2

 ÔËÍ

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ sin–1 çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ çÅ ÇòÃæÅð ,
2 2

−π π 
    Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ sin

4
π 

 
 

= 
1
2 ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ sin–1 
1
2

 
 
 

 çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ 
4
π

 ÔËÍ

À°çÅÔðä  2  cot–1 1
3

− 
 
 

çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ cot–1 
1
3

− 
 
 

 = y ÔË, å»

1cot cot
33

y − π = = −   
 = cot

3
π π − 

 
 = 

2cot
3
π 

 
 

 ÔËÍ

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ cot–1 çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ çÅ ÇòÃæÅð (0, π) Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ cot 
2
3
π 

 
 

= 
1
3

− ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ cot–1 
1
3

− 
 
 

 çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ 
2
3
π

 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ B.A
Ô¶á ÇñÇÖÁ» ç¶ î¹¼Ö î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

1. sin–1 
1
2

 − 
 

2. cos–1 
3

2
 
  
 

3. cosec–1 (2)

4. tan–1 ( 3)− 5. cos–1 
1
2

 − 
 

6. tan–1 (–1)

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



48        ×Çäå

7. sec–1 
2
3

 
 
 

8. cot–1 ( 3) 9. cos–1 
1
2

 − 
 

10. cosec–1 ( 2− )
Ô¶á ÇñÇÖÁ» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

11. tan–1(1) + cos–1 
1
2

 − 
 

 + sin–1 
1
2

 − 
 

12. cos–1
1
2

 
 
 

 + 2 sin–1 
1
2

 
 
 

13. Ü¶Õð sin–1 x = y, ÔË, å»

(A) 0 ≤ y ≤ π (B)
2 2

yπ π
− ≤ ≤

(C) 0 <  y < π (D)
2 2

yπ π
− < <

14. tan–1 ( )13 sec 2−− −  çÅ î¹¼ñ ìðÅìð ÔË :

(A) π (B)
3
π

− (C)
3
π

(D) 2
3
π

2.3   À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ç¶ ×¹ä (Properties of Inverse Trigonometric
Functions)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ Õ°Þ ×¹ä» ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ ç¼Ã ç¶äÅ ÚÅÔÆçÅ
ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÃÅð¶ éåÆÜ¶, Ã¿×å À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅò» ç¶ Á³åð×å  ÔÆ ÃÔÆ (Valid)
Ôé, ÇÜ¼æ¶ òÆ À°Ô êÇðíÅÇôå ÔéÍ Õ°Þ éåÆÜ¶, À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ êÌ»å» ç¶ ÃÅð¶ î¹¼ñ» ñÂÆ
ÃÔÆ éÔÆº òÆ Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔ À°é·» Õ°Þ î¹¼ñ» ñÂÆ ÃÔÆ Ô¯ä×¶, ÇÜé·» ñÂÆ À°ñà
ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁÃÆº êÌ»å ç¶ ÇÂÔé» î¹¼ñ» ç¶ ò¶ðò¶ (Details) å¶ ÇòÚÅð éÔÆº
Õð»×¶ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÚðÚÅ (Discussion) ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ ç¶ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ

ïÅç Õð¯ ÇÕ, Ü¶Õð y = sin–1x Ô¯ò¶ å» x = sin y Áå¶ Ü¶Õð x = sin y Ô¯ò¶ å» y = sin–1x Ô¹¿çÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ ç¶ Ãîå°¼ñ (Equivalent) ÔË ÇÕ

sin (sin–1 x) = x, x ∈ [– 1, 1] Áå¶ sin–1 (sin x) = x, x ∈ ,
2 2
π π −  

Ô¯ð ê³Ü À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶
Õ°Þ ×¹ä» ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í
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1. (i) sin–1 
1

x
= cosec–1 x, x ≥ 1 Ü»  x ≤ – 1

(ii) cos–1 
1

x
 = sec–1x, x ≥ 1 Ü»  x ≤ – 1

(iii) tan–1 
1

x
= cot–1 x, x > 0

êÇÔñ¶ éåÆÜ¶ ù ÇÃ¼è Õðé ñÂÆ ÁÃÆº cosec–1 x = y î³é ñËºç¶ Ô», íÅò
x = cosec y

ÇÂÃ åð·»
1
x

 = sin y

ÇÂÃ åð·» sin–1 
1
x

= y

Ü» sin–1 
1
x

 = cosec–1 x

ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº ìÅÕÆ ç¯ íÅ×» ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í
2. (i) sin–1 (–x) = – sin–1 x, x ∈ [– 1, 1]

(ii) tan–1 (–x) = – tan–1 x, x ∈ R
(iii) cosec–1 (–x) = – cosec–1 x, | x | ≥ 1

î³é ñÀ° ÇÕ sin–1 (–x) = y, íÅò –x = sin y ÇÂÃ ñÂÆ x = – sin y, íÅò
x = sin (–y).
ÇÂÃ ñÂÆ sin–1 x = – y = – sin–1 (–x)

ÇÂÃ êÌÕÅð sin–1 (–x) = – sin–1x

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ìÅÕÆ ç¯ íÅ×» ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í
3. (i) cos–1 (–x) = π – cos–1 x, x ∈ [– 1, 1]

(ii) sec–1 (–x) = π – sec–1 x, | x | ≥ 1
(iii) cot–1 (–x) = π – cot–1 x, x ∈ R
î³é ñÀ° ÇÕ cos–1 (–x) = y  íÅò  – x = cos y ÇÂÃ ñÂÆ  x = – cos y = cos (π – y)

ÇÂÃ ÕðÕ¶ cos–1 x = π – y = π – cos–1 (–x)

ÇÂÃ ñÂÆ cos–1 (–x) = π – cos–1 x
ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº Ô¯ð íÅ×» ù òÆ ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í
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4. (i) sin–1 x + cos–1 x = 
2
π

, x ∈ [– 1, 1]

(ii) tan–1 x + cot–1 x = 
2
π

, x ∈ R

(iii) cosec–1 x + sec–1 x = 
2
π

, | x | ≥ 1

î³é ñÀ° ÇÕ sin–1 x = y, å» x = sin y = cos 2
yπ − 

 

ÇÂÃ ñÂÆ cos–1 x =  
2

yπ
−  =  –1sin

2
xπ

−

ÇÂÃ åð·» sin–1 x + cos–1 x = 
2
π

ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº Ô¯ð íÅ×» ù òÆ ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í

5. (i) tan–1x + tan–1 y = tan–1 +
1
x y
– xy

, xy < 1

(ii) tan–1x – tan–1 y = tan–1 
1
x – y
+ xy

, xy > – 1

(iii) 2tan–1x = tan–1 
2

2
1

x
– x

, | x | < 1

Ô¹ä tan–1 x = θ ÔË Áå¶  tan–1 y = φ ÔË å» x = tan θ Áå¶ y = tan φ ÔËÍ

Ô¹ä
tan tantan( )

1 tan tan 1
x y

xy
θ + φ +

θ + φ = =
− θ φ −

ÇÂÃ ñÂÆ θ + φ = tan–1
1
x y

xy
+

−

ÇÂÃ êÌÕÅð tan–1 x + tan–1 y = tan–1 1
x y

xy
+

−

À°êð¯Õå Çç¼å¶ éåÆÜ¶ Çò¼Ú Ü¶Õð  y ù – y  ðÅÔÆº êÌåÆÃæÅÇêå (Replace) ÕðÆÂ¶ å» ÃÅù çÈÜÅ
éåÆÜÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ y ù x ðÅÔÆº ìçñÆ Õðé å¶ åÆÜÅ éåÆÜÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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6. (i) 2tan–1 x = sin–1 2
2

1
x

+ x
, | x | ≤ 1

(ii) 2tan–1 x = cos–1 
2

2
1
1

– x
+ x

, x ≥ 0

î³é ñÀ° ÇÕ  tan–1 x = y, å» x = tan y ÔËÍ

Ô¹ä sin–1 2
2

1
x
x+

 = sin–1 2
2 tan

1 tan
y

y+

= sin–1 (sin 2 y) = 2 y = 2 tan–1 x

ÇÂÃ êÌÕÅð cos–1 
2

2
1
1

x
x

−
+

 = cos–1 
2

2
1 tan
1 tan

y
y

−
+  = cos–1 (cos 2y) = 2y = 2tan–1 x

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðä» å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

À°çÅÔðä 3 çðÃÅÀ° ÇÕ :

(i) sin–1 ( )22 1x x−  = 2 sin–1 x, 
1 1
2 2

x− ≤ ≤

(ii) sin–1 ( )22 1x x−  = 2 cos–1 x, 
1 1
2

x≤ ≤

Ô¼ñ :
(i) î³é ñÀ° ÇÕ x = sin θ å»  sin–1 x = θ ÔË, ÇÂÃ ÕðÕ¶,

sin–1 ( )22 1x x−  = sin–1 ( )22sin 1 sinθ − θ

= sin–1 (2sinθ cosθ) = sin–1 (sin2θ) = 2θ

= 2 sin–1 x
(ii) î³é ñÀ° ÇÕ x = cos θ ÔË å» À°µå¶ Çç¼åÆ ÇòèÆ çÅ òðå¯º ðÅÔÆº ÃÅù

sin–1 ( )22 1x x− =  2 cos–1 x êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä D.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ :   tan–1 –1 –11 2 3tan tan
2 11 4

+ =
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Ô¼ñ :  ×¹ä 5 (i), ðÅÔÆº,

Ö¼ìÅ ê¼Ö  = –1 –11 2tan tan
2 11

+    –1 1

1 2
152 11tan tan1 2 201

2 11

−
+

= =
− ×

 = 1 3tan
4

− = Ã¼ÜÅ ê¼Ö

À°çÅÔðä E.  1 costan
1 sin

x
x

−  
  −

, 3
2 2

− π π
− < <x  ù Ãí å¯º Ãðñ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

2 2

1 –1

2 2

cos sincos 2 2tan tan
1 sin cos sin 2sin cos

2 2 2 2

x x
x

x x x xx
−

 −   =   −   + −
 

= –1

2

cos sin cos sin
2 2 2 2tan

cos sin
2 2

x x x x

x x

   + −      
  −    

= –1
cos sin

2 2tan
cos sin

2 2

x x

x x

 + 
 
 −
 

 –1
1 tan

2tan
1 tan

2

x

x

 + 
=  

 −
 

= –1tan tan
4 2 4 2

x x π π + = +    

çÈÜ¶ å½ð å¶,

–1 –1 –1

2sin sin
cos 2 2tan tan tan

21 sin 1 cos 1 cos
2 2

xx
x

xx x

   π π −   −              = =  π π −−         − − −            
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=
–1

2

2 22sin cos
4 4tan

22sin
4

x x

x

 π − π −   
        

π −  
    

= –1 2tan cot
4

x π − 
    

 
–1 2tan tan

2 4
x π π − = −    

= –1tan tan
4 2

x π +    
 

4 2
xπ

= +

À°çÅÔðä F. –1
2

1cot
1x

 
 

− 
, x  > 1 ù Ãí å¯º Ãðñ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ x = sec θ, å» 2 1x − = 2sec 1 tanθ − = θ

ÇÂÃ ñÂÆ –1
2

1cot
1x −

 = cot–1 (cot θ) = θ = sec–1 x ÇÜÔóÅ ñ¯óÆºçÅ Ãðñ ðÈê ÔËÍ

À°çÅÔðä G. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ tan–1 x + –1
2

2tan
1

x
x−

= tan–1 
3

2
3
1 3

x x
x

 −
 

− 
, 1| |

3
x <

Ô¼ñ : î¿é ñÀ° ÇÕ x = tan θ. å»  θ = tan–1 x ÔËÍ Ô¹ä :

Ã¼ÜÅ ê¼Ö =
3 3

–1 –1
2 2

3 3 tan tantan tan
1 3 1 3 tan

x x
x

   − θ − θ
=   

− − θ   

= tan–1 (tan3θ) = 3θ = 3tan–1 x = tan–1 x + 2 tan–1 x

= tan–1 x + tan–1  2
2

1
x
x−

  = Ö¼ìÅ ê¼Ö (ÇÕÀ°º?)

À°çÅÔðä H. cos (sec–1 x + cosec–1 x), | x | ≥ 1 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ cos (sec–1 x + cosec–1 x) = cos 
2
π 

 
 

= 0
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ÁÇíÁÅÃ B.B

Ô¶á» ÇñÇÖÁ» ù ÇÃ¼è Õð¯ :

1. 3sin–1 x = sin–1 (3x – 4x3), 
1 1– ,
2 2

x  ∈   

2. 3cos–1 x = cos–1 (4x3 – 3x), 1 , 1
2

x  ∈   

3. tan–1 1 12 7 1tan tan
11 24 2

− −+ =

4. 1 1 11 1 312 tan tan tan
2 7 17

− − −+ =

Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ù Ãí å¯º Ãðñ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ :

5.
2

1 1 1tan x
x

− + − , x ≠ 0 6.
1

2

1tan
1x

−

−
, |x | > 1

7. 1 1 costan
1 cos

x
x

−  −
  + 

, 0 < x < π 8. 1 cos sintan
cos sin

x x
x x

−  −
 + 

, 
3

4 4
x

π π−
< <

9. 1
2 2

tan x

a x
−

−
, |x | < a

10.
2 3

1
3 2

3tan
3

a x x
a ax

−  −
 

− 
, a > 0; 3 3

−
< <

a ax

Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

11. –1 –1 1tan 2cos 2sin
2

  
    

12. cot (tan–1a + cot–1a)

13.
2

–1 –1
2 2

1 2 1tan sin cos
2 1 1

x y
x y

 −
+ 

+ + 
, | x | < 1, y > 0 Áå¶ xy < 1
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14. Ü¶Õð sin 
–1 –11sin cos 1

5
x + = 

 
, å» x çÅ îÅé êåÅ Õð¯Í

15. Ü¶Õð –1 –11 1tan tan
2 2 4

x x
x x

− + π
+ =

− +
, å» x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

ÁÇíÁÅÃ AF å¯º AH Çò¼Ú Çç¼å¶ Ôð¶Õ ÇòÁ³ÜÕ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

16. –1 2sin sin
3
π 

 
 

17. –1 3tan tan
4
π 

 
 

18.
–1 –13 3tan sin cot

5 2
 + 
 

19. 1 7cos cos
6

− π 
   dk eku cjkcj gS

(A)
7
6
π

(B)
5
6
π

(C)
3
π

(D)
6
π

20. 1 1sin sin ( )
3 2

−π − − 
 

 çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A)
1
2

 ÔË (B)
1
3

  ÔË (C)
1
4

  ÔË (D) 1

21. 1 1tan 3 cot ( 3)− −− −  çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A) π ÔË (B)
2
π

− ÔË (C) 0 ÔË (D) 2 3

ë¹àÕñ À°çÅÔðä

À°çÅÔðä  9 1 3sin (sin )
5

− π
çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Í

Ô¼ñ :  ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ  1sin (sin )x x− =  Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ 1 3 3sin (sin )
5 5

− π π
=

êð,
3 ,
5 2 2
π π π ∉ −  

, ÇÜÔóÅ sin–1 x çÆ î¹¼Ö ôÅÖÅ ÔËÍ

çÅ î¹¼ñ ìðÅìð ÔË :
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Üçº̄ ÇÕ 3 3sin ( ) sin( )
5 5
π π

= π −  =
2sin
5
π

 Áå¶ 2 ,
5 2 2
π π π ∈ −  

ÇÂÃ ñÂÆ 1 3sin (sin )
5

− π
 = 1 2 2sin (sin )

5 5
− π π

=

À°çÅÔðä A@.  çðÃÅÀ° ÇÕ 1 1 13 8 84sin sin cos
5 17 85

− − −− =

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ 1 3sin
5

−  = x Áå¶  1 8sin
17

y− =

ÇÂÃ ñÂÆ sin x =
3
5

 Áå¶ 8sin
17

y =

Ô¹ä cos x = 2 9 41 sin 1
25 5

x− = − = (ÇÕÀ°º?)

Áå¶ cos y = 2 64 151 sin 1
289 17

y− = − =

ÇÂÃ êÌÕÅð cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y

=
4 15 3 8 84
5 17 5 17 85

× + × =

ÇÂÃ ñÂÆ x – y = 1 84cos
85

−  
  

ÇÂÃ ÕðÕ¶ 1 13 8sin sin
5 17

− −−  = 1 84cos
85

−

À°çÅÔðé AA.  çðÃÅÀ° ÇÕ 1 1 112 4 63sin cos tan
13 5 16

π− − −+ + =

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ  1 1 112 4 63sin , cos , tan
13 5 16

x y z− − −= = =

ÇÂÃ åð·» 12sin , cos
13

x y=  =
4 63, tan
5 16

z =

ÇÂÃ ñÂÆ 5cos , sin
13

x y=  =
3 12 3, tan tan
5 5 4

x y= =vkSjÁå¶
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Ô¹ä
tan tantan( )

1 tan tan
x yx y

x y
+

+ =
−  

12 3
635 4

12 3 161
5 4

+
= = −

− ×

ÇÂÃ ñÂÆ tan( ) tanx y z+ = −

íÅò tan (x + y) = tan (–z) Ü» tan (x + y) = tan (π – z)

ÇÂÃ ñÂÆ x + y = – z   Ü» x + y = π – z

ÇÕÀ°ºÇÕ x, y Áå¶ z èéÅåîÕ Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ x + y ≠ – z  (ÇÕÀ°º??)

ÇÂÃ ñÂÆ x + y + z = π  Ü» –1 –1 –112 4 63sin cos tan
13 5 16

π+ + =

À°çÅÔðä AB.  –1 cos sintan
cos sin

a x b x
b x a x

 −
 + 

 ù Ãðñ Õð¯ Ü¶Õð 
a
b

 tan x > –1

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶,

–1 cos sintan
cos sin

a x b x
b x a x

 −
 + 

 = –1

cos sin
costan cos sin
cos

a x b x
b x

b x a x
b x

− 
 
 + 
 

 = –1
tan

tan
1 tan

a x
b

a x
b

 − 
 
 +
 

= –1 –1tan tan (tan )a x
b

− = –1tan a x
b

−

À°çÅÔðä AC. tan–1 2x + tan–1 3x = 
4
π

 ù Ãðñ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ tan–1 2x + tan–1 3x = 
4
π

Ü»
–1 2 3tan

1 2 3
x x

x x
 +
 − × 

 =
4
π

Ü» –1
2

5tan
1 6

x
x

 
 − 

 =
4
π
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ÇÂÃ ñÂÆ 2
5

1 6
x
x−

 = tan 1
4
π

=

Ü» 6x2 + 5x – 1 = 0 íÅò  (6x – 1) (x + 1) = 0

ÇÜÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ, x =
1
6

 Ü» x = – 1

ÇÕÀ°ºÇÕ x = – 1, Çç¼å¶ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà éÔÆº ÕðçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ x = – 1  åº̄ ÃîÆÕðä çÅ Ö¼ìÅ

ê¼Ö ÇðäÅåîÕ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ Õ¶òñ 
1
6

x =  ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ B Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
Ô¶á ÇñÇÖÁ» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

1.
–1 13cos cos

6
π 

 
 

2.
–1 7tan tan

6
π 

 
 

ÇÃ¼è Õð¯ :

3. –1 –13 242sin tan
5 7

= 4. –1 –1 –18 3 77sin sin tan
17 5 36

+ =

5. –1 –1 –14 12 33cos cos cos
5 13 65

+ = 6. –1 –1 –112 3 56cos sin sin
13 5 65

+ =

7. –1 –1 –163 5 3tan sin cos
16 13 5

= +

8. –1 1 1 11 1 1 1tan tan tan tan
5 7 3 8 4

− − − π
+ + + =

ÇÃ¼è Õð¯ :

9. –1 –11 1tan cos
2 1

xx
x

− =   +
, x ∈ [0, 1]

10. –1 1 sin 1 sincot
21 sin 1 sin

x x x
x x

 + + −
=  + − − 

, 0,
4

x π ∈ 
 

11. –1 –11 1 1tan cos
4 21 1

x x x
x x

 + − − π
= −  + + − 

, 
1 1
2

x− ≤ ≤  [Ã¿Õ¶å : x = cos 2θ ð¼Ö¯Í]
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12. 1 19 9 1 9 2 2sin sin
8 4 3 4 3

− −π
− =

Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õð¯ :

13. 2tan–1 (cos x) = tan–1 (2 cosec x) 14. –1 –11 1tan tan ,( 0)
1 2

x x x
x

−
= >

+
15. sin (tan–1 x), | x | < 1 ìðÅìð Ô¹¿çÅ ÔË :

(A)
21

x

x−
(B) 2

1

1 x−
(C)

2

1

1 x+
(D) 21

x

x+

16. Ü¶Õð sin–1 (1 – x) – 2 sin–1 x = 
2
π

, ÔË, å» x ìðÅìð ÔË :

(A) 0, 
1
2

(B) 1, 
1
2

(C) 0 (D)
1
2

17.
1 1tan tanx x y

y x y
− − −  −  + 

 çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A)
2
π ÔËÍ (B)

3
π ÔËÍ (C)

4
π ÔËÍ (D)

3
4

− π
ÔËÍ

ÃÅð-Á³ô
® À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» (î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ) ç¶ êÌ»å Áå¶ ÇòÃæÅð Ô¶á ÇñÖÆ ÃÅðäÆ Çò¼Ú

ê¶ô ÕÆåÅ ÔË :
ëñé êÌ»å ÇòÃæÅð

(î¹¼Ö î¹¼ñ ôÅÖÅ)

y = sin–1 x [–1, 1] ,
2 2

−π π 
  

y = cos–1 x [–1, 1]  [0, π]

y = cosec–1 x R – (–1,1) ,
2 2

−π π 
  

– {0}

y = sec–1 x R – (–1, 1) [0, π] – { }
2
π
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y = tan–1 x R ,
2 2
π π − 

 

y = cot–1 x R (0, π)

® sin–1x å¯º (sin x)–1  çÅ íðî éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅÍ ÁÃñ Çò¼Ú (sin x)–1 = 
1

sin x
 Áå¶ ÇÂÃ

åð·» ÇÂÔ å¼æ Ô¯ð ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® ÇÕÃ¶ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ À°Ô î¹¼ñ, ÇÜÔóÅ À°ÃçÆ î¹¼Ö îÈñ ôÅÖÅ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ

ÔË, À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé çÅ î¹¼Ö î¹¼ñ (Principal Value) ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
áÆÕ êÌ»å» ñÂÆ
® y = sin–1 x ⇒ x = sin y ® x = sin y  ⇒ y = sin–1 x

® sin (sin–1 x) = x ® sin–1 (sin x) = x

® sin–1 
1
x = cosec–1 x ® cos–1 (–x) = π – cos–1 x

® cos–1 
1
x  = sec–1x ® cot–1 (–x) = π – cot–1 x

® tan–1 
1
x = cot–1 x ® sec–1 (–x) = π – sec–1 x

® sin–1 (–x) = – sin–1 x ® tan–1 (–x) = – tan–1 x

® tan–1 x + cot–1 x = 
2
π

® cosec–1 (–x) = – cosec–1 x

® sin–1 x + cos–1 x = 
2
π

® cosec–1 x + sec–1 x = 
2
π

® tan–1x + tan–1y = tan–1 
1
x y

xy
+

−
, xy < 1 ® 2tan–1x  =  tan–1 2

21
x
x−

 |x | < 1

® tan–1x – tan–1y = tan–1 
1
x y

xy
−

+
, xy > –1

® 2tan–1 x = sin–1 2

2
1

x
x+

= cos–1 
2

2

1
1

x
x

−
+

, 0 ≤ x ≤ 1
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—v—

ÇÂÇåÔÅÃÕ é¯à
ÇÂÃ åð·» î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ ÇåzÕ¯äÇîåÆ çÅ ÁÇèÁËé Ãí å¯º êÇÔñ» íÅðå Çò¼Ú ô¹ðÈ

Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ ÁÅðÆÁÅí¼à  (476 ÂÆ.)] ìÌÔî×¹êå (598 ÂÆ.) íÅÃÕð êÇÔñÅ (600 ÂÆ.)
íÅÃÕð çÈÜÅ (1114 ÂÆ.) é¶ î¹¼Ö éåÆÜ¶ êÌÅêå ÕÆå¶ ÃÆÍ ÇÂÃ Ã¿êÈðé Ç×ÁÅé íÅðå å¯º î¼è
êÈðò Áå¶ ç¹ìÅðÅ À°µæ¯º ï±ð¯ê Ç×ÁÅÍ ï±éÅéÆÁ» é¶ òÆ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ çÅ ÁÇèÁËé ô¹ðÈ ÕÆåÅ êð
À°Ôé» çÆ ÕÅðÜ ÇòèÆ ÇÂ³éÆ ì¶-ã¿×Æ ÃÆ, ÇÕ íÅðåÆ ÇòèÆ ç¶ êåÅ ñ¼× ÜÅä å¶ ÇÂÔ Ã¿êÈðé
Çòôò Çò¼Ú ÁêäÅÂÆ ×ÂÆÍ

íÅðå Çò¼Ú ÁÅè¹ÇéÕ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ÇÜò¶º ÇÕ ÇÕÃ¶ Õ¯ä çÆ Ç÷ÁÅçÅ Áå¶ (sine)
ëñé çÆ ÜÅä êÇÔÚÅä çÅ ò¶ðòÅ ÇÃè»å (Ã¿ÃÇ´å íÅôÅ Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ Ü¯Çåô ÕÅðÜ) Çò¼Ú
Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÜÃ çÅ ï¯×çÅé ×Çäå ç¶ ÇÂÇåÔÅÃ Çò¼Ú î¹¼Ö ÔËÍ

íÅÃÕð êÇÔñÅ (600 ÂÆ.) é¶  90° å¯º ò¼è Õ¯ä» ç¶ sine ç¶ î¹¼ñ ñÂÆ ÃÈåð Çç¼åÅ ÃÆÍ
Ã¯ñòÆº ôåÅìçÆ çÅ îÇñÁÅñî íÅôÅ Çò¼Ú sin (A + B) ç¶ ÇòÃæÅð çÆ ÇÂ¼Õ À°åêåÆ ÔËÍ 18°,
36°, 54°, 72°, ÁÅÇç ç¶ sine Áå¶ cosine ç¶ ô¹¼è î¹¼ñ íÅÃÕð çÈÜ¶ é¶ Çç¼å¶ ÔéÍ

sin–1 x, cos–1 x, ÁÅÇç ù sin x, Áå¶  cos x, ÁÅÇç çÆ Ü×·Å å¶ ÇÂÃå¶îÅñ Õðé çÅ
Ã¹ÞÅò Sir John F.W. Hersehel (1813 ÂÆ.) é¶ Çç¼åÅ ÃÆÍ À°ÚÅÂÆ Áå¶ çÈðÆ Ã¿ì¿Çèå êÌôé»
ç¶ éÅñ Thales (600 ÂÆ. êÈ.) çÅ é» ìÔ¹å é¶ó¶ å¯º Ü¹ÇóÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ À°Ôé» é¶ ÇîÃð ç¶
îÔÅé ÇêðÅÇîâ» çÆ À°ÚÅÂÆ çÅ îÅê ÕÆåÅ ÃÆÍ ÇÂÃ ñÂÆ À°Ôé» é¶ ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ À°ÚÅÂÆ çÆ îçç
Ûó Áå¶ ÇêðÅÇîâ ç¶ êðÛÅò¶º ù îÅê Õ¶ À°Ôé» ç¶ Áé°êÅå» çÆ å°ñéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ ÃÆÍ
ÇÂÔ Áé°êÅå Ôé :

H
S

h
s

=  = tan (ÃÈðÜ çÅ Áò¦ì)

Thales é¶ Ãî¹¿çðÆ ÜÔÅ÷» ÇòÚÕÅð çÈðÆ êåÅ Õðé ñÂÆ ÃîðÈê Çåzí¹Ü» çÆÁ» í¹ÜÅò» ç¶
Áé°êÅå» çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ ÃÆÍ À°ÚÅÂÆ Áå¶ çÈÜ¶ Ã¿ì¿èÆ êÌôé» çÅ Ô¼ñ ÃîðÈê Çåzí¹Ü» çÆ
îçç å¯º ê¹ðÅä¶ íÅðåÆ ÕÅðÜ» Çò¼Ú Çîñç¶ ÔéÍ
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vThe essence of mathematics lies in its freedom — CANTOR v

3.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
×Çäå çÆÁ» ò¼Ö ò¼Ö ôÅÖÅò» Çò¼Ú îËÇàzÕÃ (Matrix) ç¶ Ç×ÁÅé çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔËÍ îËÇàzÕÃ ×Çäå ç¶
Ãí å¯º ò¼è ôÕåÆôÅñÆ ÃÅèé» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÔËÍ Ô¯ð ÇÃ¼èÆÁ» ÃÅçÆÁ» ÇòèÆÁ» çÆ å°ñéÅ Çò¼Ú ÇÂÔ
×ÇäåÕ ÃÅèé ÃÅâ¶ Õ¿î ù ÕÅëÆ Ô¼ç å¼Õ Ãðñ Õð Çç³çÅ ÔËÍ ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ
Ã¿Ö¶ê Áå¶ Ãðñ ÇòèÆÁ» êÌÅêå Õðé ç¶ À°êðÅñ¶ ÃçÕÅ îËÇàzÕÃ çÆ Ã¿ÕñêéÅ çÅ ÇòÕÅÃ Ô¯ÇÂÁÅÍ
îËÇàzÕÃ ù Õ¶òñ ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ç¶ ×¹äÅÕ» ù êÌ×à Õðé ñÂÆ ÔÆ éÔÆº òðÇåÁÅ Ü»çÅ ìñÇÕ
îËÇàzÕÃ çÆ À°êï¯×åÅ ÇÂÃ êÌï¯× å¯ºº ÇÕå¶ ò¼è ÔËÍ îËÇàzÕÃ Ã¿Õ¶åé Áå¶ (operations) çÅ êÌï¯×
ÇòÁÕåÆ×å Õ¿ÇêÀ±àð ç¶ ñÂÆ ÇÂñËÕàzÅÇéÕ ÃêðËâôÆà êÌ¯×ðÅî÷ a (Electronic Spreadsheet
Programmes) Çò¼Ú Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ çÅ êÌï¯× ́ îòÅð Çì÷éÃ Áå¶ ÇòÇ×ÁÅé ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö Ö¶åð»
Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜò¶º ìÜà (Budgeting), ÇòÕðÆ ÖÅÕÅ (Sales Projection) ñÅ×å Áé°îÅé (Cost
Estimation) ÇÕÃ¶ êÌï¯× ç¶ êÇðäÅî» çÅ Çòôñ¶ôä ÁÅÇçÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ Áé¶Õ í½ÇåÕ ÕÅðòÅÂÆÁ»
(operations) ÇÜò¶º ÇÕ òèÅÀ°äÅ (Magnification), ×¶óÅ (Rotation) Áå¶ ÇÕÃ¶  Ãîåñ ç¹ÁÅðÅ
êÌÇåÇì³ì (Reflection) ù îËÇàzÕÃ ç¹ÁÅðÅ ×ÇäÇåÕ ã¿× éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ îËÇàzÕÃ çÅ
êÌï¯× Ã¿Õ¶å ê¼èåÆ ÇñÖä (Cryptography) Çò¼Ú òÆ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ×ÇäÇåÕ ÃÅèé çÅ êÌï¯×
éÅ Õ¶òñ ÇòÇ×ÁÅé çÆÁ» ÔÆ Õ°Þ ôÅÖÅò» å¼Õ ÃÆÇîå ÔË ìñÇÕ ÇÂÃ çÅ êÌï¯× À°åê¼åÆ Ã¿ì¿èÆ,
ÁðæôÅÃåð; ÁÅè¹ÇéÕ  îé¯ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ À°çï¯Ç×Õ êÌì¿èé Çò¼Ú òÆ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú îËÇàzÕÃ Áå¶ îËÇàzÕÃ ìÆÜ ×Çäå (Matrix algebra) ç¶ ÁÅèÅðíÈå
ÇÃèÅå» éÅñ ÜÅä± Ô¯äÅ ÃÅù ð¯ÚÕ ñ¼×¶×ÅÍ

3.2  îËÇàzÕÃ (Matrix)
î³é ñú ÁÃÆº ÇÂÔÃÈÚéÅ ç¶äÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÕ ðÅèÅ Õ¯ñ AE ÇÕåÅì»/ ê¹ÃåÕ» ÔéÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº [15]
ðÈê Çò¼Ú, ÇÂÃ ÃîÞ ç¶ éÅñ çðÃÅ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ [ ] ç¶ Á³çð ÇñÇÖå Ã¿ÇÖÁÅ ðÅèÅ ç¶ Õ¯ñ ê¹ÃåÕ» çÆ
Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ Ô¹ä Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂÔ çðÃÅÀ°äÅ ÔË ÇÕ ðÅèÅ Õ¯ñ AE ê¹ÃåÕ» Áå¶ F Õñî» Ôé å» ÇÂÃ ù
ÁÃÆº [15  6] ðÈê éÅñ ÇÂÃ ÃîÞ ç¶ éÅñ ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ [ ] ç¶ Á³çð çÆ êÇÔñÆ Ã¿ÇÖÁÅ
ðÅèÅ Õ¯ñ ê¹ÃåÕ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÜçÇÕ çÈÜÆ Ã¿ÇÖÁÅ ðÅèÅ ç¶ Õ¯ñ Õñî» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çðÃÅÀ°ºçÆ ÔËÍ Ô¹ä

ÁÇèÁÅÇÂ 3

îËÇàzÕÃ» Matrices)
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î³é ñú ÇÕ ÁÃÆº ðÅèÅ Áå¶ À°Ã ç¶ ç¯ Çî¼åð» Ü¯ÇåÕÅ Áå¶ ÇÃîðé Õ¯ñ ê¹ÃåÕ» Áå¶ Õñî» çÆ
ÇéîéÇñÖå ÃÈÚéÅ ù çðÃÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» :

ðÅèÅ ç¶ Õ¯ñ 15 ê¹ÃåÕ» Áå¶ 6 Õñî» Ôé,
Ü¯ÇåÕÅ ç¶ Õ¯ñ 10 ê¹ÃåÕ» Áå¶ 2 Õñî» Ôé,
ÇÃîðé ç¶ Õ¯ñ 13 ê¹ÃåÕ» Áå¶ 5 Õñî» Ôé,

Ô¹ä ÇÂÃ ù ÁÃÆº ÃÅðäÆ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ ÇòòÃÇæå çðÃÅ ÃÕç¶ Ô» :
ê¹ÃåÕ» Õñî»

ðÅèÅ 15 6

ÜÇ̄åÕÅ 10 2

ÇÃîðé 13 5
ÇÂÃ ù ÇéîéÇñÖå ã¿× éÅñ ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

Ü»
ðÅèÅ Ü¯ÇåÕÅ ÇÃîðé

ê¹ÃåÕ» 15 10 13

Õñî» 6 2 5

À°êð¯Õå ù ÇéîéÇñÖå ã¿× éÅñ ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

êÇÔñÆ êÌÕÅð çÆ ÇòòÃæÅ Çò¼Ú êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ ÇÂ³çðÅÜ ́ îòÅð : ðÅèÅ, Ü¯ÇåÕÅ Áå ÇÃîðé ç¶ Õ¯ñ
ê¹ÃåÕ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êÌ×à ÕðçÆ ÔË Áå¶ çÈÜ¶ æ¿î ç¶ ÇÂ³çðÅÜ ́ îòÅð : ðÅèÅ, Ü¯ÇåÕÅ Áå¶ ÇÃîðé ç¶ Õ¯ñ

êÇÔñÆ ÕåÅð

 çÈÜÆ ÕåÅð

åÆÜÆ ÕåÅð

êÇÔñÅ æ¿î çÈÃðÅ æ¿î

êÇÔñÅ æ¿î çÈÃðÅ æ¿î åÆÃðÅ æ¿î

 êÇÔñÆ ÕåÅð

 çÈÜÆ ÕåÅð
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Õñî» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êÌ×à ÕðçÆ ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·», çÈÃðÆ êÌÕÅð çÆ ÇòòÃæÅ Çò¼Ú êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ ÇÂ³çðÅÜ
´îòÅð : ðÅèÅ, Ü¯ÇåÕÅ Áå¶ ÇÃîðé ç¶ Õ¯ñ ê¹ÃåÕ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êÌ×à ÕðçÆ ÔËÍ çÈÜÆ ÕåÅð ç¶ ÇÂ³çðÅÜ
´îòÅð; ðÅèÅ, Ü¯ÇåÕÅ Áå¶ ÇÃîðé ç¶ Õ¯ñ Õñî» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êÌ×à ÕðçÆ ÔËÍ À°êð¯Õå ÇÕÃî çÆ
ÇòòÃæÅ Ü» êÌçðôé ù îËÇàzÕÃ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ðÃîÆ å½ð å¶ ÁÃÆº îËÇàzÕÃ ù ÇéîéÇñÖå åðÆÕ¶ éÅñ
êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» :
êÇðíÅôÅ 1  îËÇàzÕÃ Ã¿ÇÖÁÅò» Ü» ëñé» çÆ ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂåÅÕÅð ́ î åðåÆì ÔËÍ ÇÂÔé» Ã¿ÇÖÁÅò» Ü»
ëñé» ù îËÇàzÕÃ ç¶ å¼å Ü» ÇÂ³çðÅÜ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

îËÇàzÕÃ ù ÁÃÆº Á³×ð¶÷Æ òðäîÅñÅ ç¶ ò¼â¶  (Capital) Á¼Öð» ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í îËÇàzÕÃ ç¶
Õ°Þ À°çÅÔðä ÇéîéÇñÖå Ôé :

5– 2
A 0 5

3 6

 
 

=  
  

, 

12 3
2

B 3.5 –1 2
53 5
7

i + − 
 

=  
 
 
 

,  
31 3

C
cos tansin 2

x x
x xx

 +
=  

+ 

À°êð¯Õå À°çÅÔðä» Çò¼Ú ÇÖÇåÜÆ ð¶ÖÅò» îËÇàzÕÃ çÆÁ» ÕåÅð» (Rows) Áå¶ ÖóÆÁ» ð¶ÖÅò»
îËÇàzÕÃ ç¶ æ¿î (Columns) ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» A Çò¼Ú C ÕåÅð» Áå¶ B æ¿î Ôé Áå¶ B Çò¼Ú
C ÕåÅð» Áå¶ C æ¿î Ôé Üç¯º ÇÕ C Çò¼Ú B ÕåÅð» Áå¶ C æ¿î ÔéÍ

3.2.1  îËÇàzÕÃ çÅ ´î (Order of a matrix)

m ÕåÅð» Áå¶  n æ¿î» òÅñ¶ ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ ù m × n åðåÆì (order) çÅ îËÇàzÕÃ Ü» Õ¶òñ   m × n
îËÇàzÕÃ  ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ îËÇàzÕÃ ç¶ À°êð¯Õå À°çÅÔðä» ç¶ Ã¿çðí Çò¼Ú A, ÇÂ¼Õ 3 × 2 îËÇàzÕÃ,
B ÇÂ¼Õ 3 × 3 îËÇàzÕÃ Áå¶ C, ÇÂ¼Õ 2 × 3 îËÇàzÕÃ ÔËÍ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ A Çò¼Ú 3 × 2 = 6 Á³× Ôé
Áå¶ B Áå¶ C Çò¼Ú ´îòÅð I Áå¶ F Á³× ÔéÍ
ÁÅî å½ð å¶ ÇÕÃ¶  m × n îËÇàzÕÃ çÆ ÇéîéÇñÖå ÁÅÇÂåÕÅð ÇòòÃæÅ Ô¹¿çÆ ÔË :

Ü» A = [aij]m × n, 1≤ i ≤ m, 1≤ j ≤ n ÇÜ¼æ¶  i,  j ∈ N
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ÇÂÃ åð·» i òÆº ÕåÅð ç¶ å¼å  ai1, ai2, ai3,..., ain Ôé Üç¯º ÇÕ  jò¶º æ¿î ç¶ å¼å a1j, a2j, a3j,...,
amj  ÔéÍ

ÁÅî å½ð Óå¶ aij, iòÆº ÕåÅð Áå¶ jò¶º æ¿î Çò¼Ú ÁÅÀ°ä òÅñÅ å¼å Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÃ ù  A  çÅ (i,
j)ò» å¼å òÆ ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÕÃ¶ m × n îËÇàzÕÃ ç¶ å¼å» çÆ Ç×äåÆ mn Ô¹¿çÆ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú :

1. ÁÃÆº ÇÕÃ¶  m × n ´î (åðåÆì) ç¶ îËÇàzÕÃ ù êÌ×à Õðé ç¶ ñÂÆ, Ã¿Õ¶å A = [aij]m × n çÅ
êÌï¯× Õð»×¶Í

2. ÁÃÆº Õ¶òñ ÁÇÜÔ¶ îËÇàzÕÃ Óå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶ ÇÜÔé» ç¶ å¼å òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé Ü»
òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ù ×ÌÇÔä Õðé òÅñ¶ ëñé ÔéÍ

ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Ãîåñ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) ù îËÇàzÕÃ (ÕåÅð Áå¶ æ¿î) ç¹ÁÅðÅ êÌ×à Õð ÃÕç¶ Ô»

ÇÜò¶º 
x
y

 
 
 

 (Ü» [x, y])éÅñ, À°çÅÔðä ÃðÈê Çì³çÈ P(0, 1), îËÇàzÕÃ ÇéðÈêä Çò¼Ú 0
P

1
 

=  
 

 Ü»

[0 1] ç¹ÁÅðÅ êÌ×à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ÇÕÃ¶ ì¿ç Ãðñð¶ÖÆ ÁÅÇ´åÆ ç¶ ÇÃÖð» ù ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ç¶ ðÈê Çò¼Ú
ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ Úå°ðí¹Ü  ABCD Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð ́ îòÅð A (1,
0), B (3, 2), C (1, 3), Áå¶ D (–1, 2) ÔéÍ
Ô¹ä, Úå°ðí¹Ü ABCD îËÇàzÕÃ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2 4

A B C D
1 3 1 1

X
0 2 3 2 ×

− 
=  

 
Ü»

4 2

A 1 0
B 3 2

Y
C 1 3
D 1 2 ×

 
 
 =
 
 − 

ÇÂÃ ñÂÆ îËÇàzÕÃ çÅ êÌï¯× ÇÕÃ¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå ÇÜîÅÇÂåÆ ÁÅÇ´åÆ ç¶ ÇÃÖð» ù ÇéðÈêå
Õðé ç¶ ñÂÆ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÁÅú Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ, À°çÅÔðä» Óå¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

À°çÔÅðä 1. Çå¿é ëËÕàðÆÁ» a I, II Áå¶  III Çò¼Ú ê¹ðô Áå¶ îÇÔñÅ ÕðîÚÅðÆÁ» éÅñ Ã¿ì¿Çèå
ÇéîéÇñÖå ÃÈÚéÅ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ :
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ê¹ð²ô ÕðîÚÅðÆ îÇÔñÅ ÕðîÚÅðÆ
I 30 25
II 25 31
III 27 26

À°êð¯Õå ÃÈÚéÅ ù ÇÂ¼Õ 3 × 2 îËÇàzÕÃ Çò¼Ú ÇéðêÈå Õð¯Í åÆÃðÆ ÕåÅð Áå¶ çÈÜ¶ æ¿î òÅñ¶
ÇÂ³çðÅÜ ÕÆ êÌ×à Õðç¶ ÔéÍ

Ô¼ñ :  Çç¼åÆ ÃÈÚéÅ ù 3 × 2 îËÇàzÕÃ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå ã¿× éÅñ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

30 25
A 25 31

27 26

 
 =  
  

åÆÃðÆ ÕåÅð Áå¶ çÈÜ¶ æ¿î çÅ ÇÂ³çðÅÜ ëËÕàðÆ &III ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú îÇÔñÅ ÕðîÚÅðÆÁ» çÆ
Ã¿ÇÖÁÅ êÌ×à ÕðçÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. Ü¶Õð ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ Çò¼Ú H å¼å Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ́ î (åðåÆì)  (orders) ÕÆ Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ
Ô¼ñ :  ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ çÅ ́ î  m × n ÔË å» ÇÂÃ Çò¼Ú  mn å¼å Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ H
å¼å» òÅñ¶ ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ çÆÁ» ÃÅð¶ Ã¿íò ́ î êåÅ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅÇ´ÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ À°Ôé» ÃÅð¶
´Çîå Ü¯ÇóÁ» ù êåÅ Õð»×¶ ÇÜÔé» çÅ ×¹äéëñ H ÔËÍ
Áå¶ ÃÅð¶ Ã¿íò ́ î  (åðåÆì)  Ü¯ó¶ (1, 8), (8, 1), (4, 2), (2, 4) ÔéÍ
Áå¶ Ã¿íò ́ Çîå  (åðåÆì) 1 × 8, 8 ×1, 4 × 2, 2 × 4 ÔéÍ

À°çÅÔðä 3.  ÇÂ¼Õ 3 × 2 îËÇàzÕÃ çÆ ðÚéÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ å¼å 1 | 3 |
2ija i j= −  ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼Õ 3 × 2 îËÇàzÕÃ, ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÃ êÌÕÅð çÅ Ô¹¿çÅ ÔË : 
11 12

21 22

31 32

A
a a
a a
a a

 
 =  
  

Ô¹ä
1 | 3 |
2ija i j= − , i = 1, 2, 3 Áå¶  j = 1, 2

ÇÂÃ ñÂÆ

11
1 |1 3.1| 1
2

a = − = 12
1 5|1 3.2 |
2 2

a = − =

21
1 1| 2 3.1|
2 2

a = − = 22
1 | 2 3.2 | 2
2

a = − =
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31
1 | 3 3.1| 0
2

a = − = 32
1 3| 3 3.2 |
2 2

a = − =

Áå¶ ñ¯óÆºçÆ îËÇàzÕÃ 

51
21A 2

2
30
2

 
 
 

=  
 
 
 

 ÔËÍ

3.3.  îËÇàzÕÃ çÆÁ» ÇÕÃî» (Types of Matrices)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Çí¿é-Çí¿é åð·» ç¶ îËÇàzÕÃ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í

(i) æ¿î îËÇàzÕÃ (Column matrix)

ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ, æ¿î îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð À°Ã Çò¼Ú Õ¶òñ ÇÂ¼Õ æ¿î Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ  

0

3
A 1

1/ 2

 
 
 
 = −
 
  

,  4 × 1 ´î (åðåÆì) çÅ ÇÂ¼Õ æ¿î îËÇàzÕÃ ÔË

ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú A = [aij] m × 1  ÇÂ¼Õ m × 1 ´î (åðåÆì) çÅ æ¿î îËÇàzÕÃ ÔËÍ
(ii) ÕåÅð îËÇàzÕÃ (Row matrix)

ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ, ÕåÅð îËÇàzÕÃ ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð À°Ã Çò¼Ú Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ 
1 4

1B 5 2 3
2 ×

 = −  
, 1×4 ´î (åðåÆì) çÆ ÕåÅð îËÇàzÕÃ ÔËÍ

ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú, B = [bij] 1 × n ÇÂ¼Õ 1 × n ´î (åðåÆì) çÆ ÕåÅð îËÇàzÕÃ ÔËÍ
(iii) òð× îËÇàzÕÃ (Square matrix)

ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÇÜÃ Çò¼Ú ÕåÅð» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ æ¿î» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ÃîÅé Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂ¼Õ m × n  îËÇàzÕÃ, òð× îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð m = n Áå¶

À°Ã  ù  ́ î ‘n’ çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ  

3 1 0
3A 3 2 1
2
4 3 1

− 
 
 =
 
 − 
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ÇÂ¼Õ C ´î (åðåÆì) çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú   A = [aij] m × m  ÇÂ¼Õ m ´î
(åðåÆì) çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ

A Çà ¼êäÆ    Ü¶Õð A = [aij] ÇÂ¼Õ n ´î çÅ òð× îË ÇàzÕÃ Ô Ë å» ÇÂ³çðÅÜ
a11, a22, ..., ann ù îËÇàzÕÃ A ç¶ ÇòÕðä ç¶ å¼å ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

Áå¶ Ü¶Õð 
1 3 1

A 2 4 1
3 5 6

− 
 = − 
  

 ÔË å» A ÇòÕðä ç¶ Á³×, 1] 4] 6 ÔéÍ

(iv) ÇòÕðä îËÇàzÕÃ (Diagonal matrix)
ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ B = [bij]m × m ÇòÕðä îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð ÇòÕðä å¯º ÇÂñÅòÅ
ÇÂÃ ç¶ ìÅÕÆ ÃÅð¶ å¼å ÇÃøð Ô¹¿ç¶ Ôé ÁðæÅå, ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ B = [bij]m × m ÇòÕðä îËÇàzÕÃ
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð  bij = 0, Üç¯º ÇÕ i ≠ j ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶  A = [4], 
1 0

B
0 2
− 

=  
 

, 
1.1 0 0

C 0 2 0
0 0 3

− 
 =  
  

, ´îòÅð 1] 2 Áå¶

C ́ î ç¶ ÇòÕðä îËÇàzÕÃ ÔéÍ
(v) ÃÕ¶ñð îËÇàzÕÃ (Scalar matrix)

ÇÂ¼Õ ÇòÕðä îËÇàzÕÃ ÃÕ¶ñð îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ ÇòÕðä ç¶ å¼å ìðÅìð Ô¹¿ç¶
Ôé íÅò ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ B = [bij] n × n ÃÕ¶ñð îËÇàÌÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
 Ü¶Õð bij = 0,     Ü¶Õð  i  ≠ j

bij = k,     Ü¶Õð  i  = j,  Üç¯º ÇÕ k  Õ¯ÂÆ ÁÚñ ÔËÍ
 À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ

A = [3],     
1 0

B
0 1
− 

=  − 
,      

3 0 0

C 0 3 0

0 0 3

 
 

=  
 
 

  ´îòÅð :

´î åðåÆì A, B Áå¶ ç¶ C ÃÕ¶ñð îËÇàzÕÃ ÔéÍ
(vi) ååÃîÕ îËÇàzÕÃ (Identity matrix)

ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÇÜÃ ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅð¶ å¼å A Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ìÅÕÆ ÃÅð¶ å¼å ÇÃøð Ô¹¿ç¶ Ôé,
ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú òð×  A = [aij] n × n ÇÂ¼Õ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ
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ÔË Ü¶Õð 
1
0ij

i j
a

i j
=

= 
≠

;fn

;fn

ÁÃÆº, n ́ î (åðåÆì) ç¶ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ù  In  ç¹ÁÅðÅ ÇéðÈêå Õðç¶ Ô»Í Üçº̄ Ã¿çðí åº̄ ́ î
(åðåÆì) Ãêôà Ô¹¿çÆ ÔË å» ÇÂÃ ù Õ¶òñ I éÅñ êÌ×à Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ   [1], 
1 0
0 1

 
 
 

, 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 ´îòÅð åðåÆì A, B Áå¶ C ç¶ ååÃîÕ

îËÇàzÕÃ ÔéÍ
ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ü¶Õð  k = 1 Ô¯ò¶ å» ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð îËÇàzÕÃ, ååÃîÕ îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔË êð¿å± Ôð¶Õ
ååÃîÕ îËÇàzÕÃ Ãêôà ðÈê Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(vii) ÇÃøð îËÇàzÕÃ (Zero matrix)

ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ, ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÃøð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ  [0], 
0 0
0 0

 
 
 

, 
0 0 0
0 0 0

 
 
 

, [0, 0] ÃÅð¶ ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔéÍ ÁÃÆº ÇÃøð

îËÇàzÕÃ ù O éÅñ ÇéðÈêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔé» çÆÁ» åðåÆì» Ã¿çðí ç¹ÁÅðÅ Ãêôà Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

3.3.1  îËÇàzÕÃ» çÆ ÃîÅéåÅ (Equality of matrices)

êÇðíÅôÅ B. ç¯ îËÇàzÕÃ A = [aij] Áå¶ B = [bij] ÃîÅé ÁÖòÅÀ°ºç¶ Ôé Ü¶Õð
(i) À°Ô ÃîÅé åðåÆì ç¶ Ô¹¿ç¶ Ô¯ä Áå¶
(ii) A çÅ Ôð¶Õ å¼å, B ç¶ Ã¿×å å¼å ç¶ ÃîÅé Ô¯ò¶, íÅò  i Áå¶  j ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ñÂÆ aij = bij ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ  
2 3 2 3
0 1 0 1

   
   
   

rFkk  ÃîÅé îËÇàzÕÃ Ôé êð¿å± 
3 2 2 3
0 1 0 1

   
   
   

rFkk

ÃîÅé îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔéÍ êÌåÆÕÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú, Ü¶Õð ç¯ îËÎÇàzÕÃ A Áå¶  B ÃîÅé Ôé å» ÁÃÆº ÇÂÃ
ù  A = B ÇñÖç¶ Ô»Í

Ü¶Õð 
1.5 0

2 6
3 2

x y
z a
b c

−  
   =   
     

, å» x = – 1.5, y = 0, z = 2, a = 6 , b = 3, c = 2

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Áå¶ Áå¶
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À°çÅÔðä D. Ü¶Õð 
3 4 2 7 0 6 3 2
6 1 0 6 3 2 2
3 21 0 2 4 21 0

x z y y
a c

b b

+ + − −   
   − − = − − +   
   − − + −   

ÔË å» a, b, c, x, y Áå¶ z ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÜò¶º ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ îËÇàzÕÃ ÃîÅé Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ç¶ Ã¿×å å¼å òÆ ÃîÅé Ô¯ä×¶Í Ã¿×å
å¼å» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇéîéÇñÖå êÇðäÅî êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé :

x + 3 = 0, z + 4 = 6, 2y – 7 = 3y – 2
a – 1 = – 3,            0 =2c + 2 b – 3 = 2b + 4,

ÇÂÃ ù Ãðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
a = – 2, b = – 7, c = – 1, x = – 3, y = –5, z = 2

À°çÅÔðä E.  Ü¶Õð 
2 2 4 3
5 4 3 11 24

a b a b
c d c d

+ − −   
=   − +   

Ô¯ò¶ å» a, b, c, Áå¶ d ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ îËÇàÌÕÃ» çÆ ÃîÅéåÅ çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ, Ã¿×å å¼å» ù ÃîÅé ð¼Öä Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
2a + b = 4 5c – d = 11
a – 2b = – 3 4c + 3d = 24

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ãðñ Õðé Óå¶  a = 1, b = 2, c = 3 Áå¶  d = 4 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ C.A

1. îËÇàÌÕÃ  

2 5 19 7
5A 35 2 12
2

173 1 5

 −
 
 = −
 
 − 

, ç¶ ñÂÆ êåÅ Õð¯ %

(i) îËÇàÌÕÃ çÆ åðåÆì (order) (ii) å¼å» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ
(iii) å¼å a13, a21, a33, a24, a23

2. Ü¶Õð ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ ç¶ BD å¼å Ôé å» ÇÂÃçÆÁ» Ã¿íò åðåÆì ÕÆ Ôé? Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ AC å¼å
Ô¯ä å» ́ î åðåÆì ÕÆ Ô¯ä×ÆÁ»Í

3. Ü¶Õð ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ ç¶ AH å¼å Ôé å» ÇÂÃ çÆÁ» Ã¿íò åðåÆì êåÅ Õð¯? Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ E å¼å
Ô¯ä å» ÕÆ Ô¯ò¶×Å?
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4. ÇÂ¼Õ 2 × 2 îËÇàÌÕÃ A = [aij] çÆ ðÚéÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ å¼å ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð Çç¼å¶ Ôé :

   (i)
2( )

2ij
i ja +

= (ii) ij
ia
j

= (iii)
2( 2 )

2ij
i ja +

=

5. ÇÂ¼Õ 3 × 4 îËÇàÌÕÃ çÆ ðÚéÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ å¼å ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð å¯ºêÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé :

(i)
1 | 3 |
2ija i j= − + (ii) 2ija i j= −

6. Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðä» å¯º x, y Áå¶ z ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

(i)
4 3

5 1 5
y z

x
   

=   
   

(ii)
2 6 2

5 5 8
x y

z xy
+   

=   +   
(iii)

9
5
7

x y z
x z
y z

+ +   
   + =   
   +   

7. ÃîÆÕðä 
2 1 5

2 3 0 13
a b a c
a b c d
− + −   

=   − +   
 å¯º a, b, c Áå¶ d ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

8. A = [aij]m × n\ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË Ü¶Õð
(A) m < n (B) m > n (C) m = n       (D)ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ éÔÆº

9. x Áå¶ y ç¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÕÔó¶ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ îËÇàÌÕÃ» ç¶ ÇéîéÇñÖå Ü¯ó¶ ÃîÅé Ôé :
3 7 5

1 2 3
x
y x

+ 
 + − 

 , 
0 2
8 4

y − 
 
 

(A)
1 , 7

3
x y−

= = (B) êåÅ ÕðéÅ Ã¿íò éÔÆº ÔË

(C) y = 7   ,   
2

3
x −

= (D)
1 2,

3 3
x y− −

= = .

10. 3 × 3 åðåÆì ç¶ ÁÇÜÔ¶ îËÇàzÕÃ» çÆ Õ°¼ñ ÇÕ¿éÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ô¯ò¶×Æ ÇÜ¿é·Å çÆ Ôð¶Õ ÇÂ³çðÅÜ 0 Ü» 1 ÔËÍ
(A) 27 (B) 18 (C) 81 (D) 512

3.4  îËÇàzÕÃ» å¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» (Operations on Matrices)
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº îËÇàzÕÃ» å¶ Õ°¼Þ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ù çðÃÅò»×¶ ÇÜò¶º ÇÕ îËÇàzÕÃ» çÅ Ü¯ó, ÇÕÃ¶
îËÇàzÕÃ çÅ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹ä», îËÇàzÕÃ» çÆ ØàÅú Áå¶ ×¹ä» :

3.4.1  îËÇàzÕÃ» çÅ Ü¯ó  (Addition of matrices)
î³é ñú ÇÕ ëÅåÆîÅ çÆÁ» ÃæÅé A Áå¶ ÃæÅé B Óå¶ ç¯ ëËÕàðÆÁ» ÔéÍ Ôð¶Õ ëËÕàðÆ Çò¼Ú Õ°óÆÁ»
Áå¶ î¹¿ÇâÁ» ñÂÆ ò¼Ö ò¼Ö î¹¼ñ òð×»  ́ îòÅð A, B, C ñÂÆ Ö¶â ç¶ Ü¹¼å¶ ìäç¶ ÔéÍ Ôð¶Õ ëËÕàðÆ Çò¼Ú
ìäé òÅñ¶ Ü¹¼ÇåÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ô¶á Çç¼å¶ ×Â¶ îËÇàzÕÃ» ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔË :
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î³é ñÀ° ÇÕ ëÅÇåîÅ Ôð¶Õ î¹¼ñ òð× Çò¼Ú ìäé òÅñ¶ Ö¶â ç¶ Ü¹¼ÇåÁ» çÆ Õ°¼ñ Ã¿ÇÖÁÅ ÜÅéäÅ
ÚÅÔ¹¿çÆ ÔËÍ Ô¹ä Õ°¼ñ À°åêÅçé ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË :
î¹¼ñ òð× 1  : ñóÇÕÁ» ñÂÆ (80 + 90), ñóÕÆÁ» ñÂÆ (60 + 50)

î¹¼ñ òð× 2 : ñóÇÕÁ» ñÂÆ (75 + 70), ñóÕÆÁ» ñÂÆ  (65 + 55)

î¹¼ñ òð× 3 : ñóÇÕÁ» ñÂÆ (90 + 75), ñóÕÆÁ» ñÂÆ (85 + 75)

îËÇàzÕÃ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ ù ÇÂÃ åð·» êÌ×à Õð ÃÕç¶ Ô»   
80 90 60 50
75 70 65 55
90 75 85 75

+ + 
 + + 
 + + 

ÇÂÔ éò» îËÇàzÕÃ, À°êð¯Õå ç¯ îËÇàzÕÃ» çÅ ï¯×ëñ ÔËÍ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ç¯ îËÇàzÕÃ» çÅ
Ü¯óëñ, Çç¼å¶ îËÇàzÕÃ» ç¶ Ã¿×å å¼å» ù Ü¯óé å¯º êÌÅêå Ô¯ä òÅñÅ îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ,
Ü¯ó ç¶ ñÂÆ ç¯ò¶º îËÇàzÕÃ» ù ÃîÅé ́ î çÅ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð 11 12 13

21 22 23
A

a a a
a a a

 
=  

 
 ÇºÂ¼Õ 2 × 3 îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ 11 12 13

21 22 23
B

b b b
b b b

 
=  

 

ÇÂ¼Õ Ô¯ð 2 × 3 îËÇàzÕÃ ÔË å» ÁÃÆº 11 11 12 12 13 13

21 21 22 22 23 23
A + B

a b a b a b
a b a b a b

+ + + 
=  + + + 

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå

Õðç¶ Ô»Í
ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú, î³é ñú ÇÕ A = [aij] Áå¶ B = [bij] ç¯ ÃîÅé ́ î m × n òÅñ¶ îËÇàzÕÃ Ôé

å» A Áå¶ B ç¯ò¶º îËÇàzÕÃ» çÅ Ü¯óëñ; îËÇàzÕÃ C = [cij]m × n, ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶
cij = aij + bij, i Áå¶ j ç¶ ÃÅð¶ Ã¿íò î¹¼ñ» ù ÇòÁÕå ÕðçÅ ÔËÍ

ÃæÅé å¶ ëËÕàðÆ ÃæÅé å¶ ëËÕàðÆ
î¹¿â¶ Õ°óÆÁ» Õ°óÆÁ»î¹¿â¶
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À°çÅÔðä 6  
3 1 1A

2 3 0

 −
=  

 
 Áå¶ 

2 5 1
B 12 3

2

 
 =  −  

 ÔË å» A + B êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ A Áå¶ B ÃîÅé ́ î 2 × 3 òÅñ¶ îËÇàzÕÃ Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ  A Áå¶  B çÅ ï¯× êÇðíÅÇôå
ÔË Áå¶

2 3 1 5 1 1 2 3 1 5 0
A+ B 1 12 2 3 3 0 0 6

2 2

   + + − + +
   = =   − + +      

 ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ
1. ÁÃÆº ÇÂÃ ×¼ñ å¶ ÷¯ð Çç³ç¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð A Áå¶ B ÃîÅé åðåÆì òÅñ¶ îËÇàzÕÃ éÔÆº Ôé å»

A + B êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ 2 3
A

1 0
 

=  
 

, 1 2 3
B ,

1 0 1
 

=  
 

 å» A + B

êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ
2. ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ îËÇàzÕÃ» çÅ Ü¯ó, ÃîÅé åðåÆì òÅñ¶ îËÇàzÕÃ» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Ú ç¯ ÁèÅðÆ

Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ÔËÍ

3.4.2  ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ çÅ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äé (Multiplication of a matrix by a
scalar)
Ô¹ä î³é ñú ÇÕ ëÅåÆîÅ é¶ A Óå¶ ÃÇæå ëËÕàðÆ Çò¼Ú ÃÅð¶ î¹¼ñ òð× ç¶ À°åêÅçé ù ç¯ ×¹äÅ Õð Çç¼åÅ

ÔË (Ã¿çðí 3-4-1)

A Óå¶ ÃÇæå ëËÕàðÆ Çò¼Ú À°åêÅçé çÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ô¶á Çç¼å¶ îËÇàzÕÃ Çò¼Ú ÇçÖÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ

.

A Óå¶ ÃÇæå ëËÕàðÆ Çò¼Ú À°åêÅÇçå éòÆº (ìçñÆ Ô¯ÂÆ) Ã¿ÇÖÁÅ ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð ÔËÍ

î¹¿â¶ Õ°óÆÁ»
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2 80 2 601
2 2 75 2 65
3 2 90 2 85

× × 
 × × 
 × × 

yM+osQ yM+ fd;k¡

ÇÂÃ ù îËÇàzÕÃ ðÈê Çò¼Ú, 
160 120
150 130
180 170

 
 
 
  

 ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÁÃÆº

ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÔ éò» îËÇàzÕÃ êÇÔñ¶ îËÇàzÕÃ ç¶ Ôð¶Õ å¼å ù B éÅñ ×¹äÅ Õðé Óå¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº, ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ ç¶ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äé ù ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ

êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í Ü¶Õð A = [aij] m × n ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ k ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð ÔË å» kA ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ
îËÇàzÕÃ ÔË ÇÜÃ ù A ç¶ Ôð¶Õ å¼å ù ÃÕ¶ñð k éÅñ ×¹äÅ ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú,  kA = k [aij] m × n = [k (aij)] m × n, íÅò kA çÅ (i, j)ò» Á³ô, i Áå¶  j ç¶
Ôð Ã¿íò î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ, kaij Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð A =
3 1 1.5

5 7 3
2 0 5

 
 

− 
  

 ÔË å»

3A =

3 1 1.5 9 3 4.5

3 5 7 3 3 5 21 9
2 0 5 6 0 15

   
   

− = −   
      

îËÇàzÕÃ çÅ Çðä îËÇàzÕÃ (Negative of a matrix) ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ A çÅ Çðä îËÇàzÕÃ–A
éÅñ ÇéðÈêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃÆº–A ù – A = (– 1) A ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ, î³é ñú ÇÕ  A =
3 1
5 x

 
 − 

, å» – A  ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

– A = (– 1)
3 1 3 1

A ( 1)
5 5x x

− −   
= − =   − −   

îËÇàzÕÃ» çÅ Á³åð (Difference of matrices) Ü¶Õð A = [aij], Áå¶ B = [bij] ÃîÅé ́ î
m × n òÅñ¶ ç¯ îËÇàzÕÃ Ôé å» ÇÂÔé» çÅ Á³åð A – B] ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ D = [dij] ÇÜ¼æ¶ i Áå¶ j  ç¶

î¹¿â¶ Õ°óÆÁ»
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ÃÅð¶ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ dij = aij – bij ÔË ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÅ ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú D = A – B = A +
(–1) B, íÅò îËÇàzÕÃ A Áå¶ îËÇàzÕÃ– B çÅ Ü¯óëñÍ

À°çÅÔðä G. Ü¶Õð 
1 2 3 3 1 3

A B
2 3 1 1 0 2

−   
= =   −   

rFkk ÔË å» 2A – B êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2A – B =
1 2 3 3 1 3

2
2 3 1 1 0 2

−   
−   −   

=
2 4 6 3 1 3
4 6 2 1 0 2

− −   
+   −   

=
2 3 4 1 6 3 1 5 3
4 1 6 0 2 2 5 6 0

− + − −   
=   + + −   

3.4.3  îËÇàzÕÃ» ç¶ Ü¯ó çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of matrix addition)

îËÇàzÕÃ» ç¶ Ü¯ó çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÇéîéÇñÖå ×¹ä» (Çéïî» a) ù Ã¿å°ôà ÕðçÆ ÔË :
(i) ´î òà»çðÅ Çéïî (Commutative Law)  Ü¶Õð A = [aij], B = [bij] ÃîÅé ´î

m × n, òÅñ¶ îËÇàzÕÃ Ôé å» A + B = B + A Ô¯ò¶×ÅÍ
Ô¹ä A + B = [aij] + [bij] = [aij + bij]

= [bij + aij] (Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó ´î òà»çðÅ ÔË)
= ([bij] + [aij]) = B + A

(ii) ÃÇÔÚÅðåÅ Çéïî (Associative Law)  ÃîÅé ́ î m × n òÅñ¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çå¿é îËÇàzÕÃ» A
= [aij], B = [bij], C = [cij] ç¶ ñÂÆ (A + B) + C = A + (B + C)

Ô¹ä (A + B) + C = ([aij] + [bij]) + [cij]
= [aij + bij] + [cij] = [(aij + bij) + cij]
= [aij + (bij + cij)] (ÇÕÀ°º a ?)
= [aij] + [(bij + cij)] = [aij] + ([bij] + [cij]) = A + (B + C)

(iii) Ü¯óÅåîÕ ååÃîÕ çÆ Ô¯ ºç (Existence of  additive identity) î³é ñú ÇÕ
A = [aij] ÇÂ¼Õ m × n îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ O ÇÂ¼Õ m × n ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔË å» A+O = O+A=
A Ô¹¿çÅ ÔËÍ çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú, îËÇàzÕÃ» çÆ Ü¯ó Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÅ ååÃîÕ ÇÃøð îËÇàzÕÃ O ÔËÍ

(iv) Ü¯óÅåîÕ À°ñà çÆ Ô¯ºç (The existence of additive inverse)  î³é ñú ÇÕ A =
[aij]m × n ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÔË å» ÇÂ¼Õ Ô¯ð îËÇàzÕÃ– A = [– aij]m × n ÇÂÃ êÌÕÅð çÅ ÔË ÇÕ A + (–

Áå¶
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A) = (– A) + A= O] Áå¶ îËÇàzÕÃ – A, îËÇàzÕÃ A  çÅ Ü¯ó ç¶ Á³åð×å À°ñà îËÇàzÕÃ Ü»
Çðä îËÇàzÕÃ ÔËÍ

3.4.4  ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ç¶ ÃÕ¶ñð ×¹äé çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of scalar
multiplication of a matrix)

Ü¶Õð A = [aij] Áå¶ B = [bij] ÃîÅé ́ î m × n, òÅñ¶ ç¯ îËÇàzÕÃ Ôé Áå¶ k Áå¶ l ÃÕ¶ñð Ôé å»
(i) k(A +B) = k A + kB, (ii) (k + l)A = k A + l A

Ô¹ä] A = [aij]m × n, B = [bij]m × n, Áå¶ k Áå¶ l ÃÕ¶ñð Ôé, å»

(i) k (A + B) = k ([aij] + [bij])

= k [aij + bij] = [k (aij + bij)] = [(k aij) + (k bij)]

= [k aij] + [k bij] = k [aij] + k [bij] = kA + kB

(ii) ( k + l ) A  = (k + l) [aij]

= [(k + l) aij] = [k aij] + [l aij] = k [aij] + l [aij] = k A + l A.

À°çÅÔðä H. Ü¶Õð 
8 0 2 2

A 4 2 , B 4 2
3 6 5 1

−   
   = − =   
   −   

 Áå¶ 2A + 3X = 5B Çç¼åÅ Ô¯ò¶ å» îËÇàzÕÃ

X êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË 2A + 3X = 5B
Ü» 2A + 3X – 2A = 5B – 2A

Ü» 2A – 2A + 3X = 5B – 2A (îËÇàzÕÃ Ü¯ó ́ î–òà»çðÅ ÔË)
Ü» O + 3X = 5B – 2A (– 2A, îËÇàzÕÃ 2A çÅ Ü¯ó À°ñà ÔË)
Ü» 3X = 5B – 2A (O, Ü¯ó çÅ ååÃîÕ ÔË)

Ü» X = 
1
3

 (5B – 2A)

Ü»
2 2 8 0

1X 5 4 2 2 4 2
3

5 1 3 6

 −   
    = − −    
    −    

 = 
10 10 16 0

1 20 10 8 4
3

25 5 6 12

 − −   
    + −    
    − − −    
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    = 

10 16 10 0
1 20 8 10 4
3

25 6 5 12

− − + 
 − + 
 − − − 

 = 

6 10
1 12 14
3

31 7

− − 
 
 
 − − 

 = 

10
2 3

144
3

31 7
3 3

− 
− 

 
 
 
 − − 
  

À°çÅÔðä I. X Áå¶ Y, êåÅ Õð¯ Ü¶Õð 
5 2

X Y
0 9

 
+ =  

 
 Áå¶  3 6

X Y
0 1

 
− =  − 

 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ (X + Y) + (X – Y) =
5 2 3 6
0 9 0 1

   
+   −   

Ü» (X + X) + (Y – Y) =
8 8
0 8

 
 
 

 ⇒ 
8 8

2X
0 8

 
=  

 

Ü» X =
8 8 4 41
0 8 0 42

   
=   

   

éÅñ ÔÆ (X + Y) – (X – Y) = 5 2 3 6
0 9 0 1

   
−   −   

Ü» (X – X) + (Y + Y) =
5 3 2 6

0 9 1
− − 

 + 
 ⇒ 

2 4
2Y

0 10
− 

=  
 

Ü» Y =
2 4 1 21
0 10 0 52

− −   
=   

   

À°çÅÔðä A@. ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä å¯º x Áå¶ y ç¶ î¹¼ñ» ù êåÅ Õð¯ :

5 3 4
2

7 3 1 2
x

y
−   

+   −   
 =

7 6
15 14

 
 
 

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË

   
5 3 4

2
7 3 1 2
x

y
−   

+   −   
 = 

7 6
15 14

 
 
 

 ⇒ 
2 10 3 4 7 6
14 2 6 1 2 15 14

x
y

−     
+ =     −     
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Ü»
2 3 10 4
14 1 2 6 2

x
y

+ − 
 + − + 

 =
7 6

15 14
 
 
 

 ⇒ 
2 3 6 7 6

15 2 4 15 14
x

y
+   

=   −   

Ü» 2x + 3 = 7 Áå¶ 2y – 4 = 14 (ÇÕÀ°º?)
Ü» 2x = 7 – 3 Áå¶ 2y = 18

Ü» x =
4
2

Áå¶ y =
18
2

ÁðæÅå x = 2 Áå¶ y = 9

À°çÅÔðä 11. ç¯ ÇÕÃÅé ðÅî ÇÕôé Áå¶ ×¹ðÚðé ÇÃ³Ø Õ¶òñ Çå¿é êÌÕÅð ç¶ ÚÅòñ ÇÜò¶º ìÅÃîåÆ,
êðîñ Áå¶ éÀ°ðÅ çÆ Ö¶åÆ Õðç¶ ÔéÍ ç¯ò¶º ÇÕÃÅé» ç¹ÁÅðÅ Ãå¿ìð Áå¶ ÁÕå±ìð îÔÆé¶ Çò¼Ú, ÇÂÃ åð·»
ç¶ ÚÅòñ çÆ ÇòÕðÆ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú a) ù ÇéîéÇñÖå A Áå¶  B îËÇàzÕÃ ç¹ÁÅðÅ ÇòÁÕå ÕÆåÅ
Ç×ÁÅ ÔË :

(i) Ôð¶Õ ÇÕÃÅé çÆ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÚÅòñ çÆ Ãå¿ìð Áå¶ ÁÕå±ìð çÆ ÇÂÕ¼áÆ ÇòÕðÆ êåÅ Õð¯Í

(ii) Ãå¿ìð å¯º ÁÕå±ìð å¼Õ ÇòÕðÆ Çò¼Ú ÁÅÂÆ ÕîÆ êåÅ Õð¯Í

(iii) Ü¶Õð ç¯ò¶º ÇÕÃÅé» ù Õ°¼ñ ÇòÕðÆ Óå¶ 2%  ñÅí ÇîñçÅ ÔË å» ÁÕå±ìð Çò¼Ú Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶
ÚÅòñ çÆ ÇòÕðÆ ç¶ Ôð¶Õ ÇÕÃÅé ù Çîñä òÅñÅ ñÅí êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :
(i) Ôð¶Õ ÇÕÃÅé çÆ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÚÅòñ çÆ Ãå¿ìð Áå¶ ÁÕå±ìð Çò¼Ú Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÚÅòñ çÆ

ÇòÕðÆ Ô¶á Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË :

Ãå¿ìð îÔÆé¶ çÆ ÇòÕðÆ (ð¹ÇêÁ» Çò¼Ú )
ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ

ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

ÁÕå±ìð îÔÆé¶ çÆ ÇòÕðÆ (ð¹ÇêÁ» Çò¼Ú )
ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ

ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø
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(ii) Ãå¿ìð çÆ å°ñéÅ Çò¼Ú ÁÕå±ìð Çò¼Ú Ô¯ÂÆ ÇòÕðÆ Çò¼Ú ÕîÆ Ô¶á» Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ

(iii) B çÅ 2% =
2 B

100
× = 0. 02 × B

= 0.02 

=  

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÕå±ìð îÔÆé¶ Çò¼Ú, ðÅî ÇÕôé Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÚÅòñ çÆ ÇòÕðÆ Óå¶ ´îòÅð A@@
ð¹êÂ¶, B@@ ð¹êÂ¶ Áå¶ AB@ ð¹êÂ¶ ñÅí êÌÅêå ÕðçÅ ÔË Áå¶ ×¹ðÚðé ÇÃ³Ø, Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÚÅòñ çÆ
ÇòÕðÆ Óå¶ ́ îòÅð D@@ ð¹., B@@, ð¹: Áå¶ B@@ ð¹: ñÅí êÌÅêå ÕðçÅ ÔËÍ

3.4.5  îËÇàzÕÃ» çÅ ×¹äé (Multiplication of matrices)

î³é ñú ÇÕ îÆðÅ Áå¶ éçÆî ç¯ Çî¼åð ÔéÍ îÆðÅ B Õñî» Áå¶ E ÕÔÅäÆ çÆÁ» ê¹ÃåÕ» ÖðÆçäÅ
ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË, Üç¯º ÇÕ éçÆî ù H Õñî» Áå¶ A@ ÕÔÅäÆ çÆÁ» ê¹ÃåÕ» çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ À°Ô ç¯ò¶º ÇÂ¼Õ
ç¹ÕÅé å¶ (ÕÆîå) êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Ü»ç¶ Ôé Ü¯ ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð ÔË :

Õñî & Ôð¶Õ E ð¹:, ÕÔÅäÆ ê¹ÃåÕ&Ôð¶Õ E@ ð¹: ÔËÍ
À°Ôé» ç¯Ô» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ù ÇÕ¿éÆ èé ðÅôÆ ÖðÚ ÕðéÆ êò¶×Æ? Ãêôà ÔË; îÆðÅ ù ð¹: (5 × 2 + 50

× 5)  ð¹: íÅò 260 ð¹: çÆ ÷ðÈðå ÔË Üç¯º ÇÕ éçÆî ù (8 × 5 + 50 × 10) íÅò 540 ð¹: çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ
ÁÃÆº À°êð¯Õå ÃÈÚéÅ ù îËÇàzÕÃ ÇéðÈêä Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð êÌ×à Õð ÃÕç¶ Ô» :

ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ
ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ
ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ
ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

ìÅÃîåÆ êðîñ

×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ

ìÅÃîåÆ êðîñ éÀ°ðÅ

ðÅî ÇÕôé
×¹ðÚðé ÇÃ³Ø

éÀ°ðÅ
ðÅî ÇÕôé
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÷ðÈðå êÌåÆ é× î¹¼ñ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú) ñ¯óÆºçÆ èé ðÅôÆ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)

2 5
8 10

 
 
 

5
50

 
 
 

5 2 5 50 260
8 5 10 50 540

× + ×   
=   × + ×   

î³é ñú ÇÕ À°Ôé» ç¹ÁÅðÅ ÇÕÃ¶ Ô¯ð ç¹ÕÅé å¯º êåÅ Õðé Óå¶ î¹¼ñ Ô¶á Áé°ÃÅð Ôé :
Õñî & Ôð¶Õ D ð¹êÂ¶; ÕÔÅäÆ çÆ ê¹ÃåÕ &Ôð¶Õ D@ ð¹:

Ô¹ä îÆðÅ Áå¶ éçÆî ç¹ÁÅðÅ ÖðÆççÅðÆ Õðé ç¶ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ èé ðÅôÆ ́ îòÅð (4 × 2 + 40 ×
5) = ð¹êÂ¶ Áå¶ (8 × 4 + 10 × 40) = DCB ð¹êÂ¶ ÔËÍ

ç¹ÁÅðÅ À°êð¯Õå ÃÈÚéÅ ù ÇéîéÇñÖå ã¿× éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
÷ðÈðå êÌåÆ é× î¹¼ñ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú) ñ¯óÆºçÆ èé ðÅôÆ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)

2 5
8 10

 
 
 

4
40

 
 
 

4 2 40 5 208
8 4 10 4 0 432

× + ×   
=   × + ×   

Ôä, À°êð¯Õå ç¯ò» ÇçôÅò» Çò¼Ú êÌÅêå ÃÈÚéÅò» ù ÇÂÕ¼áÅ îËÇàzÕÃ ÇéðÈêä ç¹ÁÅðÅ ÇéîéÇñÖå
ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

÷ðÈðå êÌåÆ é× î¹¼ñ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú) ñ¯óÆºçÆ èé ðÅôÆ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)

2 5
8 10

 
 
 

5 4
50 40

 
 
 

5 2 5 50 4 2 40 5
8 5 10 5 0 8 4 10 4 0

× + × × + × 
 × + × × + × 

= 
260 208
540 432

 
 
 

À°êð¯Õå À°çÅÔðä îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äé çÅ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ÔËÍ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ îËÇàzÕÃ» A Áå¶ B
ç¶ ×¹äé ñÂÆ, A Çò¼Ú æ¿î» çÆ Ç×äåÆ B Çò¼Ú ÕåÅð» çÆ Ç×äåÆ ç¶ ìðÅìð Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º
ÇÂñÅòÅ ×¹äéëñ îËÇàzÕÃ (Product matrix) ç¶ å¼å» ù êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº A çÆÁ» ÕåÅð»
Áå¶ B ç¶ æ¿î» ù ñË Õ¶ å¼å» ç¶ ´î Áé°ÃÅð (Element–wise) ×¹äé Õðç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ åð·»
×¹äéøñ» çÅ Ü¯óëñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í ðÃîÆ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äé ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú
êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

ç¯ îËÇàzÕÃ» A Áå¶ B çÅ ×¹äéëñ êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¶Õð A Çò¼Ú æ¿î» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ, B Çò¼Ú
ÕåÅð» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ÃîÅé Ô¹¿çÆ ÔËÍ î³é ñú ÇÕ A = [aij] ÇÂ¼Õ m × n ´î çÅ îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶
B = [bjk] ÇÂ¼Õ  n × p ́ î çÅ îËÇàzÕÃ ÔËÍ Ô¹ä îËÇàzÕÃ» A Áå¶ B çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ m × p ´î çÅ
îËÇàzÕÃ C Ô¹¿çÅ ÔËÍ îËÇàzÕÃ C çÅ (i, k) ò» å¼å cik êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº A çÆ i òÆº ÕåÅð Áå¶
B ç¶ kò¶ºa æ¿î ù ñËºç¶ Ô» Áå¶ Çëð À°Ã ç¶ Á³ô» çÅ ́ î Áé°ÃÅð ×¹äé Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ç¶ À°êð¿å ÇÂÔé»
ÃÅÇðÁ» ×¹äéøñ» çÅ Ü¯óëñ êåÅ Õð ñËºç¶ Ô»Í çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú Ü¶Õð,
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A = [aij]m × n, B = [bjk]n × p ÔË å» A çÆ i òÆº ÕåÅð [ai1 ai2 ... ain] Áå¶ B çÅ k¶ò» æ¿î

1

2
.
.
.

k

k

nk

b
b

b

 
 
 
 
 
  

 ÔË, å» cik =  ai1 b1k + ai2 b2k + ai3 b3k + ... + ain bnk = 
1

n

ij jk
j

a b
=

∑

îËÇàzÕÃ C = [cik]m × p A Áå¶ B çÅ ×¹äéëñ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð 1 1 2
C

0 3 4
− 

=  
 

 Áå¶ 
2 7

1D 1
5 4

 
 = − 
 − 

  ÔË å»

×¹äéëñ 
2 7

1 1 2
CD CD 1 1

0 3 4
5 4

 
−   = −      − 

ifjHkkf"kr gS rFkk  ÇÂ¼Õ 2 × 2  îËÇàzÕÃ ÔË ÇÜÃ çÆ

Ôð¶Õ ÇÂ³çðÅÜ C çÆ ÇÕÃ¶ ÕåÅð ç¶ ÇÂ³çðÅÜ» çÆ D ç¶ ÇÕÃ¶ æ¿î çÆÁ» Ã¿×å ÇÂ³çðÅÜ» ç¶ ×¹äéëñ» ç¶
Ü¯óëñ ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ À°çÅÔðä Çò¼Ú ÇÂÔ ÚÅð¯º ×äéÅ ÇéîéÇñÖå Ôé :

Áå¶ 
13 2

CD
17 13

− 
=  − 

êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶

êÇÔñÆ ÕåÅð
Áå¶ êÇÔñ¶ æ¿î
ç¶ å¼å
êÇÔñÆ ÕåÅð
Áå¶ çÈÃð¶ æ¿î ç¶
å¼å
çÈÃðÆ ÕåÅð
Áå¶ êÇÔñ¶ æ¿î
ç¶ å¼å
çÈÃðÆ ÕåÅð
Áå¶ çÈÃð¶ æ¿î ç¶
å¼å
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À°çÅÔðä AB. Ü¶Õð 6 9 2 6 0
A B

2 3 7 9 8
   

= =   
   

rFkk ÔË å» AB êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : îËÇàzÕÃ A Çò¼Ú B æ¿î Ôé Ü¯ îËÇàzÕÃ B çÆÁ» ÕåÅð» ç¶ ÃîÅé ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ AB êÇðíÅÇôå

ÔËÍ Ô¹ä AB =
6(2) 9(7) 6(6) 9(9) 6(0) 9(8)
2(2) 3(7) 2(6) 3(9) 2(0) 3(8)

+ + + 
 + + + 

=
12 63 36 81 0 72
4 21 12 27 0 24

+ + + 
 + + + 

 = 
75 117 72
25 39 24

 
 
 

AÇà¼êäÆ     Ü¶Õð AB êÇðíÅÇôå ÔË å» ÇÂÔ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÇÕ BA òÆ êÇðíÅÇôå Ô̄ò¶Í À°êðȬå À°çÅÔðä
Çò¼Ú AB êÇðíÅÇôå ÔË êð¿å± BA òÆ êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ B Çò¼Ú 3 æ¿î Ôé Üçº̄ ÇÕ  A Çò¼Ú Õ¶òñ B
ÕåÅð»  (3 ÕåÅð» éÔÆº) ÔéÍ Ü¶Õð A Áå¶ B ́ îòÅð m × n Áå¶ k  × l  åðåÆì ç¶ îËÇàzÕÃ Ôé å» AB
Áå¶ BA çò̄¶º ÔÆ êÇðíÅÇôå Ôé Ü¶Õð  Õ¶òñ n = k  Áå¶ l = m Ô̄ò¶Í Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú, Ü¶Õð A Áå¶ B çò̄¶º
ÔÆ ÃîÅé ́ î ç¶ òð× îËÇàzÕÃ Ôé å» AB Áå¶ BA ç¯ò¶º êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äé çÆ Áä-´î òà»çðÅ (Non-Commutativity of multiplication of matrices)
Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ç¶ ç¹ÁÅðÅ ò¶Ö»×¶ ÇÕ Ü¶Õð AB Áå¶ BA êÇðíÅÇôå òÆ Ô¯ä å» ÇÂÔ ÷ðÈðÆ
éÔÆº ÔË ÇÕ AB = BA Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä AC. Ü¶Õð
2 3

1 2 3
A B 4 5

4 2 5
2 1

 
−   = =   −    

vkSj , å» AB Áå¶ BA  êåÅ Õð¯Í çðÃÅú

ÇÕ AB ≠ BA

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ A ÇÂ¼Õ 2 × 3 îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ B ÇÂ¼Õ 3 × 2 îËÇàzÕÃ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ AB Áå¶ BA ç¯ò¶º
ÔÆ êÇðíÅÇôå Ôé Áå¶ ́ îòÅð 2 × 2 Áå¶ 3 × 3, åðåÆì ç¶ îËÇàzÕÃ ÔéÍ é¯à Õð¯ ÇÕ

AB =
2 3

1 2 3
4 5

4 2 5
2 1

 
−   

   −    

 = 
2 8 6 3 10 3 0 4
8 8 10 12 10 5 10 3

− + − + −   
=   − + + − + +   

Áå¶ BA =
2 3 2 12 4 6 6 15

1 2 3
4 5 4 20 8 10 12 25

4 2 5
2 1 2 4 4 2 6 5

− − + +   
−    = − − + +    −    − − + +   

 
10 2 21
16 2 37
2 2 11

− 
 = − 
 − − 

Ãêôà ðÈê Çò¼Ú  AB ≠ BA.

 Áå¶

Áå¶
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À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú AB Áå¶ BA ò¼Ö ò¼Ö åðåÆì ç¶ îËÇàzÕÃ Ôé Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ AB ≠
BA ÔËÍ êð¿å± Õ¯ÂÆ ÁÇÜÔÅ Ã¯Ú ÃÕçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð AB Áå¶ BA ç¯ò¶º ÃîÅé åðåÆì ç¶ Ô¹¿ç¶  å» Ô¯ ÃÕçÅ
ÔË À°Ô ÃîÅé Ô¯äÍ êð¿å± ÁÇÜÔÅ òÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä Çò¼Ú ÇòÖÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ç¶ ðÔ¶ Ô»
ÇÕ Ü¶Õð AB Áå¶ BA ÃîÅé åðåÆì ç¶ Ô¯ä å» òÆ ÇÂÔ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË ÇÕ À°Ô ÃîÅé Ô¯äÍ

À°çÅÔðä AD. Ü¶ÕðA =
1 0
0 1

 
 − 

 Áå¶ 0 1
B

1 0
 

=  
 

 ÔË å» 0 1
AB

1 0
 

=  − 

Áå¶ BA =
0 1
1 0

− 
 
 

 ÔËÍ Ãêôà ÔË ÇÕ AB ≠ BA  gSA

Áå¶ îËÇàzÕÃ ×¹äé ́ î-òà»çðÅ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ    ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ éÔÆº ÔË ÇÕ A Áå¶ B îËÇàzÕÃ» ç¶ À°Ôé» ÃÅð¶ Ü¯ÇóÁ» ç¶ ñÂÆ,
ÇÜÔé» ñÂÆ AB Áå¶ BA êÇðíÅÇôå ÔË, AB ≠ BA Ô¯ò¶×ÅÍ À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ :

Ü¶Õð 
1 0 3 0

A , B
0 2 0 4

   
= =   

   
, å» AB = BA = 

3 0
0 8

 
 
 

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ÃîÅé ́ î ç¶ ÇòÕðä îËÇàzÕÃ» çÅ ×¹äé ́ î&òà»çðÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ç¯ ×Ëð-ÇÃøð îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇÃøð îËÇàÌÕÃ (Zero matrix as the
product of two non-zero matrices)
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ç¯ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» a Áå¶ b ç¶ ñÂÆ Ü¶Õð ab = 0 ÔË å» Ü» å» a = 0 Ü»
b = 0 Ô¹¿çÅ ÔËÍ êð¿å± îËÇàzÕÃ» ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÇÕ ÇÂÔ Ã¼Ú Ô¯ò¶Í ÇÂÃ å¼æ ù ÁÃÆº ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä
ðÅÔÆº ç¶Ö»×¶Í

À°çÅÔðä AE. Ü¶Õð 
0 1

A
0 2

− 
=  

 
 Áå¶ 

3 5
B

0 0
 

=  
 

 ÔË å» AB çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶  
0 1 3 5 0 0

AB
0 2 0 0 0 0

−     
= =     

     
ÇÂÃ ñÂÆ Ü¶Õð ç¯ îËÇàzÕÃ» çÅ ×¹äéøñ ÇÂ¼Õ ÇÃøð îÎËÇàzÕÃ ÔË å» ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË ÇÕ À°Ôé»

Çò¼Úº̄ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÇÃøð îËÇàzÕÃ Ô¯ò¶Í

3.4.6  îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äé çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of multiplication of matrices)
îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äé ç¶ ×¹äèðî» ù ÁÃÆº Çéîé Áé°ÃÅð Çìé» ÃìÈå çðÃÅ ðÔ¶ Ô»Í

1. ÃÇÔÚÅðåÅ Çéïî (The Associatine law) : ÇÕÃ¶ òÆ Çå¿é îËÇàzÕÃ» A, B Áå¶ C ç¶ ñÂÆ
(AB) C = A (BC), Üç¯º òÆ ÃîÆÕðä ç¶ ç¯ò¶º ê¼Ö êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ Ôé :
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2. ò¿âÕÅðÆ Çéïî (The distributive law) : ÇÕÃ¶ òÆ Çå¿é îËÇàzÕÃ» A, B Áå¶ C ç¶ ñÂÆ
(i) A (B+C) = AB + AC

(ii) (A+B) C = AC + BC, Üç¯º òÆ ÃîÆÕðä ç¶ ç¯ò¶º ê¼Ö êÇðíÅÇôå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
3. ×¹äé ç¶ ååÃîÕ çÆ Ô¯ºç (The Existance of multiplcatioutive identify):  Ôð¶Õ

òð× îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ ÃîÅé ́ î ç¶ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ I çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¹¿çÆ ÔË ÇÕ IA = AI
= A

Ô¹ä ÁÃÆº À°çÅÔðä» ç¶ ç¹ÁÅðÅ À°êð¯Õå ×¹äèðî» ù êÌîÅÇäå Õð»×¶Í

À°çÅÔðä AF.  Ü¶Õð 
1 1 1 1 3

1 2 3 4
A 2 0 3 , B 0 2 C

2 0 2 1
3 1 2 1 4

−   
−    = = =      −    − −   

rFkk  å»

A(BC) Áå¶ (AB)C êåÅ Õð¯ Áå¶ çðÃÅú ÇÕ (AB)C = A(BC) ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ AB =

(AB) (C) =
2 2 4 0 6 2 8 12 1

1 2 3 4
1 18 1 36 2 0 3 36 4 18

2 0 2 1
1 15 1 30 2 0 3 30 4 15

+ + − − +  
−    − = − + − + − − +     −     + + − − +   

=

4 4 4 7
35 2 39 22
31 2 27 11

− 
 − − 
 − 

Ô¹ä BC =
1 6 2 0 3 6 4 31 3

1 2 3 4
0 2 0 4 0 0 0 4 0 2

2 0 2 1
1 4 1 8 2 0 3 8 4 4

+ + − − +  
−     = + + − +     −    − − + − + − − +   

=

7 2 3 1
4 0 4 2
7 2 11 8

− − 
 − 
 − − 

Áå¶

1 1 1 1 3 1 0 1 3 2 4 2 1
2 0 3 0 2 2 0 3 6 0 12 1 18
3 1 2 1 4 3 0 2 9 2 8 1 15

− + + + −       
       = + − + + = −       
       − − + − − +       
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ÇÂÃ ñÂÆ A(BC) =
7 2 3 11 1 1

2 0 3 4 0 4 2
3 1 2 7 2 11 8

− −−   
   −  
  − − −   

=
7 4 7 2 0 2 3 4 11 1 2 8

14 0 21 4 0 6 6 0 33 2 0 24
21 4 14 6 0 4 9 4 22 3 2 16

+ − + + − − + − + − 
 + + + − − + − − + + 
 − + + − − + − − − + 

=

4 4 4 7
35 2 39 22
31 2 27 11

− 
 − − 
 − 

Ãê¼ôà ÔË, (AB) C = A (BC)

À°çÅÔðä AG. Ü¶Õð 
0 6 7 0 1 1 2

A 6 0 8 , B 1 0 2 , C 2
7 8 0 1 2 0 3

     
     = − = = −     
     −     

å» AC, BC Áå¶ (A + B)C çÆ ×äéÅ Õð¯Í ÇÂÔ òÆ êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ
(A + B) C = AC + BC

Ô¼ñ : 
0 7 8

A+ B 5 0 10
8 6 0

 
 = − 
 − 

ÇÂÃ ñÂÆ,  (A + B) C =
0 7 8 2 0 14 24 10
5 0 10 2 10 0 30 20
8 6 0 3 16 12 0 28

− +       
       − − = − + + =       
       − + +       

ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ  AC =
0 6 7 2 0 12 21 9
6 0 8 2 12 0 24 12

7 8 0 3 14 16 0 30

− +       
       − − = − + + =       
       − + +       
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Áå¶ BC =

0 1 1 2 0 2 3 1
1 0 2 2 2 0 6 8
1 2 0 3 2 4 0 2

− +       
       − = + + =       
       − + −       

ÇÂÃ ñÂÆ   AC + BC =
9 1 10
12 8 20
30 2 28

     
     + =     
     −     

Ãê¼ôà ÔË (A + B) C = AC + BC

À°çÅÔðä AH. Ü¶Õð 
1 2 3

A 3 2 1
4 2 1

 
 = − 
  

 ÔË å» çðÃÅú ÇÕ A3 – 23A – 40I = O

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ 2
1 2 3 1 2 3 19 4 8

A A.A 3 2 1 3 2 1 1 12 8
4 2 1 4 2 1 14 6 15

     
     = = − − =     
          

ÇÂÃ ñÂÆ A3 = A A2 = 
1 2 3 19 4 8 63 46 69
3 2 1 1 12 8 69 6 23
4 2 1 14 6 15 92 46 63

     
     − = −     
          

Ô¹ä A3 – 23A – 40I =
63 46 69 1 2 3 1 0 0
69 6 23 – 23 3 2 1 – 40 0 1 0
92 46 63 4 2 1 0 0 1

     
     − −     
          

=

63 46 69 23 46 69 40 0 0
69 6 23 69 46 23 0 40 0
92 46 63 92 46 23 0 0 40

− − − −     
     − + − − + −     
     − − − −     

=

63 23 40 46 46 0 69 69 0
69 69 0 6 46 40 23 23 0
92 92 0 46 46 0 63 23 40

− − − + − + 
 − + − + − − + 
 − + − + − − 

 =

0 0 0
0 0 0 O
0 0 0

 
  = 
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À°çÅÔðä AI. ÇÕÃ¶ ÇòèÅé ÃíÅ Ú¯ä» ç¶ ç½ðÅé ÇÂ¼Õ ðÅÜéÆÇåÕ çñ é¶ ÁÅêä¶ À°îÆçòÅð ç¶ êÌÚÅð
ÇÔ¼å ÇÂ¼Õ Üé Ã¿êðÕ ëðî ù á¶ÕÅ Çç¼åÅÍ êÌÚÅð ñÂÆ Çå¿é ÇòèÆÁ» ç¹ÁÅðÅ Ã¿êðÕ ÃæÅÇêå ÕðéÅ
ÇéôÇÚå Ô¯ÇÂÁÅÍ ÇÂÔ Ôé : àËñÆë¯é ç¹ÁÅðÅ, Øð Øð ÜÅ Õ¶ Áå¶ êðÚÅ Çòåðä ç¹ÁÅðÅÍ Ôð¶Õ Ã¿êðÕ
çÆ ñÅ×å (êËÇÃÁ» Çò¼Ú) îËÇàzÕÃ A Çò¼Ú çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔË :

A = 
40

100
50

 
 
 
  

ifz r lia oQZ ewY;

Vys hiQkus }kjk

?kj tkdj

ipkZ }kjk

X Áå¶ Y ç¯ ôÇÔð» Çò¼Ú Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ Ã¿êðÕ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ îËÇàzÕÃ

1000 500 5000 X
B

Y3000 1000 10,000
→ 

=  → 

Vys hiQksu     ?kj tkdj  ipkZ }kjk

 Çò¼Ú çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ X Áå¶ Y  ôÇÔð» Çò¼Ú ðÅÜéÆÇåÕ çñ

ç¹ÁÅðÅ ÖðÚ ÕÆåÆ ×ÂÆ Õ°¼ñ èé ðÅôÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶

BA =
40,000 50,000 250,000 X

Y120,000 +100,000 +500,000
+ + → 

  → 

=
340,000 X

Y720,000
→ 

  → 

ÇÂÃ åð·» çñ ç¹ÁÅðÅ ç¯ò» ôÇÔð» Çò¼Ú ÖðÚ ÕÆåÆ ×ÂÆ Õ°¼ñ èé ðÅôÆ C,D@,@@@ êËÃ¶ Áå¶ GB@,@@@
êËÃ¶ íÅò CD@@ ð¹: Áå¶ GB@@ ð¹: ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ C.B

1. î³é ñú ÇÕ 
2 4 1 3 2 5

A , B , C
3 2 2 5 3 4

−     
= = =     −     

, å» ÇéîéÇñÖå êåÅ Õð¯ :

(i) A + B (ii) A – B (iii) 3A – C
(iv) AB (v) BA

àËñÆë¯é ç¹ÁÅðÅ
Øð ÜÅ Õ¶

êðÚ¶ ç¹ÁÅðÅ

êÌåÆ Ã¿êðÕ ñÅ×å

àËñÆë¯é ç¹ÁÅðÅ Øð ÜÅ Õ¶ êðÚ¶ ç¹ÁÅðÅ
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2. ÇéîéÇñÖå çÆ ×äéÅ Õð¯ :

(i)
a b a b
b a b a

   
+   −   

(ii)
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
2 2

a b b c ab bc
ac aba c a b

 + +  
+   − −+ +    

(iii)
1 4 6 12 7 6
8 5 16 8 0 5
2 8 5 3 2 4

− −   
   +   
      

(iv)
2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin sin cos

sin cos cos sin

x x x x

x x x x

   
+   

      

3. Ô¶á» çðÃÅÂ¶ ×¹äéøñ çÆ ×äéÅ Õð¯Í

(i)
a b a b
b a b a

−   
   −   

(ii) [ ]
1
2 2 3 4
3

 
 
 
  

(iii)
1 2 1 2 3
2 3 2 3 1

−   
   
   

(iv)
2 3 4 1 3 5
3 4 5 0 2 4
4 5 6 3 0 5

−   
   
   
      

(v)
2 1

1 0 1
3 2

1 2 1
1 1

 
  
   −  − 

(vi)
2 3

3 1 3
1 0

1 0 2
3 1

− 
−   

   −    

.

4. Ü¶Õð 
1 2 3 3 1 2 4 1 2

A 5 0 2 , B 4 2 5 C 0 3 2
1 1 1 2 0 3 1 2 3

− −     
     = = =     
     − −     

rFkk , å» (A+B) Áå¶

(B – C) êåÅ Õð¯Í éÅñ ÔÆ êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ A + (B – C) = (A + B) – C.

5. Ü¶Õð 

2 5 2 31 1
3 3 5 5
1 2 4 1 2 4A B
3 3 3 5 5 5
7 2 7 6 22
3 3 5 5 5

   
   
   
   = =   
   
   
      

rFkk , å» 3A – 5B êåÅ Õð¯ÍÁå¶

Áå¶
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6. Ãðñ Õð¯,  
cos sin sin cos

cos + sin
sin cos cos sin

θ θ θ − θ   
θ θ   − θ θ θ θ   

7. X Áå¶ Y êåÅ Õð¯ Ü¶Õð

(i)
7 0 3 0

X + Y X – Y
2 5 0 3

   
= =   

   
rFkk

(ii)
2 3 2 2

2X + 3Y 3X 2Y
4 0 1 5

−   
= + =   −   

rFkk

8. X Áå¶ Y êåÅ Õð¯ Ü¶Õð Y = 
3 2
1 4

 
 
 

 Áå¶  2X + Y = 
1 0
3 2

 
 − 

9. x Áå¶ y êåÅ Õð¯ Ü¶Õð 
1 3 0 5 6

2
0 1 2 1 8

y
x

     
+ =     

     

10. Çç¼åÆ ÃîÆÕðä ù  x, y, z Áå¶ t ç¶ ñÂÆ Ô¼ñ Õð¯ Ü¶Õð

 
1 1 3 5

2 3 3
0 2 4 6

x z
y t

−     
+ =     

     

11. Ü¶Õð 
2 1 10
3 1 5

x y
−     

+ =     
     

 ÔË å» x Áå¶  y ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

12. Ü¶Õð 
6 4

3
1 2 3

x y x x y
z w w z w

+     
= +     − +     

 ÔË å» x, y, z Áå¶ w ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

13. Ü¶Õð
cos sin 0

F ( ) sin cos 0
0 0 1

x x
x x x

− 
 =  
  

 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ F(x) F(y) = F(x + y)

14. çðÃÅú ÇÕ

(i)
5 1 2 1 2 1 5 1
6 7 3 4 3 4 6 7

− −       
≠       

       

Áå¶

Áå¶
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(ii)
1 2 3 1 1 0 1 1 0 1 2 3
0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 2 3 4 2 3 4 1 1 0

− −       
       − ≠ −       
              

15.  Ü¶Õð 
2 0 1

A 2 1 3
1 1 0

 
 =  
 − 

 ÔË å» A2 – 5A + 6I, çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

16. Ü¶Õð
1 0 2

A 0 2 1
2 0 3

 
 =  
  

 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  AA3 – 6A2 + 7A + 2I = 0

17. Ü¶Õð 
3 2 1 0

A I =
4 2 0 1

−   
=    −   

rFkk  Áå¶a A2 = kA – 2I ÔË å» k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

18. Ü¶Õð 
0 tan

2A
tan 0

2

α − 
=  

α 
  

 Áå¶ I ´î B çÅ ÇÂ¼Õ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔËÍ å» ÇÃ¼è Õð¯

ÇÕ  I + A = (I – A) 
cos sin
sin cos

α − α 
 α α 

19. ÇÕÃ¶ òêÅð Ã¿Ø ç¶ Õ¯ñ C@, @@@ ð¹êÂ¶ çÅ ë¿â ÔË ÇÜÃ ù ç¯ Çí¿é-Çí¿é êÌÕÅð ç¶ ì»â» (Bonds) Çò¼Ú
Çéò¶ô ÕðéÅ ÔËÍ êÇÔñ¶ ì»â å¶ E% ÃñÅéÅ Áå¶ çÈÜ¶ ì»â å¶ G% òÅðÇôÕ ÇòÁÅÜ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
îËÇàzÕÃ ×¹äé ç¶ êÌï×̄ ç¹ÁÅðÅ ÇÂÔ ÇéðèÅÇðå Õð ̄ÇÕ C@, @@@ ð¹: ç¶ ë¿â ù ç¯ êÌÕÅð ç¶ ì»â Çò¼Ú
Çéò¶ô Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÕÃ êÌÕÅð ò¿ÇâÁÅ ÜÅò¶ ÇÜÃ éÅñ òêÅð Ã¿Ø ù êÌÅêå Õ°¼ñ òÅðÇôÕ ÇòÁÅÜ
(i)    AH@@ ð¹: Ô¯ò¶Í (ii) B@@@ ð¹: Ô¯ò¶Í

20. ÇÕÃ¶ ÃÕ±ñ çÆÁ» ê¹ÃåÕ» çÆ ç¹ÕÅé Çò¼Ú A@ çðÜé ðÃÅÇÂä ÇòÇ×ÁÅé, H çðÜé í½ÇåÕ
ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ A@ çðÜé ÁðæôÅÃåð çÆÁ» ê¹ÃåÕ» ÔéÍ ÇÂÔé» ê¹ÃåÕ» çÅ ò¶Ú î¹¼ñ
´îòÅð H@ ð¹: Áå¶ F@ ð¹: Áå¶ D@ ð¹: êÌåÆ ê¹ÃåÕ ÔËÍ îËÇàzÕÃ ìÆÜ ×Çäå ç¶ êÌï¯× ðÅÔÆº êåÅ
Õð¯ ÇÕ ÃÅðÆÁ» ê¹ÃåÕ» ù ò¶Úä éÅñ ç¹ÕÅé ù Õ°¼ñ ÇÕ¿éÆ èé ðÅôÆ êÌÅêå Ô¯ò¶×ÆÍ
î³é ñú ÇÕ X, Y, Z, W Áå¶ P ÕÌîòÅð 2 × n, 3 × k, 2 × p, n × 3 Áå¶ p × k, ´î ç¶
îËÇàzÕÃ ÔéÍ Ô¶á Çç¼å¶ êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í

21. PY + WY ç¶ êÇðíÅÇôå Ô¯ä ç¶ ñÂÆ n, k Áå¶ p Óå¶ êÌåÆì¿è Ô¯ä×¶Í

Áå¶
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(A) k = 3, p = n (B) k ÃòË ÇÂ¼Ûå ÔË, , p = 2

(C) p ÃòË ÇÂ¼Ûå ÔË, k = 3 (D) k = 2, p = 3

22. Ü¶Õð  n = p, å» îËÇàzÕÃ 7X – 5Z çÅ ́ î ÔËÍ
(A) p × 2 (B) 2 × n (C) n × 3 (D) p × n

3.5.  îËÇàzÕÃ çÅ àz»Ãê¯÷ (Transpose of a Matrix)
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ ç¶ àz»Ãê¯÷ Áå¶ Õ°Þ Çòô¶ô êÌÕÅð ç¶ îËÇàzÕÃ» ÇÜò¶º ÃîÇîå îËÇàzÕÃ
(Symmetric Matrix) Áå¶ ÇìÖî ÃîÇîå îËÇàzÕÃ (Skew Symmetric Matrix)ç¶  ìÅð¶ ÜÅä»×¶Í

êÇðíÅôÅ C.  Ü¶Õð A = [aij] ÇÂ¼Õ m × n ́ î çÅ îËÇàzÕÃ ÔË å» A çÆÁ» ÕåÅð» Áå¶ æ¿î» çÅ êðÃêð
ÁçñÅ ìçñÆ (Interchange) Õðé éñ êÌÅêå Ô¯ä òÅñÅ îËÇàzÕÃ, A çÅ àz»Ãê¯÷ (Transpose)
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ îËÇàzÕÃ A ç¶ àz»Ãê¯÷ ù A′ (Ü» AT) éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, Ü¶Õð

A = [aij]m × n, rks A′ = [aji]n × mÔ¯ò¶×ÅÍ À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð

 A =
2 3

3 2

3 5 3 3 0
3 1 A 15 10 1 5

5
×

×

   
   ′ = −   
   −   
 

gks rks  Ô¯ò¶×ÅÍ

îËÇàzÕÃ ç¶ àz»Ãê¯÷ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of transpose of matrices)
Ô¹ä ÁÃÆº ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ ç¶ àz»Ãê¯÷  îËÇàzÕÃ ç¶ ÇéîéÇñÖå ×¹äèðî» ù Çìé» ÃìÈå ÇòÁÕå Õðç¶ Ô»Í
ÇÂÔé» çÅ êÌîÅä ã¹¼ÕòÆÁ» À°çÅÔðä» ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ã¹¼Õò¶º ´î ç¶ ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ»
A Áå¶ B ç¶ ñÂÆ

(i) (A′)′ = A (ii) (kA)′ = kA′ (Üç¯º ÇÕ k ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ ÔË)
(iii) (A + B)′ = A′ + B′ (iv) (A B)′ = B′ A′

À°çÅÔðä B@. Ü¶Õð 
2 1 23 3 2A B
1 2 44 2 0

  − 
= =   

  
rFkk  å» ÇéîéÇñÖå ù ÇÃ¼è Õð¯ :

(i) (A′)′ = A (ii) (A + B)′ = A′ + B′

(iii) (kB)′ = kB′, ÇÜ¼æ¶ k Õ¯ÂÆ ÁÚ¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ :

å»

Ô¯ò¶ å»

Áå¶
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(i) Çç¼åÅ ÔË

A = ( )

3 4
3 3 2 3 3 2A 3 2 A A
4 2 0 4 2 02 0

 
     ′′ ′⇒ = ⇒ = =    
     

ÇÂ¼æ¶ : (A′)′ = A
(ii) ÃÅù Çç¼åÅ ÔË

A = 
3 3 2 ,
4 2 0

 
 
 

 B =
2 1 2 5 3 1 4A B
1 2 4 5 4 4

 −  −
⇒ + =   

   

ÇÂÃ ñÂÆ (A + B)′ =

5 5
3 1 4
4 4

 
 

− 
  

Ô¹ä A′ =

3 4 2 1
3 2 , B 1 2

2 0 2 4

   
   ′ = −   
      

Ô¹ä A′ + B′ =

5 5
3 1 4
4 4

 
 

− 
  

ÇÂÃ ñÂÆ (A + B)′ = A′ + B′
(iii) Çç¼åÅ ÔË

kB = k 2 1 2 2 2
1 2 4 2 4

k k k
k k k

− −   
=   

   

åç (kB)′ =
2 2 1

2 1 2 B
2 4 2 4

k k
k k k k
k k

   
    ′− = − =   
      

ÇÂÃ åð·» (kB)′ = kB′
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À°çÅÔðä BA.  Ü¶Õð [ ]
2

A 4 , B 1 3 6
5

− 
 = = − 
  

 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (AB)′ = B′A′ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

A = [ ]
2
4 , B 1 3 6
5

− 
  = − 
  

ÇÂÃ ñÂÆ AB = [ ]
2
4 1 3 6
5

− 
  − 
  

 = 

2 6 12
4 12 24
5 15 30

− − 
 − 
 − 

Ô¹ä   (AB)′ = 

2 4 5
6 12 15

12 24 30

− 
 − 
 − − 

Ô¹ä A′ = [–2  4  5] , 
1

B 3
6

 
 =′  
 − 

ÇÂÃ ñÂÆ B′A′ = [ ]
1 2 4 5
3 2 4 5 6 12 15 (AB)
6 12 24 30

−   
   − = − = ′   
   − − −   

Ãêôà ÔË (AB)′ = B′A′

3.6  ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ» (Symmetric and Skew Symmetric
Matrices)
êÇðíÅôÅ D. ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A = [aij] ÃîÇîåÂÆ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð A′ = A íÅò  i Áå¶ j ç¶
Ôð Ã¿íò î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ [aij] = [aji] Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ 
3 2 3

A 2 1.5 1
3 1 1

 
 

= − − 
 − 

 ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ A′ = AA
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êÇðíÅôÅ E. ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A = [aij] ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A′ = – A,
íÅò i Áå¶  j ç¶ Ôð Ã¿íò î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ aji = – aij Ô¯ò¶Í Ü¶Õð ÁÃÆº i = j ð¼ÖÆÂ¶ å» aii = – aii Ô¯ò¶×ÅÍ
ÇÂÃ åð·» 2aii = 0 Ü» aii = 0 Ôð¶Õ  i ç¶ ñÂÆÍ

ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÕ ÇÕÃ¶ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÃëð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ îËÇàzÕÃ  
0

B 0
0

e f
e g
f g

 
 = − 
 − − 

 ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàÌÕÃ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ B′ = – B ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ» çÆÁ» Õ°¼Þ Çòô¶ôåÅò» ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í

êÌî¶ï A.  òÅÃåÇòÕ å¼å» òÅñ¶ ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ A + A′ ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Áå¶ A –

A′ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÃìÈå : î¿é ñú ÇÕ  B = A + A′ å»

B′ = (A + A′)′
= A′ + (A′)′ [(ÇÕÀ°ºÇÕ (A + B)′ = (A′ + B′)]

= A′ + A (ÇÕÀ°ºÇÕ (A′)′ = A)

= A + A′ (ÇÕÀ°ºÇÕ A + B = B + A)
= B

ÇÂÃ ñÂÆ B = A + A′ ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàÌÕÃ ÔËÍ
Ô¹ä î³é ñú ÇÕ C = A – A′

C′ = (A – A′)′ = A′ – (A′)′     (ÇÕÀ°º ?)

= A′ – A    (ÇÕÀ°º ?)
= – (A – A′) = – C

ÇÂÃ åð·» : C = A – A′ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

êÌî¶ï B.  ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ ù ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÃìÈå :   î³é ñú ÇÕ  A ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

1 1A (A A ) (A A )
2 2

′ ′= + + −
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êÌî¶ï A ç¹ÁÅðÅ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  (A + A′) ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Áå¶ (A – A′) ÇÂ¼Õ ÇìÖî
ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃ¶ òÆ îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ (kA)′ = kA′ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÃ¼àÅ

ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ 1 (A A )
2

′+  ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Áå¶ 
1 (A A )
2

′−  ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ» ç¶
Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BB.  îËÇàzÕÃ 
2 2 4

B 1 3 4
1 2 3

− − 
 = − 
 − − 

 ù ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ

îËÇàzÕÃ ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅúÍ

Ô¼ñ :   ÇÂ¼æ¶  B′ = 
2 1 1
2 3 2
4 4 3

− 
 − − 
 − − 

î³é ñú ÇÕ P =
4 3 3

1 1(B + B ) 3 6 2
2 2

3 2 6

− − 
 ′ = − 
 − − 

 = 

3 32
2 2

3 3 1
2
3 1 3

2

− − 
 
 

− 
 
 − −  

 ÔËÍ

Ô¹ä P′ =

3 32
2 2

3 3 1
2
3 1 3

2

− − 
 
 

− 
 
 − −  

= P

ÇÂÃ åð·» : P =
1 (B + B )
2

′  ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

î³é ñú Q =

1 50
2 20 1 5

1 1 1(B – B ) 1 0 6 0 3
2 2 2

5 6 0 5 3 0
2

− − 
 

− −   
   ′ = =   
 −   

 −  

 ÔËÍ
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åç Q′ =

1 50
2 3

1 0 3 Q
2
5 3 0

2

 
 
 

− − = − 
 − 
  

ÇÂÃ åð·» Q =
1 (B – B )
2

′  ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

Ô¹ä

3 3 1 52 0
2 2 2 2 2 2 4

3 1P + Q 3 1 0 3 1 3 4 B
2 2

1 2 33 51 3 3 0
2 2

− − − −   
   

− −    
−     = + = − =    

 − −     −   − −      

ÇÂÃ åð·» îËÇàzÕÃ B ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅÍ

ÁÇíÁÅÃ C.C
1. ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ» Çò¼Ú Ôð¶Õ çÅ àz»Ãê¯÷ êåÅ Õð¯Í

(i)

5
1
2
1

 
 
 
 
 − 

(ii)
1 1
2 3

− 
 
 

(iii)
1 5 6

3 5 6
2 3 1

− 
 
 
 − 

2. Ü¶Õð 
1 2 3 4 1 5

A 5 7 9 B 1 2 0
2 1 1 1 3 1

− − −   
   = =   
   −   

rFkk  ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(i) (A + B)′ = A′ + B′ (ii) (A – B)′ = A′ – B′

3. Ü¶Õð 
3 4

1 2 1
A 1 2 B

1 2 3
0 1

 
−  ′ = − =       

rFkk  ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(i) (A + B)′ = A′ + B′ (ii) (A – B)′ = A′ – B′

Áå¶

Áå¶
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4. Ü¶Õð 
2 3 1 0

A B
1 2 1 2

− −   ′ = =   
   

rFkk  ÔË å» (A + 2B)′ êåÅ Õð¯Í

5. A Áå¶ B îËÇàzÕÃ» ç¶ ñÂÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (AB)′ = B′A′, ÇÜ¼æ¶

(i) [ ]
1

A 4 , B 1 2 1
3

 
 = − = − 
  

(ii) [ ]
0

A 1 , B 1 5 7
2

 
 = = 
  

6. (i) Ü¶Õð
cos sin

A
sin cos

α α 
=  − α α 

 Ô¯ò¶ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  AA′ A = I

(ii) Ü¶Õð 
sin cos

A
cos sin

α α 
=  − α α 

 Ô¯ò¶ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ A′ A = I

7. (i)   ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ îËÇàzÕÃ 
1 1 5

A 1 2 1
5 1 3

− 
 = − 
  

 ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

          (ii) ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ îËÇàzÕÃ  
0 1 1

A 1 0 1
1 1 0

− 
 = − 
 − 

 ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

8. îËÇàzÕÃ 1 5
A

6 7
 

=  
 

 ç¶ ñÂÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(i) (A + A′) ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ
(ii) (A – A′) ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

9. Ü¶Õð 
0

A 0
0

a b
a c
b c

 
 = − 
 − − 

  å» ( )1 A A
2

′+  Áå¶ ( )1 A A
2

′−  êåÅ Õð¯Í

10. ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ» ù ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ç¶ Ü¯óëñ
ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅú :

(i)
3 5
1 1

 
 − 

(ii)
6 2 2
2 3 1
2 1 3

− 
 − − 
 − 

Áå¶
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(iii)
3 3 1
2 2 1
4 5 2

− 
 − − 
 − − 

(iv)
1 5
1 2

 
 − 

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ AA Áå¶ AB Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :
11. Ü¶Õð A Áå¶ B ÃîÅé ´î ç¶ ÃîÇîå îËÇàzÕÃ Ôé å»  AB – BA ÇÂ¼Õ

(A) ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ (B) ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔË
(C) ÇÃëð îËÇàzÕÃ ÔË (D) ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔË

12. Ü¶Õð cos sin
A

sin cos
α − α 

=  α α 
å»  A + AA′ = I, Ü¶Õð α çÅ î¹¼ñ ÔË

(A)
6
π

(B)
3
π

(C) π (D)
3
2
π

3.7  îËÇàzÕÃ çÆ ÁÅð¿ÇíÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅ (îËÇàzÕÃ ðÈê»åðä) [Elementary Operation
(Transformation) of a matrix]
ÇÕÃ¶ îËÇàzÕÃ Óå¶ Û¶ êÌÕÅð çÆÁ» Ã¿ÇÕÇðÁÅò» (ðÈê»åðä) ÕÆåÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé, ÇÜÔé» Çò¼Ú Çå¿é
ÕåÅð» Áå¶ Çå¿é æ¿î» Óå¶ Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÜÃ ù ÁÅð¿ÇíÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Ü» ðÈê»åðä ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

(i) ÇÕÃ¶ ç¯ ÕåÅð» Ü» ç¯ æ¿î» çÆ ÁçñÅ ìçñÆ (Inter change) Ã¿Õ¶å ðÈê (symbolically) ðÈê
Çò¼Ú,  iòÆ Áå¶ jòÆº ÕåÅð» çÆ ÁçñÅ ìçñÆ ù Ri ↔ Rj Áå¶ iò¶º Áå¶ jò¶º æ¿î» çÆ ÁçñÅ
ìçñÆ ù Ci ↔ Cj ç¹¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ

1 2 1

A 1 3 1
5 6 7

 
 

= − 
  

, Çò¼Ú R1 ↔ R2 çÅ êÌï¯× Õðé å¶ ÃÅù îËÇàzÕÃ 
1 3 1
1 2 1
5 6 7

 −
 
 
  

êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

(ii) ÇÕÃ¶ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ å¼å» ù ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃøð Ã¿ÇÖÁÅ éÅñ ×¹äÅ Õðé; Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú  iòÆº
ÕåÅð ç¶ Ôð¶Õ Á³ô ù a k, Üç¯º  k ≠ 0 éÅñ ×¹ä» Õðé ù Ri → kRi ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í
Ã¿×å æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅ ù Ci → kCi ç¹ÁÅðÅ çðÃÅ ÃÕç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ 
1 2 1

B
1 3 1

 
=  

− 
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Çò¼Ú 3 3
1C C
7

→ ,  çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÃÅù îËÇàzÕÃ 

11 2
7
11 3
7

 
 
 
 −  

 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(iii) ÇÕÃ¶  ÕåÅð Ü»  æ¿î ç¶ å¼å» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ Ô¯ð ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Ã¿×å å¼å» ù ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃøð Ã¿ÇÖÁÅ
éÅñ ×¹ä» ÕðÕ¶ Ü¯óéÅ Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú,  iòÆº ÕåÅð ç¶ Á³ô» Çò¼Ú jòÆ ÕåÅð ç¶ Ã¿×å å¼å» ù
k éÅñ ×¹ä» ÕðÕ¶ Ü¯óé ù Ri → Ri + kRj éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í
Ã¿×å æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅ ù  Ci → Ci + k Cj éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À °ç Å Ô ð ä  ç ¶ ñ Â Æ 
1 2

C
2 1

 
=  − 

 å¶ R2 → R2 – 2R1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÃÅù

îËÇàzÕÃ 1 2
0 5

 
 − 

 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

3.8  À°ñàäôÆñ îËÇàzÕÃ (Invertible Matrices)
êÇðíÅôÅ F.  Ü¶Õð A,  ́ î m, çÅ, ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Ô¯ð òð× îËÇàzÕÃ çÆ Ô¯ºç
ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË ÇÕ AB = BA = I, å» B ù îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà´î îËÇàzÕÃ ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃ ù
A– 1 ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú A ù À°ñàäôÆñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ, î³é ñú ÇÕ A =
2 3
1 2

 
 
 

Áå¶ B = 
2 3
1 2

− 
 − 

ç¯ îËÇàzÕÃ ÔéÍ

Ô¹ä AB =
2 3 2 3
1 2 1 2

−   
   −   

=
4 3 6 6 1 0

I
2 2 3 4 0 1

− − +   
= =   − − +   

éÅñ ÔÆ    BA =
1 0

I
0 1

 
= 

 
 ÔËÍ ÇÂÃ åð·» B îËÇàzÕÃ A  çÅ À°ñà(Inverse) îËÇàzÕÃ ÔËÍ

çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú B = A– 1 Áå¶ A îËÇàzÕÃ B, çÅ À°ñà´î ÔË íÅò A = B–1

AÇà¼êäÆ
1. ÇÕÃ¶ ÁÅÇÂåÅÕÅð (Rectangular) îËÇàzÕÃ çÅ À°ñà´î îËÇàzÕÃ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ×¹äéëñ

AB Áå¶ BA ç¶ êÇðíÅÇôå Ô¯ä å¶ Áå¶ ÃîÅé Ô¯ä ç¶ ñÂÆ, ÇÂÔ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ A Áå¶ B ÃîÅé
´î ç¶ òð× îËÇàzÕÃ Ô¯äÍ
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2. Ü¶Õð B, îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà ́ î ÔË, å» A, îËÇàzÕÃ B çÅ À°ñà ́ î Ô¹¿çÅ ÔËÍ

êÌî¶ï C.  [À°ñà´î îËÇàzÕÃ çÆ Çòñ¼ÖäåÅ (Uniqueness of inverse)] ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ çÅ
À°ñà´î îËÇàzÕÃ, Ü¶Õð À°ÃçÆ Ô¯ºç ÔË å» Çòñ¼Öä Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ÃìÈå : î¿é ñú ÇÕ A = [aij] ́ î m çÅ, ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ Ü¶Õð Ã¿íò Ô¯ò¶, å» î³é ñú B Áå
C îËÇàzÕÃ A ç¶ ç¯ À°ñà´î îËÇàzÕÃ ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇçÖÅò»×¶ ÇÕ B = C ÔËÍ
ÇÕÀ°ºÇÕ îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà´î B ÔË
ÇÂÃ åð·» AB = BA = I ... (1)
ÇÕÀ°ºÇÕ îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà´î C òÆ ÔË ÇÂÃ åð·»

AC = CA = I ... (2)
Ô¹ä B = BI = B (AC) = (BA) C = IC = C

êÌî¶ï D. Ü¶Õð A Áå¶ B ÃîÅé ´î ç¶ À°ñàäôÆñ ï¯× îËÇàzÕÃ Ô¯ä å» (AB)–1 = B–1 A–1

ÃìÈå :  ÇÂ¼Õ À°ñàäôÆñ îËÇàzÕÃ çÆ êÇðíÅôÅ å¯º
(AB) (AB)–1 = 1

Ü» A–1 (AB) (AB)–1 = A–1I     (A–1 çÅ ç¯ò¶º ê¼Ö» éÅñ êÈðò ×¹äé Õðé Óå¶)
Ü» (A–1A) B (AB)–1 = A–1 (ÇÕÀ°ºÇÕ A–1 I = A–1])
Ü» IB (AB)–1 = A– 1

Ü» B (AB)–1 = A– 1

Ü» B–1 B (AB)–1 = B–1 A–1

Ü» I (AB)–1 = B–1 A–1

ÇÂÃ åð·» (AB)–1 = B–1 A–1

3.8.1  ÁÅð¿ÇíÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¹ÁÅðÅ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ çÅ À°ñà´î (Inverse of a matrix by
elementary operations)
î³é ñú ÇÕ X, A Áå¶ B ÃîÅé ´î ç¶ îËÇàzÕÃ Ôé Áå¶ X = AB ÔËÍ îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä X = AB
Óå¶ ÁÅð¿ÇíÕ ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ êÌï¯× Õðé ç¶ ñÂÆ, Ô¹ä ÇÂÔé» ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ Ö¼ì¶ ê¼Ö
Çò¼Ú X Áå¶ Ã¼Ü¶ ê¼Ö Çò¼Ú êÇÔñ¶ îËÇàzÕÃ A Óå¶, ÇÂÕ¼á¶ êÌï¯× Õð»×¶Í

ÇÂÃ åð·» îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä  X = AB Óå¶ ÁÅð¿ÇíÕ æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ êÌï¯× Õðé ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº
ÇÂÔé» æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ Ö¼ì¶ ê¼Ö Çò¼Ú X å¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ ê¼Ö Çò¼Ú ×¹äéëñ AB  Çò¼Ú ìÅÁç òÅñ¶
îËÇàzÕÃ B å¶, ÇÂÕ¼á¶ êÌï¯× Õð»×¶Í

À°êð¯Õå ÚðÚÅ ù ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼Öç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ
îËÇàzÕÃ ÔË ÇÕ A–1 çÆ Ô¯ºç ÔË å» ÁÅð¿ÇíÕ ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ êÌï¯× ðÅÔÆº A–1 êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ,
A = IA ÇñÖ¯ Áå¶ ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ êÌï¯×  A = IA å¶ À°ç¯º å¼Õ Õðç¶ ðÇÔäÅ ÔË Üç¯º å¼Õ ÇÕ
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I = BA éÔÆº Çîñ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» êÌÅêå îËÇàzÕÃ B, îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà´î Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ¶ åð·»,
Ü¶Õð ÁÃÆº æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ A–1 êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô», å» A = AI ÇñÖ¯ Áå¶
A = AI å¶ æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ êÌï¯× À°ç¯º å¼Õ Õðç¶ ðÔ¯ Üç¯º å¼Õ ÃÅù I = AB êÌÅêå éÔÆº Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üç¯º  A = IA (A = AI) å¶ ÇÂ¼Õ Ü»  ò¼è ÁÅð¿ÇíÕ ÕåÅð (æ¿î)
Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ Õðé Óå¶ Ü¶Õð Ö¼ì¶ ê¼Ö ç¶ îËÇàzÕÃ A çÆ ÇÂ¼Õ Ü» ò¼è ÕåÅð» ç¶ ÃÅð¶ Á³ô ÇÃøð Ô¯ Ü»ç¶
Ô¯ä å» A–1 çÆ Ô¯ºç éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä BC. ÁÅð¿ÇíÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ îËÇàzÕÃ 
1 2

A =
2 1

 
 − 

 çÅ À°ñà´î êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÅð¿ÇíÕ ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ êÌï¯× Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº A = IA ÇñÖç¶ Ô» íÅò
1 2 1 0 1 2 1 0

A, A
2 1 0 1 0 5 2 1

       
= =       − − −       

rks  (R2 → R2 – 2R1 ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)

Ü»
1 2
0 1

 
 
 

 =
1 0

A2 1
5 5

 
 − 
 

(R2 → – 1
5

R2 ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)

Ü» 1 0
0 1

 
 
 

 =

1 2
5 5 A
2 1
5 5

 
 
 

− 
  

(R1 → R1 – 2R2 ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ åð·» A–1 =

1 2
5 5
2 1
5 5

 
 
 

− 
  

ÔËÍ

ÇòÕñê :  ÁÅð¿ÇíÕ æ¿î Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ êÌï¯× ÇÔ¼å, ÁÃÆº ÇñÖç¶ Ô» ÇÕ  A = AI, íÅò
1 2
2 1

 
 − 

 =
1 0

A
0 1

 
 
 

C2 → C2 – 2C1, ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ

1 0
2 5

 
 − 

 =
1 2

A
0 1

− 
 
 

å»
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Ô¹ä C2 → 2
1 C
5

− , ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ

1 0
2 1

 
 
 

 =

21
5A
10

5

 
 
 

− 
  

Á³å Çò¼Ú,C1 → C1 – 2C2,  ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ

1 0
0 1

 
 
 

 =

1 2
5 5A
2 1
5 5

 
 
 

− 
  

ÇÂÃ ÕðÕ¶ A–1 =

1 2
5 5
2 1
5 5

 
 
 

− 
  

À°çÅÔðä BD.  ÁÅð¿ÇíÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ çÅ À°ñà´î êÌÅêå Õð¯ :

0 1 2
A 1 2 3

3 1 1

 
 =  
  

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ A = I A, íÅò  
0 1 2
1 2 3
3 1 1

 
 
 
  

 = 

1 0 0
0 1 0 A
0 0 1

 
 
 
  

Ü»
1 2 3
0 1 2
3 1 1

 
 
 
  

 =

0 1 0
1 0 0 A
0 0 1

 
 
 
  

 (R1 ↔ R2 ç¹ÁÅðÅ)

Ü»
1 2 3
0 1 2
0 5 8

 
 
 
 − − 

 =

0 1 0
1 0 0 A
0 3 1

 
 
 
 − 

 (R3 → R3 – 3R1ç¹ÁÅðÅ)
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Ü»
1 0 1
0 1 2
0 5 8

− 
 
 
 − − 

 =
2 1 0

1 0 0 A
0 3 1

− 
 
 
 − 

 (R1 → R1 – 2R2ç¹ÁÅðÅ)

Ü»
1 0 1
0 1 2
0 0 2

− 
 
 
  

 =
2 1 0

1 0 0 A
5 3 1

− 
 
 
 − 

 (R3 → R3 + 5R2ç¹ÁÅðÅ)

Ü»
1 0 1
0 1 2
0 0 1

− 
 
 
  

 =

2 1 0
1 0 0 A
5 3 1
2 2 2

− 
 
 
 −
  

 (R3 → 
1
2

 R3 ç¹ÁÅðÅ)

Ü»
1 0 0
0 1 2
0 0 1

 
 
 
  

 =

1 1 1
2 2 2
1 0 0 A
5 3 1
2 2 2

− 
 
 
 
 −
 
 

 (R1 → R1 + R3 ç¹ÁÅðÅ)

Ü»

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 =

1 1 1
2 2 2
4 3 1 A
5 3 1
2 2 2

− 
 
 
− − 
 −
 
 

 (R2 → R2 – 2R3ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ åð·» A–1 =

1 1 1
2 2 2
4 3 1

5 3 1
2 2 2

− 
 
 
− − 

 −
 
 

ÇòÕñê] A = AI ÇñÖ¯, íÅò
0 1 2
1 2 3
3 1 1

 
 
 
  

 =
1 0 0

A 0 1 0
0 0 1
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Ü»

1 0 2
2 1 3
1 3 1

 
 
 
  

 =

0 1 0
A 1 0 0

0 0 1

 
 
 
  

(C1 ↔ C2)

Ü»
1 0 0
2 1 1
1 3 1

 
 − 
 − 

 =
0 1 0

A 1 0 2
0 0 1

 
 − 
  

(C3 → C3 – 2C1)

Ü»
1 0 0
2 1 0
1 3 2

 
 
 
  

 =
0 1 1

A 1 0 2
0 0 1

 
 − 
  

(C3 → C3 + C2)

Ü»
1 0 0
2 1 0
1 3 1

 
 
 
  

 =

10 1
2

A 1 0 1
10 0
2

 
 
 

− 
 
 
 

(C3 → 
1
2

 C3)

Ü»
1 0 0
0 1 0
5 3 1

 
 
 
 − 

 =

12 1
2

A 1 0 1
10 0
2

 − 
 

− 
 
 
 

(C1 → C1 – 2C2)

Ü»
1 0 0
0 1 0
0 3 1

 
 
 
  

 =

1 11
2 2

A 4 0 1
5 10
2 2

 
 
 
− − 

 
 
 

(C1 → C1 + 5C3)

Ü»
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 =

1 1 1
2 2 2

A 4 3 1
5 3 1
2 2 2

− 
 
 
− − 

 −
 
 

(C2 → C2 – 3C3)
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ÇÂÃ åð·» : A–1 =

1 1 1
2 2 2

4 3 1
5 3 1
2 2 2

− 
 
 
− − 

 −
 
 

À°çÅÔðä BE. Ü¶Õð 10 2
P

5 1
− 

=  − 
 ÔË å» P – 1 êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÃçÆ Ô¯ºç ÔËÍ

Ô¼ñ :  P = I P ÇñÖ¯ íÅò, 
10 2 1 0

P
5 1 0 1

−   
=   −   

Ü»
11

5
5 1

− 
 
 
− 

 =
1 0

P10
0 1

 
 
 
 

 (R1 → 
1

10
R1 ç¹ÁÅðÅ)

Ü»
11

5
0 0

− 
 
 
 

 =

1 0
10 P
1 1
2

 
 
 
 
  

 (R2 → R2 + 5R1 ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂ¼æ¶ Ö¼ì¶ ê¼Ö ç¶ îËÇàzÕÃ çÆ çÈÜÆ ÕåÅð ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÃøð Ô¯ Ü»ç¶ Ôé, ÇÂÃ åð·»  P–1 çÆ Ô¯ºç
éÔÆº ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ C.D
êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ A å¯º AG å¼Õ ç¶ îËÇàzÕÃ» ç¶ À°ñà´î, Ü¶Õð À°Ôé» çÆ Ô¯ºç ÔË å» ÁÅð¿ÇíÕ ðÈê»åðä ç¶
êÌï¯× éÅñ êåÅ Õð¯Í

1.
1 1
2 3

− 
 
 

2.
2 1
1 1

 
 
 

3. 1 3
2 7

 
 
 

4.
2 3
5 7

 
 
 

5.
2 1
7 4

 
 
 

6.
2 5
1 3

 
 
 

7.
3 1
5 2

 
 
 

8.
4 5
3 4

 
 
 

9.
3 10
2 7
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10.
3 1
4 2

− 
 − 

11.
2 6
1 2

− 
 − 

12.
6 3
2 1

− 
 − 

13.
2 3
1 2

− 
 − 

14.
2 1
4 2

 
 
 

15.
2 3 3
2 2 3
3 2 2

− 
 
 
 − 

16.
1 3 2
3 0 5
2 5 0

− 
 − − 
  

17.
2 0 1
5 1 0
0 1 3

− 
 
 
  

18. îËÇàzÕÃ A Áå¶ B ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ À°ñà´î Ô¯ä×¶, Õ¶òñ Ü¶Õð
(A) AB = BA (B) AB = BA = 0
(C) AB = 0, BA = I (D) AB = BA = I

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»

À°çÅÔðä BF. Ü¶Õð cos sin
A

sin cos
θ θ 

=  − θ θ 
  ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

cos sin
A

sin cos
n n n

n n
θ θ 

=  − θ θ 
,  n ∈ N

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÇÂÃ ù ×ÇäåÕ ÁÅ×îé ç¶ ÇÃè»å ç¹ÁÅðÅ ÇÃ¼è Õð»×¶Í

ÇÂ¼æ¶ P(n) : Ü¶Õð 
cos sin

A
sin cos

θ θ 
=  − θ θ 

, å» cos sin
A

sin cos
n n n

n n
θ θ 

=  − θ θ 
, n ∈ N

Ô¹ä P(1) : 
cos sin

A
sin cos

θ θ 
=  − θ θ 

, ÇÂÃ ñÂÆ 1 cos sin
A

sin cos
θ θ 

=  − θ θ 
ÇÂÃ ÕðÕ¶ éåÆÜÅ n = 1 ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ
î³é ñú ÇÕ éåÆÜÅ n = k ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(k) : 
cos sin

A
sin cos

θ θ 
=  − θ θ 

, å» 
cos sin

A
sin cos

k k k
k k
θ θ 

=  − θ θ 
.
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ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð»×¶ ÇÕ éåÆÜÅ  n = k +1 ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ

Ô¹ä Ak + 1 =
cos sin cos sin

A A
sin cos sin cos

k k k
k k

θ θ θ θ   
⋅ =    − θ θ − θ θ   

=
cos cos – sin sin cos sin sin cos
sin cos cos sin sin sin cos cos

k k k k
k k k k

θ θ θ θ θ θ + θ θ 
 − θ θ + θ θ − θ θ + θ θ 

=
cos( ) sin ( ) cos( 1) sin ( 1)
sin ( ) cos ( ) sin ( 1) cos ( 1)

k k k k
k k k k

θ + θ θ + θ + θ + θ   
=   − θ + θ θ + θ − + θ + θ   

ÇÂÃ ñÂÆ éåÆÜÅ n = k  + 1 ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ×ÇäåÕ ÁÅ×îé çÅ ÇÃè»å ç¹ÁÅðÅ

ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ 
cos sin

A
sin cos

n n n
n n

θ θ 
=  − θ θ 

, ÃÅðÆÁ» êÌÅÇ´åÕ Ã¿ÇÖÁÅò» n ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ

À°çÅÔðä BG. Ü¶Õð A Áå¶ B ÃîÅé ́ î ç¶ ÃîÇîå îËÇàzÕÃ Ôé å» çðÃÅú ÇÕ AB ÃîÇîåÂÆ ÔË
Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð A Áå¶ B ´î-òà»çðÅ Ôé íÅò AB = BA ÔËÍ

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ A  Áå¶ B ç¯ò¶º ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ A′ = A Áå¶ B′ = B ÔËÍ
î³é ñú ÇÕ AB ÃîÇîåÂÆ ÔË å» (AB)′ = AB

êð¿å± (AB)′ = B′A′= BA (ÇÕÀ°º ?)

ÇÂÃ åð·» : BA = AB

À°ñà å½ð å¶, Ü¶Õð AB = BA ÔË å» ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð»×¶ ÇÕ AB ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ
Ô¹ä (AB)′ = B′A′

= B A (ÇÕÀ°ºÇÕ A Áå¶ B ÃîÇîåÂÆ Ôé)
= AB

ÇÂÃ åð·» : AB ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä BH. î³é ñú ÇÕ 
2 1 5 2 2 5

A , B , C
3 4 7 4 3 8

−     
= = =     

     
 ÔËÍ ÇºÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ îËÇàzÕÃ

D êåÅ Õð¯ ÇÕ CD – AB = O Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ :  ÇÕÀ°ºÇÕ A, B, C ÃÅð¶ ´î 2, ç¶ òð× îËÇàzÕÃ Ôé Áå¶ CD – AB Ã¹êÇðíÅÇôå (Well
defined) ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ D, B ´î çÅ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
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î³é ñú ÇÕ D = 
a b
c d

 
 
 

 ÔËÍ å» CD – AB = O ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2 5 2 1 5 2
3 8 3 4 7 4

a b
c d

−       
−       

       
 = O

Ü»
2 5 2 5 3 0
3 8 3 8 43 22

a c b d
a c b d

+ +   
−   + +   

 =
0 0
0 0

 
 
 

Ü»
2 5 3 2 5
3 8 43 3 8 22

a c b d
a c b d

+ − + 
 + − + − 

 = 
0 0
0 0

 
 
 

îËÇàzÕÃ» çÆ ÃîÅéåÅ ç¹ÁÅðÅ ÃÅù ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé :
2a + 5c – 3 = 0 ... (1)
3a + 8c – 43 = 0 ... (2)
2b + 5d = 0 ... (3)

Áå¶ 3b + 8d – 22 = 0 ... (4)

(1) Áå¶ (2), ù Ãðñ Õðé Óå¶ a = –191, c = 77 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(3) Áå¶ (4), ù Ãðñ Õðé Óå¶ b = – 110, d = 44 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Áå¶ D = 
191 110
77 44

a b
c d

− −   
=   

   

ÁÇèÁÅÇÂ C Óå¶ ÁÅèÅÇðå ë¹àÕñ êÌôéÅòñÆ

1. î³é ñú ÇÕ 
0 1

A
0 0

 
=  

 
 Ô¯ò¶ å» ÇçÖÅú ÇÕ ÃÅð¶ n ∈ N ç¶ ñÂÆ

(aI + bA)n = an I + nan – 1 bA, ÇÜ¼æ¶ I ´î B çÅ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

2. Ü¶Õð 
1 1 1

A 1 1 1
1 1 1

 
 =  
  

, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3 3 3

A 3 3 3 ,

3 3 3

n n n

n n n n

n n n

n

− − −

− − −

− − −

 
 

= ∈ 
 
 

N

3. Ü¶Õð 
3 4 1 2 4

A , A
1 1 1 2

n n n
n n

− + −   
= =   − −   

rks fl… dhft, fd , ÇÜ¼æ¶  n ÇÂ¼Õ èé Ã¿êÈðé

Ã¿ÇÖÁÅ  ÔËÍ

, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
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4. Ü¶Õð A Áå¶ B ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ» Ôé å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ AB – BA ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ
îËÇàzÕÃ ÔËÍ

5. ÇÃ¼è Õð ̄ÇÕ îËÇàzÕÃ B′AB ÃîÇîåÂÆ Ü» ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ ÔË Ü¶Õð A ÃîÇîåÂÆ Ü» ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ ÔËÍ

6. x, y, Áå¶ z ç¶ î¹ ¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð îËÇàzÕÃ  
0 2

A
y z

x y z
x y z

 
 = − 
 − 

 ÃîÆÕðä

A′A  = I  ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ

7. x ç¶ ÇÕÃ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ [ ]
1 2 0 0

1 2 1 2 0 1 2
1 0 2 x

   
   
   
      

 = O ÔË?

8. Ü¶Õð 3 1
A

1 2
 

=  − 
 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ A2 – 5A + 7I = O ÔËÍ

9. Ü¶Õð  [ ]
1 0 2

5 1 0 2 1 4 O
2 0 3 1

x
x

   
   − − =   
      

ÔË å»  x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

10. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ Çå¿é êÌÕÅð çÆÁ» òÃå±Á»  x, y, Áå¶ z  çÅ À°åêÅçé ÕðçÅ ÔË, ÇÜÔé» ù À°Ô
ç¯ ì÷Åð» Çò¼Ú ò¶ÚçÅ ÔËÍ òÃå±Á» çÆ òÅðÇôÕ ÇòÕðÆ ÇÂÃ åð·» ÃÈÇÚå ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ

ìÅ÷Åð À°åêÅçé
I 10,000 2,000 18,000
II 6,000 20,000 8,000

(a) Ü¶Õð x, y Áå¶ z çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ çÅ ò¶Ú î¹¼ñ ́ îòÅð B.E@ ð¹:, A.E@ ð¹: Áå¶ A.@@  ð¹:
ÔË å» Ôð¶Õ ìÅ÷Åð Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé (Revenue), îËÇàzÕÃ ìÆÜ ×Çäå çÆ ÃÔÅÇÂåÅ
éÅñ êåÅ Õð¯Í

(b) Ü¶Õð À°êð¯Õå Çå¿é òÃå±Á» çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ çÆ ñÅ×å (Cost) ´îòÅð B.@@ ð¹:,
A.@@ ð¹: Áå¶ E@ êËÃ¶ ÔË å» Õ°¼ñ ñÅí (Gross profit) êåÅ Õð¯Í

11.  îËÇàzÕÃ X  êåÅ Õð¯ Ü¶Õð 1 2 3 7 8 9
X

4 5 6 2 4 6
− − −   

=   
   

ÔËÍ

12. Ü¶Õð A  Áå¶  B  ÃîÅé ́ î ç¶ òð× îËÇàzÕÃ ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ  AB = BA ÔË å»  ×ÇäåÆ
ÁÅ×îé ç¹ÁÅðÅ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ABn = BnA Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶
 n ∈ N  ç¶ ñÂÆ (AB)n = AnBn Ô¯ò¶×ÅÍ
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ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :

13.  Ü¶Õð A =
α β
γ α

 
 − 

  ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ  A² = I, å»

(A) 1 + α² + βγ = 0 (B) 1 – α² + βγ = 0

(C) 1 – α² – βγ = 0 (D) 1 + α² – βγ = 0

14. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ ç¯ò¶º ÔÆ ÔË å»  :
(A) A ÇÂ¼Õ ÇòÕðä îËÇàzÕÃ ÔËÍ (B) A ÇÂ¼Õ ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔËÍ
(C) A ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ (D) ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ éÔÆºÍ

15. Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË ÇÕ A2 = A, å»  (I + A)³ – 7 A ìðÅìð ÔË :
(A) A (B) I – A (C) I (D) 3A

ÃÅð-Á³ô
® îËÇàzÕÃ, ëñé» Ü» Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂåÕÅð ́ î ÇòòÃæÅ ÔËÍ

® m ÕåÅð» Áå¶ n æ¿î» òÅñ¶ îËÇàzÕÃ ù m × n ´î çÅ îËÇàzÕÃ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

® [aij]m × 1 ÇÂ¼Õ æ¿î îËÇàzÕÃ ÔËÍ

® [aij]1 × n ÇÂ¼Õ ÕåÅð îËÇàzÕÃ ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ m × n îËÇàzÕÃ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË Ü¶Õð  m = n ÔËÍ
® A = [aij]m × m ÇÂ¼Õ ÇòÕðä îËÇàzÕÃ ÔË Ü¶Õð aij = 0, Üç¯º i ≠ j

® A = [aij]n × n ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð îËÇàzÕÃ ÔË Ü¶Õð aij = 0, Üç¯º  i ≠ j, aij = k, (k ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ
ÔË), Üç¯º i = j ÔËÍ

® A = [aij]n × n ÇÂ¼Õ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔË, Ü¶Õð  aij = 1 Üç¯º  i = j Áå¶ aij = 0 Üç¯º
i ≠ j ÔËÍ

® ÇÕÃ¶ ÇÃøð îËÇàzÕÃ ç¶ ÃÅð¶ Á³ô ÇÃøð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
® A = [aij] = [bij] = B Ü¶Õð (i) A Áå¶ B ÃîÅé ́ î ç¶ Ôé Áå¶ (ii)  i Áå¶ j ç¶¶ ÃÅð¶ Ã¿íò

î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ aij = bij  ÔËÍ
® kA = k[aij]m × n = [k(aij)]m × n

® – A = (–1)A

® A – B = A + (–1) B

® A + B = B + A
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® (A + B) + C = A + (B + C), ÇÜ¼æ¶ A, B Áå¶ C ÃîÅé ´î ç¶ îËÇàzÕÃ ÔéÍ
® k(A + B) = kA + kB, ÇÜ¼æ¶ A Áå¶  B ÃîÅé åðåÆì ç¶ îËÇàzÕÃ Ôé Áå¶ k ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ

ÔËÍ
® (k + l ) A = kA + lA, ÇÜ¼æ¶  k Áå¶  l ÁÚ¼ñ ÔéÍ
® Ü¶Õð A = [aij]m × n Áå¶  B = [bjk]n × p  å»  AB = C = [cik]m × p, ÇÜ¼æ¶ 

1

n

ik ij jk
j

c a b
=

= ∑ ÔËÍ

® (i) A(BC) = (AB)C,  (ii)   A(B + C) = AB + AC,  (iii)   (A + B)C = AC + BC

®  Ü¶Õð A = [aij]m × n å» A′ Ü» AT = [aji]n × m

® (i) (A′)′ = A  (ii)   (kA)′ = kA′  (iii)   (A + B)′ = A′ + B′  (iv)  (AB)′ = B′A′

® Ü¶Õð  A′ = A ÔË å» A ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ
® Ü¶Õð  A′ = –A  ÔË å» A ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ ÔËÍ
® ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ ù ÇÂ¼Õ ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇìÖî ÃîÇîåÂÆ îËÇàzÕÃ» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê

Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
® îËÇàzÕÃ» Óå¶ ÁÅð¿ÇíÕ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÇéîéÇñÖå Ôé :

(i) Ri ↔ Rj  Ü» Ci ↔ Cj

(ii) Ri → kRi Ü»  Ci → kCi

(iii) Ri → Ri + kRj Ü» Ci → Ci + kCj

® Ü¶Õð A Áå¶ B ç¯ òð× îËÇàzÕÃ, ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ Ôé ÇÕ AB = BA = I, å» îËÇàzÕÃ A çÅ
À°ñà´î B ÔË, ÇÜÃ ù A–1 ç¹ÁÅðÅ çðÃÅ ÃÕç¶ Ô» Áå¶ îËÇàzÕÃ B çÅ À°ñà´î A ÔËÍ

® òð× îËÇàzÕÃ çÅ À°ñà´î îËÇàzÕÃ, Ü¶Õð À°Ã çÆ Ô¯ºç ÔË, å» Çòñ¼Öä (unique)  Ô¹¿çÅ ÔËÍ

—v—
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vAll Mathematical truths are relative and conditional — C.P. STEINMETZ v

4.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº îËÇàzÕÃ Áå¶ îËÇàzÕÃ» ç¶ ìÆÜ ×Çäå ç¶
Çòô¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÁÃÆº ìÆÜ ×ÇäåÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù
îËÇàzÕÃ» ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°äÅ òÆ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ Áé°ÃÅð ÃîÆÕðä
çÆ êÌäÅñÆ

a1 x + b1 y = c1

a2 x + b2 y = c2

ù  1 1 1

2 2 2

a b cx
a b cy

    
=        

ç¶ ðÈê  Çò¼Ú çðÃÅ ÃÕç¶ Ô»Í Ô¹ä

ÇÂÔé» ÃîÆÕðäÅ çÆ êÌäÅñÆ çÅ Çòñ¼Öä (Unique) Ô¼ñ  ÔË Ü»
éÔÆº, ÇÂÃ ù a1 b2 – a2 b1 Ã¿ÇÖÁÅ ç¹ÁÅðÅ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(ïÅç Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð 1 1

2 2

a b
a b

≠   Ü»  a1 b2 – a2 b1 ≠ 0,  Ô¯ò¶ å»

ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ çÅ Ô¼ñ Çòñ¼Öä Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂÔ Ã¿ÇÖÁÅ a1 b2 – a2 b1 Ü¯ ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ

Çòñ¼Öä Ô¼ñ êåÅ ÕðçÆ ÔË, À°Ô îËÇàzÕÃ 1 1

2 2
A

a b
a b

 
=  

 
 éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù A  çÅ

ÇâàðîÆéËºà Ü» det A ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³×, ÇòÇ×ÁÅé, ÁðæôÅÃåð, ÃîÅÇÜÕ
ÇòÇ×ÁÅé ÁÅÇç Çò¼Ú ÇòÃåÇðå òðå¯º ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº Õ¶òñ òÅÃåÇòÕ ÇÂ³çðÅÜ» ç¶ C ´î å¼Õ ç¶ ÇâàðîÆéËºà å¶
ÃÆÇîå ðÔ»×¶ Áå¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò», ñØÈ (MINORS)
ÃÇÔ ×¹äéÖ³â (Cofacters) Áå¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé ñÂÆ ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯×, ÇÂ¼Õ
òð× ç¶ ÃÇÔÖ³âÜ Áå¶ À°ñà´î, ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆÁ» çÆ Ã¿×åÆ (Consistency) Áå¶ ÁÃ¿×åÆ

P.S. Laplace
(1749-1827)

ÁÇèÁÅÇÂ 4

ÇâàðîÆéËºà (Determinants)
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(Inconsistency) Áå¶ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ç¶ À°ñà´î çÅ êÌï¯× ç¯ Ü» Çå¿é Úñ» ç¶ ð¶ÇÖÕ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ
çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

4.2  ÇâàðîÆéËºà (Determinant)
ÁÃÆº n ´î ç¶ Ôð¶Õ òð× îËÇàzÕÃ A = [aij] ù ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ (òÅÃåÇòÕ Ü» ÇîôÇðå) ç¹ÁÅðÅ
Ã¿ì¿Çèå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜ¼æ¶ aij A  ij  ò» å¼å ÔËÍ  ÇÂÃ ù ÇÂ¼Õ ëñé çÆ åð·» Ã¯ÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Ü¯ Ôð¶Õ
îËÇàzÕÃ ù ÇÂ¼Õ¯ ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ (òÅÃåÇòÕ Ü» ÇîôÇðå) éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÕðçÅ ÔËÍ

Ü¶Õð M òð× îËÇàzÕÃ» çÅ ÃîÈÔ ÔË,  k ÃÅðÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» a (òÅÃåÇòÕ Ü» ÇîôÇðå) çÅ ÃîÈÔ ÔË
Áå¶  f : M → K, f (A) = k, ç¶ ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÔË Üç¯º ÇÕ A ∈ M Áå¶ k ∈ K å» f (A) , A
çÅ ÇâàðîÆéËºà ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù  |A | Ü» det  A Ü» ∆  ç¹ÁÅðÅ òÆ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Ü¶Õð A = 
a b
c d

 
 
 

, å» A  ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù |A| = 
a b
c d  = det (A) ç¹ÁÅðÅ ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ,  |A | ù A çÅ ÇâàðîÆéËºà êó·ç¶ Ô»Í
(ii) Õ¶òñ òð× îËÇàzÕÃ» ç¶ ÇâàðîÆéËºà Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

4.2.1  ÇÂ¼Õ ´î ç¶ îËÇàzÕÃ çÅ ÇâàðîÆéËºà (Determinant of a matrix of order one)
î³ÇéÁÅ ÇÂ¼Õ ́ î çÅ îËÇàzÕÃ A = [a] Ô¯ò¶ å» A ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù a ç¶ ìðÅìð êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁðæÅå  |A | = a

4.2.2  ç¯ ´î ç¶ îËÇàzÕÃ çÅ ÇâàðîÆéËºà  (Determinant of a matrix of order two)

î³ÇéÁÅ 2 × 2 ´î çÅ îËÇàzÕÃ  A = 
11 12

21 22

a a
a a

 
 
 

 ÔËÍ

å» A ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù ÇÂÃ åð·» êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

det (A) = |A| = ∆ =  = a11a22 – a21a12

À°çÅÔðä A. 
2 4
–1 2  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :   
2 4
–1 2  = 2 (2) – 4 (–1) = 4 + 4 = 8
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À°çÅÔðä B.   
1

– 1
x x

x x
+

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : 
1

– 1
x x

x x
+

 = x (x) – (x + 1) (x – 1)  = x2 – (x2 – 1) = x2 – x2 + 1 = 1

4.2.3   Çå¿é ´î ç¶ îËÇàzÕÃ çÅ ÇâàðîÆéËºà (Determinant of a matrix of order
Three)
Çå¿é ́ î ç¶ îËÇàzÕÃ ç¶ ÇâàðîÆéËºà ù ç¯ ́ î» ç¶ îËÇàzÕÃ» Çò¼Ú çðÃÅ Õ¶ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ
ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» ÇÂ¼Õ æ¿î) ç¶ Áé°ÃÅð êÌÃÅð ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Çå¿é åðåÆì ç¶ ÇâàðîÆéËºà
ù Û¶ êÌÕÅð éÅñ êÌÃÅÇðå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, Çå¿é¯ ÕåÅð» a (R1, R2 Áå¶ R3) Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ã¿×å Áå¶ Çå¿éº̄
æ¿îÅ (C1, C2 Áå¶ C3) Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ã¿×å çðÃÅÂ¶ ×Â¶ êÌÃÅðä ÃîÅé éåÆÜÅ Çç³ç¶ Ôé ÇÜò¶º ÇÕ
ÇéîéÇñÖå ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
òð× îËÇàzÕÃ A = [aij]3 × 3 , ç¶ ÇâàðîÆéËºà Óå¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

ÇÜ¼æ¶       | A | = 21 22 23

31 32 33

11 12 13a a a
a a a
a a a

êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (Expand)

 | A | = 21 22 23

31 32 33

a a a
a a a

11 12 13a a a

ê× A. R1 ç¶ êÇÔñ¶ Á³ô  a11 ù (–1)(1 + 1) íÅò 11[(–1) ]a esa vuqyXukas dk ;kxs  Áå¶ ÇâàðîÆéËºà |A|  çÆ
êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) Áå¶ êÇÔñÅ æ¿î (C1) ç¶ Á³ô» ù ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå ç¯ ́ î ç¶ ÇâàðîÆéËºà éÅñ
×¹ä» Õð¯ ÇÕÀ°ºÇÕ a11, R1 Áå¶ C1 Çò¼Ú ÃÇæå ÔË :

íÅò (–1)1 + 1 a11 
22 23

32 33

a a
a a

ê× B. ÇÕÀ°ºÇÕ  a12, R1 Áå¶ C2 Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ R1 ç¶ çÈÃð¶ å¼å a12 ù (–1)1 + 2

íÅò 12[(–1) ]a esa vuqyXukas dk ;kxs  Áå¶ ÇâàðîÆéËºà | A | çÆ êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) Áå¶ çÈÜ¶ æ¿î (C2) ù ÔàÅÀ°ä
éÅñ êÌÅêå ç¯ ́ î ç¶ ÇâàðîÆéËºà éÅñ ×¹äÅ Õð¯Í

ÁðæÅå (–1)1 + 2a12 
21 23

31 33

a a
a a

ê× C. ÇÕÀ°ºÇÕ a13, R1 Áå¶ C3 Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ R1 ç¶ åÆÜ¶ å¼å ù (–1)1 + 3   íÅò
íÅò 13[(–1) ]a esa vuqyXukas dk ;kxs   Áå¶ ÇâàðîÆéËºà  | A | çÆ êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) Áå¶ åÆÜ¶ æ¿î (C3) ù
ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå ç¯ ́ î ç¶ ÇâàðîÆéËºà éÅñ ×¹äÅ Õð¯Í

Çò¼Ú Áé°ñ×» çÅ Ǖó

Çò¼Ú Áé°ñ×» çÅ Ǖó

Çò¼Ú Áé°ñ×» çÅ Ǖó
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íÅò (–1)1 + 3 a13 
21 22

31 32

a a
a a

ê× D. Ô¹ä A çÅ ÇâàðîÆéËºà íÅò | A | ç¶ êÃÅð ù À°êð¯Õå ê× 1] 2 Áå¶  3 ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå
Çå¿é¯º ê×» çÅ Ü¯ó ÕðÕ¶ ÇñÖ¯ íÅò

det A = |A| = (–1)1 + 1 a11 
22 23 21 231 2

12
32 33 31 33

(–1)
a a a a

a
a a a a

++

+ 21 221 3
13

31 32
(–1)

a a
a

a a
+

Ü» |A| = a11 (a22 a33 – a32 a23) – a12 (a21 a33 – a31 a23)
+ a13 (a21 a32 – a31 a22)

= a11 a22 a33 – a11 a32 a23 – a12 a21 a33 + a12 a31 a23 + a13 a21 a32

– a13 a31 a22 ... (1)

AÇà¼êäÆ  ÁÃÆº ÚÅð¯º ê×» çÅ ÇÂÕ¼áÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

çÈÜÆ ÕåÅð (R2) ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (Expand)

| A | =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

R2   ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

| A | = 12 13 11 132 1 2 2
21 22

32 33 31 33
(–1) (–1)

a a a a
a a

a a a a
+ ++

11 122 3
23

31 32
(–1)

a a
a

a a
++

= – a21 (a12 a33 – a32 a13) + a22 (a11 a33 – a31 a13)
– a23 (a11 a32 – a31 a12)

| A | = – a21 a12 a33 + a21 a32 a13 + a22 a11 a33 – a22 a31 a13 – a23 a11 a32

 + a23 a31 a12

= a11 a22 a33 – a11 a23 a32 – a12 a21 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32

– a13 a31 a22 ... (2)
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êÇÔñ¶ æ¿î (C1) ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (Expand)

| A | =
12 13

22 23

32 33

a a
a a
a a

11

21

31

a
a
a

C1, ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

| A | =
22 23 12 131 1 2 1

11 21
32 33 32 33

(–1) ( 1)
a a a a

a a
a a a a

+ ++ −

+ 
12 133 1

31
22 23

(–1)
a a

a
a a

+

= a11 (a22 a33 – a23 a32) – a21 (a12 a33 – a13 a32) + a31 (a12 a23 – a13 a22)

| A | = a11 a22 a33 – a11 a23 a32 – a21 a12 a33 + a21 a13 a32 + a31 a12 a23

– a31 a13 a22

= a11 a22 a33 – a11 a23 a32 – a12 a21 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32

– a13 a31 a22 ... (3)

(1), (2) Áå¶ (3) å¯º Ãêôà ÔË ÇÕ |A | çÅ î¹¼ñ ìðÅìð ÔËÍ ÇÂÔ êÅáÕ» ç¶ ÁÇíÁÅÃ ç¶ ñÂÆ Û¼â
Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ À°Ô ÇÂÔ ÇÃ¼è Õðé ÇÕ |A| çÅ R3, C2  Áå¶ C3 ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð (1)] (2)
Áå¶ (3) å¯º êÌÅêå éåÆÇÜÁ» ç¶ ìðÅìð ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ù ÇÕÃ¶ òÆ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé å¶ ìðÅìð î¹¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ
ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) ×äéÅ ù Ãðñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà çÅ À°Ã ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õð»×¶

ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÃëð» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÇèÕåî Ô¹¿çÆ ÔËÍ
(ii) ÇâàðîÆéËºà çÅ êÃÅðä Õðç¶ Ãî¶º (–1)i + j éÅñ ×¹ä» Õðé ç¶ ÃæÅé Óå¶ ÁÃÆº (i + j) ç¶ ÇÜÃå

Ü» à»Õ Ô¯ä ç¶ Áé°ÃÅð +1 Ü» –1 éÅñ ×¹ä» Õð ÃÕç¶ Ô»Í

(iii) î³é ñú  A = 
2 2
4 0

 
 
 

 Áå¶ B = 
1 1
2 0

 
 
 

å» ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÕ

A = 2B. êð¿å±  |A | = 0 – 8 = – 8 Áå¶ |B | = 0 – 2 = – 2 ÔËÍ
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ÇèÁÅé Ççú ÇÕ |A | = 4 (– 2) = 22 |B | Ü» |A | = 2n |B |, ÇÜ¼æ¶ n = 2, òð× îËÇàzÕÃ A Áå¶
B çÅ ´î ÔËÍ
ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð A = kB, ÇÜ¼æ¶ A Áå¶ B òð× îËÇàzÕÃ» çÅ ´î n ÔË, åç | A| = kn | B
|, ÇÜ¼æ¶  n = 1, 2, 3 ÔËÍ

À°çÅÔðä C.  ÇâàðîÆéËºà ∆ = 
1 2 4

–1 3 0
4 1 0

  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ åÆÜ¶ æ¿î Çò¼Ú ç¯ ÇÂ³çðÅÜ ÇÃëð ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ åÆÜ¶ æ¿î (C3) ç¶ Áé°ÃÅð
êÃÅðä Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

∆ =
–1 3 1 2 1 2

4 – 0 0
4 1 4 1 –1 3

+

= 4 (–1 – 12) – 0 + 0  = – 52

À°çÅÔðä D.  ∆ = 
0 sin – cos

– sin 0 sin
cos – sin 0

α α
α β

α β
 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : R1 ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

∆ =
0 sin – sin sin – sin 0

0 – sin – cos
– sin 0 cos 0 cos – sin

β α β α
α α

β α α β

= 0 – sin α (0 – sin β cos α) – cos α (sin α sin β – 0)
= sin α sin β cos α – cos α sin α sin β = 0

À°çÅÔðä E.   Ü¶Õð 
3 3 2

1 4 1
x

x
=  å» x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ 
3 3 2

1 4 1
x

x
=

íÅò 3 – x2 = 3 – 8
íÅò x2 = 8

ÇÂÃ åð·» x = 2 2±
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ÁÇíÁÅÃ 4-1
êÌôé A Áå¶ B å¼Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ Ôð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
2 4
–5 –1

2. (i)
cos – sin
sin cos

θ θ
θ θ

(ii)
2 – 1 – 1

1 1
x x x

x x
+

+ +

3. Ü¶Õð A = 
1 2
4 2

 
 
 

, å» ÇÃ¼è Õð¯  | 2A | = 4 | A |

4. Ü¶Õð A = 
1 0 1
0 1 2
0 0 4

 
 
 
  

 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ | 3 A | = 27 | A |

5. ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

(i)
3 –1 –2
0 0 –1
3 –5 0

(ii)
3 – 4 5
1 1 –2
2 3 1

(iii)
0 1 2
–1 0 –3
–2 3 0

(iv)
2 –1 –2
0 2 –1
3 –5 0

6. Ü¶Õð A = 
1 1 –2
2 1 –3
5 4 –9

 
 
 
  

, ÔË, å»  | A | êåÅ Õð¯Í

7. x ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð

(i)
2 4 2 4
5 1 6

x
x

= (ii)
2 3 3
4 5 2 5

x
x

=
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8. Ü¶Õð 
2 6 2

18 18 6
x

x
=  ÔË å» x ìðÅìð ÔË :

(A) 6 (B) ± 6 (C) – 6 (D) 0

4.3 ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of Determinants)
ÇêÛñ¶ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà çÅ êÃÅðä ÕðéÅ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà
çÆÁ» Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» ù ÃÈÚÆ ì¼è Õð»×¶ ÇÜÃ éÅñ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î Çò¼Ú ÇÃëð çÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» ù
ÁÇèÕåî êÌÅêå Õðé éÅñ ÇÂÔé» çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ Ãðñ Ô¯ Ü»çÅ ÔË ÇÂÔ Çòô¶ôåÅò» ÇÕÃ¶ òÆ ́ î
ç¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔË êð¿å± ÁÃÆº Ö¹ç ù Õ¶òñ åÆÜ¶ ́ î å¼Õ ç¶ ÇâàðîÆéËºà å¼Õ ÃÆÇîå ð¼Ö»×¶Í
Çòô¶ôåÅ A. ÇÕÃ¶ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ ÇÂÃ çÆÁ» ÕåÅð» Áå¶ æ¿î» ù À°Ã¶ ÔÆ ́ î Çò¼Ú ìçñä éÅñ
éÔÆº ìçñçÅÍ

êóåÅñ – î³é ñú ∆ = 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =
2 3 1 3 1 2

1 2 3
2 3 1 3 1 2

b b b b b b
a a a

c c c c c c
− +

= a1 (b2 c3 – b3 c2) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)
∆ çÆÁ» ÕåÅð» ù æ¿îÅ Çò¼Ú ìçñä Óå¶ ÃÅù ÇâàðîÆéËºà

∆1 =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

∆1 ç¶ êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
∆1 = a1 (b2 c3 – c2 b3) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)

ÇÂÃ åð·» : ∆ = ∆1

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå ÇòÁÅÇÖÁÅ åº̄ Ãêôà ÔË ÇÕ Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË å» det (A) = det (A′),
ÇÜ¼æ¶ A′, Α çÅ àz»Ãê¯÷ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   Ü¶Õð Ri = i òÆº ÕåÅð Áå¶ Ci = i ò» æ¿î ÔË å» ÕåÅð» Áå¶ æ¿îÅ ç¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú
ìçñä ù ÁÃÆº êÌåÆÕÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú  Ci ↔ Ri ÇñÖ»×¶Í

ÁÅú ÁÃÆº À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅ çÆ À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ êóåÅñ ÕðÆÂ¶Í
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À°çÅÔðä F.   ∆ = 
2 –3 5
6 0 4
1 5 –7

 ç¶ ñÂÆ Çòô¶ôåÅ A çÆ êóåÅñ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇâàðîÆéËºà çÅ êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶,

∆ =
0 4 6 4 6 0

2 – (–3) 5
5 –7 1 –7 1 5

+

= 2 (0 – 20) + 3 (– 42 – 4) + 5 (30 – 0)
= – 40 – 138 + 150 = – 28

ÕåÅð» Áå¶ æ¿îÅ ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä Óå¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

∆1 =
2 6 1
–3 0 5
5 4 –7

     (êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶)

=
0 5 6 1 6 1

2 – (–3) 5
4 –7 4 –7 0 5

+

= 2 (0 – 20) + 3 (– 42 – 4) + 5 (30 – 0)
= – 40 – 138 + 150 = – 28

Ãêôà ÔË ∆ = ∆1
ÇÂÃ åð·» Çòô¶ôåÅ AÇÃ¼è Ô¯ÂÆÍ

Çòô¶ôåÅ B.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Õ¯ÂÆ ç¯ ÕåÅð» (Ü» æ¿îÅ) ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñ Çç¼åÅ
Ü»çÅ ÔË å» ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ

êóåÅñ : î³é ñú  ∆ = 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

êÇÔñÆ Áå¶ ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»
∆ = a1 (b2 c3 – b3 c2) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)

êÇÔñÆ Áå¶ åÆÜÆ ÕåÅð» ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä íÅò R1↔R3  å¯º êÌÅêå éò» ÇâàðîÆéËºà
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∆1 =
1 2 3

1 2 3

1 2 3

c c c
b b b
a a a

ÔËÍ ÇÂÃ ù åÆÜÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶
∆1  = a1 (c2 b3 – b2 c3) – a2 (c1 b3 – c3 b1) + a3 (b2 c1  – b1 c2)

=  – [a1 (b2 c3 – b3 c2) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)] êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÔ Ãêôà ÔË ÇÕ ∆1 = – ∆

ÇÂÃ åð·», ÁÃÆº ÇÕÃ¶ òÆ ç¯ æ¿îÅ ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä éÅñ À°Õå éåÆÜ¶ ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô»Í

AÇà¼êäÆ    ÁÃÆº ÕåÅð» ç¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä ù Ri ↔ Rj Áå¶ æ¿îÅ ç¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä
ù Ci ↔ Cj ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä G. Ü¶Õð ∆ = 
2 –3 5
6 0 4
1 5 –7

 ÔË å» Çòô¶ôåÅ B çÆ êóåÅñ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº êåÅ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ∆ = 
2 –3 5
6 0 4
1 5 –7

 = – 28 (ò¶Ö¯ À°çÅÔðä F)

R2 Áå¶ R3 ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñä éÅñ íÅò R2 ↔ R3 å¯º

∆1 =
2 –3 5
1 5 –7
6 0 4

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇâàðîÆéËºà ∆1 ù êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆1 =
5 –7 1 –7 1 5

2 – (–3) 5
0 4 6 4 6 0

+

= 2 (20 – 0) + 3 (4 + 42) + 5 (0 – 30)

= 40 + 138 – 150 = 28
Ãêôà ÔË ∆1 = – ∆
ÇÂÃ åð·» Çòô¶ôåÅ B ÇÃ¼è Ô¯ÂÆÍ
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Çòô¶ôåÅ C. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Õ¯ÂÆ ç¯ ÕåÅð» (Ü» æ¿î) ÃîÅé Ôé a (ÃÅð¶ Ã¿×å å¼å
ìðÅìð Ôé), å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ ÇÃøð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÃìÈå :  Ü¶Õð ÁÃÆº ÇâàðîÆéËºà ∆ çÆÁ» ÃîÅé ÕåÅð» (Ü» æ¿î») ù ÁÅêÃ Çò¼Ú ìçñ Çç³ç¶ Ô» å»
∆ çÅ î¹¼ñ ìçñçÅ éÔÆº ÔËÍ
Áå¶ Çòô¶ôåÅ B ç¶ Áé°ÃÅð  ∆ çÅ ÇÚ¿é· ìçñ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ ∆ = – ∆
Ü» ∆ = 0
ÁÅú ÁÃÆº À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅ çÆ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ êóåÅñ ÕðÆÂ¶Í

À°çÔÅðä H.  ∆ = 
3 2 3
2 2 3
3 2 3

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð  (expand) Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ
∆ = 3 (6 – 6) – 2 (6 – 9) + 3 (4 – 6)

 = 0 – 2 (–3) + 3 (–2) = 6 – 6 = 0
ÇÂ¼æ¶ R1 Áå¶ R3 ÃîÅé ÔéÍ
Çòô¶¶ôåÅ D. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ Ôð¶Õ å¼å ù ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ k, éÅñ
×¹ä» Õðç¶ Ô» å» À°Ã çÅ î¹¼ñ òÆ k éÅñ ×¹ä» Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

êóåÅñ : î³é ñú ∆ =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

ÇÂÃ çÆ êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ å¼å» ù s k éÅñ ×¹äÅ Õðé Óå¶ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà ∆1 ÔË å»

∆1 =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

k a k b k c
a b c
a b c

êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ
∆1 = k a1 (b2 c3 – b3 c2) – k b1 (a2 c3 – c2 a3) + k c1 (a2  b3 – b2 a3)

= k [a1 (b2 c3 – b3 c2) – b1 (a2 c3 – c2 a3) + c1 (a2 b3 – b2 a3)] = k ∆

ÇÂÃ åð·»
1 1 1

2 2 2

3 3 3

k a k b k c
a b c
a b c

 = k 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c
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Çà¼êäÆ :
(i) ÇÂÃ Çòô¶ôåÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿îÅ å¯º Ã»Þ¶ ×¹äéÖ³â

ù ìÅÔð Õ¼ã ÃÕç¶ Ô»Í
(ii) Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÕÃ¶ ç¯ ÕåÅð» a (Ü» æ¿îÅa) ç¶ Ã¿×å å¼å ÃîÅé°êÅåÆ (À°Ã¶ ÔÆ

Áé°êÅå Çò¼Ú) ÔË åç À°Ã çÅ î¹¼ñ ÇÃëð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

∆ = 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b

k a k a k a
 = 0 (ÕåÅð» R1 Áå¶ R3 ÃîÅé°êÅåÆ Ôé)

À°çÅÔðä I.  ÇâàðîÆéËºà  
102 18 36

1 3 4
17 3 6

çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :   ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 
6(17) 6(3) 6(6) 17 3 6102 18 36

1 3 4 1 3 4 6 1 3 4 0
17 3 6 17 3 6 17 3 6

= = =

(Çòô¶ôåÅ D Áå¶ Çòô¶ôåÅ C çÆ òðå¯º)
Çòô¶ôåÅ E.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶  ÃÅð¶ å¼å ç¯  (Ü» ò¼è) êç» ç¶ Ü¯óëñ
ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ Ô¯ä å» ÇâàðîÆéËºà ù ç¯ (Ü» ò¼è) ÇâàðîÆéËºà» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð Óå¶ 
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

+ λ + λ + λ

 = 
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a
b b b b b b
c c c c c c

λ λ λ
+

êóåÅñ :   Ö¼ìÅ ê¼Ö  =
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

+ λ + λ + λ

êÇÔñÆ ÕåÅð ç¶ Áé°ÃÅð êÌÃÅðä Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
∆ = (a1 + λ1) (b2 c3 – c2 b3) – (a2 + λ2) (b1 c3 – b3 c1)

+ (a3 + λ3) (b1 c2 – b2 c1)
= a1 (b2 c3 – c2 b3) – a2 (b1 c3 – b3 c1) + a3 (b1 c2 – b2 c1)
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+ λ1 (b2 c3 – c2 b3) – λ2 (b1 c3 – b3 c1) + λ3 (b1 c2 – b2 c1)
(êç» ù ÇòòÃÇæå Õðé Óå¶ )

 =
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a
b b b b b b
c c c c c c

λ λ λ
+  = Ã¼ÜÅ ê¼Ö

ÇÂÃ åð·» çÈÜÆÁ» ÕåÅð» Áå¶ æ¿î» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Çòô¶ôåÅò» çÆ êóåÅñ Õð ÃÕç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A@.  çðÃÅú ÇÕ  2 2 2 0
a b c

a x b y c z
x y z

+ + + =

Ô¼ñ :   ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ 2 2 2
a b c

a x b y c z
x y z

+ + +   = 2 2 2
a b c a b c
a b c x y z
x y z x y z

+

(Çòô¶ÃåÅ E ç¶ ç¹ÁÅðÅ)
= 0 + 0 = 0 (Çòô¶ôåÅ E Áå¶ 4 çÅ êÌï¯× Õðé å¶)

Çò²ô¶ôåÅ F.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÕÃ¶ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Ôð¶Õ å¼å Çò¼Ú, ÇÕÃ¶ çÈÃðÆ ÕåÅð Ü» æ¿î
ç¶ Ã¿×å å¼å» ç¶ ÃîÅé ×¹äÜ» ù Ü¯ó Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ À°ÔÆ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ íÅò Ü¶Õð
ÁÃÆº Ri  → Ri + kRj Ü» Ci → Ci + k Cj  çÅ êÌï¯× ÕðÆÂ¶ å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ À°ÔÆ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ
êóåÅñ :

î³é ñú ∆ =
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

 Áå¶  ∆1 = 
1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 2 3

a k c a k c a k c
b b b
c c c

+ + +

,

ÇÜ¼æ¶ ∆1 Ã¿ÇÕÇðÁÅ R1 → R1 + kR3  ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº åÆÜÆ ÕåÅð  (R3) ç¶ å¼å» ù ÁÚ¼ñ k éÅñ ×¹ä» ÕðÕ¶ Áå¶ À°Ã ù êÇÔñÆ ÕåÅð (R1) ç¶
Ã¿×å å¼å» Çò¼Ú Ü¯óç¶ Ô»Í
êÌåÆÕÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ Ã¿ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂÃ åð·» ÇñÖç¶ Ô» ÇÕ  R1 → R1 + k R3
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ÇÂÃ åð·» êÌÅêå ÔË

∆1 =
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a k c k c k c
b b b b b b
c c c c c c

+  (Çòô¶ôåÅ E ç¶ ç¹ÁÅðÅ)

= ∆ + 0 (Üç¯º ÇÕ R1 Áå¶ R3 ÃîÅé°êÅåÆ Ôé)
ÇÂÃ åð·» ∆ = ∆1

Çà¼êäÆ :
(i) Ü¶Õð ÇâàðîÆéËºà ∆ Çò¼Ú Ri → kRi  Ü» Ci → kCi ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà ∆1

ÔË å» ∆1 = k∆.
(ii) Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ê× Çò¼Ú Ri → Ri + kRj òð×ÆÁ» Ã¿ÇÕÇðÁÅò» çÅ ÇÂ¼Õ åº̄ òè¶ð¶ òÅð êÌï¯× ÕðéÅ

Ô¯ò¶ å» ÇèÁÅé ç¶äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÕ êÇÔñÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅ éÅñ êÌíÅÇòå ÕåÅð çÅ Ô¯ð Ã¿ÇÕÇðÁÅò»
Çò¼Ú êÌï¯× éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅÍ áÆÕ ÇÂÃ¶ åð·» çÆ Çà¼êäÆ æ¿î» çÆ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» Çò¼Ú êÌï¯× ÕÆåÆ
Ü»çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ∆ = 32 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

a a b a b c
a a b a b c a
a a b a b c

+ + +
+ + + =
+ + +

Ô¼ñ :   ÇâàðîÆéËºà ∆ Çò¼Ú R2 → R2 – 2R1 Áå¶ R3 → R3 – 3R1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå
Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ = 0 2
0 3 7 3

a a b a b c
a a b
a a b

+ + +
+
+

ÇÂÃ åð·» R3 → R3 – 3R2 , çÅ êÌï¯× Õðé éÅñ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ = 0 2
0 0

a a b a b c
a a b

a

+ + +
+

C1 ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶

∆ =
2

0
a a b

a
a
+

 + 0 + 0

= a (a2 – 0) = a (a2) = a3 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä AB.  ÇòÃæÅð ÕÆå¶ Çìé» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

∆ = 0
1 1 1

x y y z z x
z x y
+ + +

=

Ô¼ñ :  ∆ Çò¼Ú R1 → R1 + R2 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

∆ =
1 1 1

x y z x y z x y z
z x y

+ + + + + +

Ô¹ä R1 Áå¶ R3 ç¶ Á³ô ÃîÅé°êÅåÆ ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ ∆ = 0

À°çÅÔðä AC.  ÇéîéÇñÖå çÅ îÅé êåÅ Õð¯ :

∆ =
1
1
1

a bc
b ca
c ab

Ô¼ñ :  R2 → R2 – R1 Áå¶ R3 → R3 – R1, çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»

∆ =
1
0 ( )
0 ( )

a bc
b a c a b
c a b a c

− −
− −

R2 Áå¶ R3 Çò¼Ú¯º ́ îòÅð (b – a) Áå¶ (c – a) Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð Õ¼ãä éÅñ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶
Ô» ÇÕ

∆ =
1

( ) ( ) 0 1 –
0 1 –

a bc
b a c a c

b
− −

= (b – a) (c – a) [(– b + c)] (êÇÔñ¶ æ¿î ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé å¶)
= (a – b) (b – c) (c – a)
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À°çÅÔðä AD.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 4
b c a a

b c a b abc
c c a b

+
+ =

+

Ô¼ñ : î³é ñú

∆ =
b c a a

b c a b
c c a b

+
+

+

ÇâàðîÆéËºà Óå¶  R1 → R1 – R2 – R3 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =
0 –2 –2c b
b c a b
c c a b

+
+

R1 ç¶ Áé°ÃÅð ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶¶ Ô» ÇÕ

∆ = 0 – (–2 )
c a b b b

c
c a b c a b
+

+ +  (–2 )
b c a

b
c c

+
+

= 2 c (a b + b2 – bc) – 2 b (b c – c2 – ac)
= 2 a b c + 2 cb2 – 2 bc2 – 2 b2c + 2 bc2 + 2 abc
= 4 abc

À°çÅÔðä AE.  Ü¶Õð x, y, z Çí¿é Ô¯ä Áå¶ 

2 3

2 3

2 3

1

1 0

1

x x x

y y y

z z z

+

∆ = + =

+

,

íÅò  x ≠ y ≠ z
å» çðÃÅú ÇÕ  1 + xyz = 0

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ∆ = 

2 3

2 3

2 3

1

1

1

x x x

y y y

z z z

+

+

+

∆ =

2 2 3

2 2 3

2 2 3

1

1

1

x x x x x

y y y y y

z z z z z

+  (Çòô¶ôåÅ E ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)
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=

2 2

2 2 2

2 2

1 1

( 1) 1 1

1 1

x x x x

y y xyz y y

z z z z

− +  (êÇÔñ¶ ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú C3↔ C2 Áå¶ C1 ↔

C2  ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ)

=

2

2

2

1

1 (1 )

1

x x

y y xyz

z z

+  Áå¶ çÈÃð¶ ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú R1,R2 Áå¶ R3 Çò¼Úº̄ ́ îòÅð  x, y Áå¶ z

   = ( )

2

2 2

2 2

1

1 0

0

x x

xyz y x y x

z x z x

+ − −

− −

(R2→R2– R1 Áå¶ R3 → R3–R1  çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶)

R2  éÅñ (y – x) Áå¶ R3 éÅñ (z – x) Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð ð¼Öä Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

∆ =

21
(1+ ) ( – ) ( – ) 0 1

0 1

x x
xyz y x z x y x

z x
+
+

= (1 + xyz) (y – x) (z – x) (z – y)  (C1 éÅñ êÌÃÅðä Õðé Óå¶)
ÇÕÀ°ºÇÕ ∆ = 0 Áå¶ x, y Áå¶ z  ÃÅð¶ Çí¿é ÔéÍ
ÇÂÃ åð·» x – y ≠ 0, y – z ≠ 0, z – x ≠ 0, å¯º ÃÅù 1 + xyz = 0 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AF.  çðÃÅú ÇÕ 
1 1 1

1 1 11 1 1 1
1 1 1

a
b abc abc bc ca ab

a b c
c

+
 + = + + + = + + +  

+

Ô¼ñ :  R1, R2 Áå¶ R3 Çò¼Ú¯º ´îòÅð  a, b Áå¶ c ÃÅÞ» ñËä Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ ê¼Ö   =

1 1 1
1

1 1 11

1 1 1 1

a a a

abc
b b b

c c c

+

+

+

R1→ R1 + R2 + R3 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
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∆ =

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

1 1 11

1 1 1 1

a b c a b c a b c

abc
b b b

c c c

+ + + + + + + + +

+

+

Ü»      ∆ =

1 1 1
1 1 1 1 1 11+ 1

1 1 1 1

abc
a b c b b b

c c c

 + + + 
 

+

Ô¹ä C2 → C2 – C1 Áå¶ C3 → C3 – C1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =

1 0 0
1 1 1 11+ 1 0

1 0 1

abc
a b c b

c

 + + 
 

= ( )1 1 11 1 1– 0abc
a b c

 + + +     

=
1 1 11+abc
a b c

 + + 
 

 = abc + bc + ca + ab = Ã¼ÜÅ ê¼Ö

AÇà¼êäÆ  Ô¯ð ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ   C1 → C1 – C2 Áå¶ C3 → C3 – C2, çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ Áå¶
C1→ C1 – a C3 çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ À°êð¯Õå À°çÅÔðä ù Ô¼ñ Õðé çÅ ïåé Õð¯Í

ÁÇíÁÅÃ D.B

Çìé» ÇòÃæÅð ÕÆå¶ Áå¶ ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇéîéÇñÖå êÌôé A å¯º E
ù ÇÃ¼è Õð¯Í

1. 0
x a x a
y b y b
z c z c

+
+ =
+

2. 0
a b b c c a
b c c a a b
c a a b b c

− − −
− − − =
− − −

3. 
2 7 65
3 8 75 0
5 9 86

=
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4.
( )
( )
( )

1
1 0
1

bc a b c
ca b c a
ab c a b

+
+ =
+

5. 2
b c q r y z a p x
c a r p z x b q y
a b p q x y c r z

+ + +
+ + + =
+ + +

ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ êÌôé F å¯º AD å¼Õ ù ÇÃ¼è Õð¯ :

6.

0
0 0

0

a b
a c

b c

−
− − =    7.

2

2 2 2 2

2

4
a ab ac

ba b bc a b c
ca cb c

−
− =

−

8. (i)  ( )( )( )
2

2

2

1
1
1

a a
b b a b b c c a
c c

= − − −

(ii)  ( )( )( )( )
3 3 3

1 1 1
a b c a b b c c a a b c
a b c

= − − − + +

9.

2

2

2

x x yz
y y zx
z z xy

= (x – y) (y – z) (z – x) (xy + yz + zx)

10. (i)  ( )( )2

4 2 2
2 4 5 4 4
2 2 4

x + x x
x x + 2x x x
x x x +

= + −

(ii)  ( )2 3
y + k y y

y y + k y k y k
y y y + k

= +

11. (i)  ( )3

2 2
2 2
2 2

a b c a a
b b c a b a b c
c c c a b

− −
− − = + +

− −
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(ii)  ( )3
2

2 2
2

x y z x y
z y z x y x y z
z x z x y

+ +
+ + = + +

+ +

12. ( )

2

22 3

2

1
1 1

1

x x
x x x
x x

= −

13. ( )
2 2

32 2 2 2

2 2

1 2 2

2 1 2 1

2 2 1

a b ab b
ab a b a a b

b a a b

+ − −

− + = + +

− − −

14.

2

2 2 2 2

2

1
1 1

1

a ab ac
ab b bc a b c
ca cb c

+
+ = + + +

+

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ AE Áå¶ AF Çò¼Ú¯º ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :

15. Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ 3 × 3 çðÜ¶ çÅ îËÇàzÕÃ ÔË å» | kA| çÅ î¹¼ñ Ô¯ò¶×Å :
(A) k | A | (B) k2 | A | (C) k3 | A | (D) 3k | A |

16. ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ ÔËÍ
(A) ÇâàðîÆéËºà ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ
(B) ÇâàðîÆéËºà ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
(C) ÇâàðîÆéËºà ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
(D) ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ éÔÆºÍ

4.4  Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ (Area of a Triangle)
ÁÃÆº ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ (x1, y1), (x2, y2) Áå¶  (x3, y3),

Ô¯ä å» À°ÃçÅ Ö¶åðëñ ÇòÁ³ÜÕ 1
2

[x1(y2–y3) + x2 (y3–y1) + x3 (y1–y2)]ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ

Ü»çÅ ÔËÍ Ô¹ä ÇÂÃ ÇòÁ³ÜÕ ù ÇâàðîÆéËºà ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

∆ =
1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1

x y
x y
x y

... (1)
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Çà¼êäÆ
(i) ÇÕÀ°ºÇÕ Ö¶åðëñ ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ðÅôÆ Ô¹¿çÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº Ôî¶ôÅ (1) Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà çÅ

Çéðê¶Ö (absolute value) î¹¼ñ ñËºç¶ Ô»Í
(ii) Ü¶Õð Ö¶åðëñ Çç¼åÅ Ô¯ò¶ å» ×äéÅ ç¶ ñÂÆ ÇâàðîÆéËºà çÅ èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ ç¯ò¶º î¹¼ñ»

çÅ êÌï¯× Õð¯Í
(iii) Çå¿é Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» åº̄ ìä¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ ÇÃøð Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä AG. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð (3, 8), (–  4, 2) Áå¶ (5, 1) ÔéÍ

Ô¼ñ :  Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ

∆ =
3 8 1

1 4 2 1
2

5 1 1
–    =  ( ) ( ) ( )1 3 2 1 8 4 5 1 4 10

2
– – – – – – +  

  = ( )1 613 72 14
2 2

–+ =

À°çÅÔðä AH. ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ A(1, 3) Áå¶ B (0, 0) ù Ü¯óé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä
êåÅ Õð¯ Áå¶ k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Çì³çÈ D(k, 0) ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ ∆ ABD çÅ Ö¶åðëñ C
òð× ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñú AB  å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P (x, y) ÔË åç ∆ ABP çÅ Ö¶åðëñ =  0 (ÇÕÀ°º a?)

ÇÂÃ ñÂÆ
0 0 1

1 1 3 1
2

1x y
 = 0

ÇÂÃ å¯º êÌÅêå ÔË ( )1 3
2

y – x  = 0 Ü» y = 3x

Ü¯ ÇÕ ñ¯óÆºçÆ ð¶ÖÅ AB çÅ ÃîÆÕðä ÔËÍ
êð¿å±  ∆ ABD çÅ Ö¶åðëñ C òð× ÇÂÕÅÂÆ Çç¼åÅ ÔË ÇÂÃ åð·» :

1 3 1
1 0 0 1
2

0 1k
 = ± 3  ÃÅù êÌÅêå ÔË 3 3

2
k−

= ± , i.e., k = ∓  2
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ÁÇíÁÅÃ D.C
1. ÇéîéÇñÖå Ôð¶Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÃÖð Çì³çÈÈÁ» òÅñ¶ Çåzí¹Ü» çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

(i) (1, 0), (6, 0), (4, 3) (ii) (2, 7), (1, 1), (10, 8)

(iii) (–2, –3), (3, 2), (–1, –8)

2. çðÃÅú ÇÕ Çì³çÈ  A (a, b + c), B (b, c + a) Áå¶ C (c, a + b) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

3. Ôð¶Õ Çò¼Ú k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð Çåzí¹Ü» çÅ Ö¶åðëñ D òð× ÇÂÕÅÂÆ ÔË ÇÜ¼æ¶ ÇÃÖð Çì³çÈ
ÇéîéÇñÖå Ôé :
(i) (k, 0), (4, 0), (0, 2) (ii) (–2, 0), (0, 4), (0, k)

4. (i) ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ (1, 2) Áå¶ (3, 6) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ
Õð¯Í

(ii) ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ (3, 1) Áå¶ (9, 3) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ
Õð¯Í

5. Ü¶Õð ÇÃÖð (2, – 6), (5, 4) Áå¶ (k, 4) òÅñ¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ CE òð× ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶ å» k
çÅ î¹¼ñ ÔË :
(A) 12 (B) –2 (C) –12, –2 (D) 12, –2

4.5  ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â (Minor and Co-factor)
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ñØÈ (Minor) Áå¶ ÃÇÔ×¹äé Ö³â» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶

ÇòÃæÅð  çÅ ÇòÃåÇðå ðÈê ÇñÖäÅ ÇÃ¼Ö»×¶Í
êÇðíÅôÅ A. ÇâàðîÆéËºà ç¶ å¼å aij çÅ ñØÈ ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ÔË Ü¯ i òÆº ÕåÅð Áå¶ j ò¶º æ¿î ÇÜÃ ç¶
Çò¼Ú å¼å aij ÃÇæå ÔË ù ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ å¼å aij ç¶ ñØÈÁ» ù Mij ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶
Ô»Í
Çà¼êäÆ :   n(n ≥ 2) çðÜ¶ ç¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ å¼å çÅ ñØÈ n – 1 ´î çÅ ÇâàðîÆéËºà Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä I. ÇâàðîÆéËºà 
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∆ =  Çò¼Ú å¼å F çÅ ñØÈ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÕÀ°ºÇÕ F çÈÜÆ ÕåÅð Áå¶ åÆÜ¶ æ¿î Çò¼Ú ÃÇæå ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ À°Ã çÅ ñØÈ = M23 ÇéîéÇñÖå
êÌÕÅð éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

M23 =
1 2
7 8  = 8 – 14 = – 6 (∆ Çò¼Ú¯º R2 Áå¶ C3 ÔàÅÀ°ä Óå¶)
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êÇðíÅôÅ B. ÇÂ¼Õ å¼å aij  çÅ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â ÇÜÃ ù Aij ç¹ÁÅðÅ çðÃÅ ÃÕç¶ Ô», ÇÜ¼æ¶
Aij = (–1)i + j Mij,

ç¶ ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» ÇÜ¼æ¶ aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â Mij  ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. ÇâàðîÆéËºà  
1 2
4 3

–
 ç¶ ÃÅð¶ å¼å» ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  å¼å aij çÅ ñØÈ Mij  ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ a11 = 1, ÇÂÃ ñÂÆ M11 = a11 çÅ ñØÈ = 3

M12
 = å¼å a12 çÅ ñØÈ = 4

M21 = å¼å a21 çÅ ñØÈ = – 2

M22 = å¼å a22 çÅ ñØÈ = 1

Ô¹ä  aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â Aij ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
A11 = (–1)1 + 1  M11 = (–1)2 (3) = 3
A12 = (–1)1 + 2  M12 = (–1)3 (4) = – 4
A21 = (–1)2 + 1  M21 = (–1)3 (–2) = 2
A22 = (–1)2 + 2  M22 = (–1)4 (1) = 1

À°çÅÔðä BA. ∆ =  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 ç¶ å¼å» a11 Áå¶ a21 ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

a11 çÅ ñØÈ = M11 = 
22 23

32 33

a a
a a  = a22 a33– a23 a32

a11 çÅ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â = A11 = (–1)1+1  M11 = a22 a33 – a23 a32

a21 çÅ ñØÈ = M21 = 
12 13

32 33

a a
a a  = a12 a33 – a13 a32

a21 çÅ ÃÇÔ ×¹äéÖ³â = A21 = (–1)2+1  M21 = (–1) (a12 a33 – a13 a32) = – a12 a33 + a13
a32
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Çà¼êäÆ : À°çÔÅðä BA Çò¼Ú  Çç¼å¶ ÇâàðîÆéËºà ∆ çÅ R1 ç¶ ÃÅê¶Ö ÇòÃæÅð Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ = (–1)1+1 a11 
22 23

32 33

a a
a a + (–1)1+2 a12 

21 23

31 33

a a
a a  + (–1)1+3  a13 

21 22

31 32

a a
a a

= a11 A11 + a12 A12 + a13 A13, ÇÜ¼æ¶ aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â AijÔËÍ
= R1 ç¶ å¼å» Áå¶ À°Ôé» ç¶ Ã³×å ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÅ Ü¯ó Í

ÇÂÃ åð·» ∆ çÅ R2, R3, C1, C2 Áå¶ C3 ç¶ ÃÅê¶Ö E êÌÕÅð éÅñ ÇòÃæÅð ÕðÕ¶ î¹¼ñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» ÇâàðîÆéËºà ∆ , ÇÕÃ¶ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ Á³ôÅ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Ã³×å ÃÇÔ×¹äéÖ³â» ç¶

×¹äéëñ çÅ Ü¯ó ÔËÍ

AÇà¼êäÆ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ å¼å» ù ÇÕÃ¶ Ô¯ð ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â»
éÅñ ×¹äÅ ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó ÇÃëð Ô¹¿çÅ ÔËÍ À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ î³é ñú ∆ = a11 A21 +
a12 A22 + a13 A23  åç

∆ = a11 (–1)1+1 
12 13

32 33

a a
a a + a12 (–1)1+2 11 13

31 33

a a
a a

+ a13 (–1)1+3 11 12

31 32

a a
a a

=
11 12 13

11 12 13

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 = 0 ( ÇÕÀ°ºÇÕ R1 Áå¶ R2 ìðÅìð Ôé a)

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº Ô¯ð ÕåÅð» Áå¶ æ¿îÅ ç¶ ñÂÆ Õ¯Çôô Õð ÃÕç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BB. ÇâàðîÆéËºà  
2 3 5
6 0 4
1 5 7

–

–
 ç¶ å¼å» ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÃ¼è Õð¯

ÇÕ  a11 A31 + a12 A32 + a13 A33= 0 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶   M11 = 
0 4
5 7–  = 0 –20 = –20;  ÇÂÃ ñÂÆ A111 = (–1)1+1 (–20) = –20

M12 = 
6 4
1 7–  = – 42 – 4 = – 46; ÇÂÃ ñÂÆ AA12 = (–1)1+2 (– 46) = 46

M13 = 
6 0
1 5  = 30 – 0 = 30; ÇÂÃ ñÂÆ  A13 = (–1)1+3 (30) = 30
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M21 = 
3 5

5 7
–

–  = 21 – 25 = – 4;  ÇÂÃ ñÂÆ AA21 = (–1)2+1 (– 4) = 4

M22 = 
2 5
1 7–  = –14 – 5 = –19;  ÇÂÃ ñÂÆ AA22 = (–1)2+2 (–19) = –19

M23 = 
2 3
1 5

–
 = 10 + 3 = 13; ÇÂÃ ñÂÆ  A23 = (–1)2+3 (13) = –13

M31 = 
3 5

0 4
–

 = –12 – 0 = –12;  ÇÂÃ ñÂÆ AA31 = (–1)3+1 (–12) = –12

M32 = 
2 5
6 4  = 8 – 30 = –22; ÇÂÃ ñÂÆ AA32 = (–1)3+2 (–22) = 22

M33 = 
2 3
6 0

–
 = 0 + 18 = 18; ÇÂÃ ñÂÆ  A33 = (–1)3+3 (18) = 18

Ô¹ä a11 = 2, a12 = –3, a13 = 5;  Áå¶A31 = –12, A32 = 22, A33 = 18 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ a11 A31 + a12 A32 + a13 A33

         = 2 (–12) + (–3) (22) + 5 (18) = –24 – 66 + 90 = 0

ÁÇíÁÅÃ D.D
ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà ç¶ å¼å» ç¶ ñØÈ Áå¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â ÇñÖ¯Í

1. (i)  
2 4
0 3

–
(ii)

a c
b d

2. (i)  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

(ii)

1 0 4
3 5 1
0 1 2

–

3. çÈÜÆ ÕåÅð ç¶ å¼å» ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶  ∆ = 
5 3 8
2 0 1
1 2 3

 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
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4. åÆÜ¶ æ¿î ç¶ å¼å» ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÅ À°êï¯× ÕðÕ¶  ∆ = 

1
1
1

x yz
y zx
z xy

çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

5. Ü¶Õð ∆ = 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 Áå¶ aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â AAijÔ¯ò¶ å» ∆ çÅ î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå ðÈê

Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË :
(A) a11 A31+ a12 A32 + a13 A33 (B) a11 A11+ a12 A21 + a13 A31

(C) a21 A11+ a22 A12 + a23 A13 (D) a11 A11+ a21 A21 + a31 A31

4.6  îËÇàzÕÃ ç¶ ÃÇÔÖ³âé Áå¶ À°ñà´î (Adjoint and Inverse of a Matrix)

ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ç¶ À°ñà´î çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº
ÇÂ¼Õ îËÇà·ÕÃ ç¶ À°ñà´î ç¶ ñÂÆ ôðå» çÆ òÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð»×¶Í
A–1 êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ êÇÔñ» ÁÃÆº ÇÂ¼Õ îËÇàÌÕÃ çÅ ÃÇÔÖ³â êÇðíÅÇôå Õð»×¶Í

4.6.1  îËÇàzÕÃ çÅ ÃÇÔÖ³âé (Adjoint of a matrix)

êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A = [aij] çÅ ÃÇÔÖ³âé, îËÇàzÕÃ [Aij] ç¶ àz»Ãê¯÷ ç¶ ðÈê Çò¼Ú
êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÜ¼æ¶ Aij] å¼å aij  çÅ ÃÇÔÖ³â ÔËÍ îËÇàzÕÃ A çÅ ÃÇÔÖ³â ù adj A ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅ ÃÕç¶
Ô»Í

î³é ñú A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

 ÔËÍ

åç adj A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A A A
A A A
A A A

 
 
 
  

dk ifjorZ

11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
= A A A

A A A

 
 
 
  

À°çÅÔðä BC. îËÇàzÕÃ 
2 3

A =
1 4

 
 
 

 çÅ ÃÇÔÖ³âé êåÅ Õð¯Í

çÅ àz»Ãê¯Ü
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Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ A11 = 4, A12 = –1, A21 = –3, A22 = 2

ÇÂÃ åð·» adj A =
11 21

12 22

A A 4 –3
 =

A A –1 2
   
   

  

Çà¼êäÆ : 2 × 2 ´î ç¶ òð× îËÇàzÕÃ A = 11 12

21 22

a a
a a

 
 
 

 çÅ ÃÇÔÖ³âé adj A, a111 Áå¶ a22 ù ÁÅêÃ

Çò¼Ú ìçñä Áå¶ a12 Áå¶ a21 ç¶ ÇÚ¿é· êÇðòðÇåå Õð ç¶ä éÅñ òÆ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º
Çéîé Áé°ÃÅð çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

 

ÁÃÆº Çìé» ÃìÈå ç¶ ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï ÕÇæå Õðç¶ Ô»

êÌî¶ï A. Ü¶Õð A Õ¯ÂÆ n ´î çÅ îËÇàzÕÃ ÔË å»  A(adj A) = (adj A) A = A I , ÇÜ¼æ¶ I, n ´î çÅ
ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔËÍ

ÃìÈå : î³é ñú

A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

, ÔË åç 
11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
A = A A A

A A A
adj

 
 
 
  

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ å¼å» çÅ Ã¿×å ÃÇÔ ×¹äéÖ³â» çÆ ×¹ä» çÅ Ü¯ó |A | ç¶ ÃîÅé Ô¹¿çÅ
ÔË Ü» ÇÃøð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» A (adj A) =

A 0 0
0 A 0
0 0 A

 
 
 
  

 = A  
1

0 0
0 0
0 0

 
 
 
  

1

1  = A  I

ÇÂÃ åð·», ÁÃÆº çðÃÅ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ (adj A) A = |A | I

ÇÂÃ åð·» : A (adj A) = (adj A) A = |A | I êÌîÅÇäå ÔËÍ            (ïÅç ð¼Öä ï¯×)

ÇÚ¿é· ìçñ¯ ÁÅêÃ Çò¼Ú
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êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A ÇòÇÚ¼åð (singular) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A  = 0 ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ ñÂÆ îËÇàzÕÃ  A = 
1 2
4 8

 
 
 

 çÅ ÇâàðîÆéËºà ÇÃøð ÔËÍ ÇÂÃ åð·» A  Çò¼ÇÚ¼åð ÔËÍ

êÇðíÅôÅ E. ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A Áä ÇòÇÚ¼åð (non-singular) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A  ≠ 0

î³é ñú A = 
1 2
3 4

 
 
 

 Ô¯ò¶ A = 
1 2
3 4  = 4 – 6 = – 2 ≠ 0 ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» A Áä ÇòÇÚ¼åð ÔËÍ
ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï Çìé» ÃìÈå ç¶ ÕÇæå Õð ðÔ¶ Ô»Í

êÌî¶ï B.  Ü¶Õð A  Áå¶ B ç¯ò¶º ÇÂ¼Õ ÔÆ åðåÆì ç¶ Áä ÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ Ô¯ä å»  AB Áå¶ BA òÆ
À°Ã¶ çðÜ¶ ç¶ Áä ÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
êÌî¶ï C.  îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇâàðîÆéËºà À°Ôé» ç¶ ́ îòÅð ÇâàðîÆéËºà ç¶ ×¹äéëñ ç¶ ìðÅìð
Ô¹¿çÅ ÔË íÅò AB  = A  B , ÇÜ¼æ¶ A  Áå¶ B ÃîÅé åðåÆì ç¶ òð× îËÇàzÕÃ ÔéÍ

Çà¼êäÆ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ (adj A) A = A  I = 
A 0 0
0 A 0
0 0 A

 
 
 
  

ç¯ò¶º êÅÃ¶ îËÇàzÕÃ» çÅ ÇâàðîÆéËºà ñËä Óå¶

( A) Aadj  =
A 0 0
0 A 0
0 0 A

íÅò |(adj A)| |A| =
3

1 0 0
A 0 1 0

0 0 1
(ÇÕÀ°º a?)

íÅò |(adj A)| |A| = 3A  (1)

íÅò |(adj A)| = 2A                                       (ïÅç ð¼Öä ï¯×)
ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð n ´î çÅ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A Ô¯ò¶ å» |adj A| = |A |n – 1 Ô¯ò¶×ÅÍ
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êÌî¶ï D.  ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ  A ç¶ À°ñà ́ î çÆ Ôº̄ç ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð A ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔËÍ

ÃìÈå :  î³é ñú  n ́ î çÅ ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ A ÔË Áå¶ n ́ î çÅ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ I ÔËÍ  åç
n ´î ç¶ ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ B çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ò¶ å» ÇÕ AB = BA = I

Ô¹ä  AB = I  ÔË å» |AB | = |I |    Ü» |A | |B | = 1 (ÇÕÀ°ºÇÕ | I | = 1, |AB | = |A | |B |)

ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË |A | ≠ 0. ÇÂÃ åð·» A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔËÍ
À°ñà î³é ñú A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔË åç |A | ≠ 0

Ô¹ä A (adj A) = (adj A) A = A I (êÌî¶ï 1)

Ü» A 
1 1A A A I

| A | | A |
adj adj   = =   

   

Ü» AB = BA = I, ÇÜ¼æ¶ B = 
1 A

| A |
adj

ÇÜÃ åð·» A ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶ A–1 = 
1 A

| A |
adj (ïÅç ð¼Öä ï¯×)

À°çÅÔðä BD.  Ü¶Õð A = 
1 3 3
1 4 3
1 3 4

 
 
 
  

 Ô¯ò¶ å» êóåÅñ Õð¯ ÇÕ A. adj A = A . I Áå¶ A–1

êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ A  = 1 (16 – 9) –3 (4 – 3) + 3 (3 – 4) = 1 ≠ 0

Ô¹ä  A11 = 7,  A12 = –1, A13 = –1, A21 = –3, A22 = 1, A23 = 0, A31 = –3, A32 = 0, A33 = 1

ÇÂÃ ñÂÆ adj A =

7 3 3
1 1 0
1 0 1

− − 
 − 
 − 

Ô¹ä A.(adj A) =

1 3 3 7 3 3
1 4 3 1 1 0
1 3 4 1 0 1

− −   
   −   
   −   
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=
7 3 3 3 3 0 3 0 3
7 4 3 3 4 0 3 0 3
7 3 4 3 3 0 3 0 4

− − − + + − + + 
 − − − + + − + + 
 − − − + + − + + 

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 = (1)  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 = A . I

Áå¶
1 1A A

A
adj− = ⋅  =

7 3 3
1 1 1 0
1

1 0 1

− − 
 − 
 − 

 

7 3 3
1 1 0
1 0 1

− − 
 = − 
 − 

À°çÅÔðä BE.  Ü¶Õð A = 
2 3 1 2

, B
1 4 1 3

−   
=   − −   

, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (AB)–1 = B–1A–1 ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ AB = 
2 3 1 2 1 5
1 4 1 3 5 14

− −     
=     − − −     

ÇÕÀ°ºÇÕ AB  = –11 ≠ 0, (AB)–1 çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù ÇéîéÇñÖå åðÆÕ¶ éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

(AB)–1 = 
14 51 1. (AB)
5 1AB 11

adj
− − 

=−  − − 
 

14 51
5 111

 
=  

 

Áå¶ A  = –11 ≠ 0 Áå¶ B  = 1 ≠ 0. ÇÂÃ ñÂÆ AA–1 Áå¶ B–1 ç¯ò» çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶ ÇÜÃ ù
ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1 14 3 3 21A ,B
1 2 1 111

− −
− −   

=− =   −   

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1
3 2 4 31

B A
1 1 1 211

− −
− −   

= −    −   
 14 51

5 111
− − 

= −  − − 
 14 51

5 111
 

=  
 

ÇÂÃ åð·» (AB)–1 = B–1 A–1 ÔËÍ
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À°çÅÔðä BF.  çðÃÅú ÇÕ îËÇàzÕÃ A = 
2 3
1 2

 
 
 

ÃîÆÕðä A2 –  4A + I = O, ù Ã¿å°ôà ÕðçÆ ÔË,

ÇÜ¼æ¶ I, 2 × 2 ´î çÅ ÇÂ¼Õ ååÃîÕ îËÇàzÕÃ ÔË Áå¶ O,   2 × 2 ´î çÅ ÇÂ¼Õ ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔËÍ ÇÂÃ
çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ A–1 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ 2 2 3 2 3 7 12
A A.A

1 2 1 2 4 7
     

= = =     
     

ÇÂÃ åð·» A2 – 4A + I =
7 12 8 12 1 0
4 7 4 8 0 1

     
− +     

     

0 0
O

0 0
 

= = 
 

Ô¹ä A2 – 4A + I = O
ÇÂÃ ñÂÆ A A – 4A = – I
Ü» A  A (A–1) – 4 A A–1 = – I A–1 (ç¯ò¶º êÅÃ¶ A–1 éÅñ ×¹ä» ç¹ÁÅðÅ ÇÕÀ°ºÇÕ |A| ≠ 0)
Ü» A (A A–1) – 4I = – A–1

Ü» AI – 4I = – A–1

Ü» A–1 = 4I – A  = 
4 0 2 3 2 3
0 4 1 2 1 2

−     
− =     −     

ÇÂÃ åð·» A–1 =
2 3
1 2

− 
 − 

ÁÇíÁÅÃ D².E

 êÌôé A Áå¶ B Çò¼Ú Ôð¶Õ îËÇàzÕÃ çÅ ÃÇÔÖ³âé (adjoint) êåÅ Õð¯Í

1.
1 2
3 4

 
 
 

2.

1 1 2
2 3 5
2 0 1

− 
 
 
 − 

êÌôé C Áå¶ êÌôé D Çò¼Ú êóåÅñ Õð¯ ÇÕ A (adj A) = (adj A) .A = A . I ÔËÍ

3.
2 3
4 6

 
 − − 

4.

1 1 2
3 0 2
1 0 3

− 
 − 
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êÌôé E å¯º AA Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ Ôð¶Õ îËÇàzÕÃ» ç¶ À°ñà´î (ÇÜé·» çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶)êåÅ Õð¯Í

5.
2 2
4 3

− 
 
 

6.
1 5
3 2

− 
 − 

7.

1 2 3
0 2 4
0 0 5

 
 
 
  

8.

1 0 0
3 3 0
5 2 1

 
 
 
 − 

9.

2 1 3
4 1 0
7 2 1

 
 − 
 − 

10.
1 1 2
0 2 3
3 2 4

− 
 − 
 − 

11.

1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

 
 α α 
 α − α 

12. Ü¶Õð A = 
3 7
2 5

 
 
 

 Áå¶ B = 
6 8
7 9

 
 
 

 ÔË å» êóåÅñ Õð¯ ÇÕ (AB)–1 = B–1 AA–1 ÔËÍ

13. Ü¶Õð  A = 
3 1
1 2

 
 − 

 ÔË å» çðÃÅú ÇÕ A2 – 5A + 7I = O ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñA–1 êåÅ

Õð¯Í

14. îËÇàzÕÃ  A = 
3 2
1 1

 
 
 

 ç¶ ñÂÆ a Áå¶ b ÁÇÜÔÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ

A2 + aA + bI = O Ô¯ò¶Í

15. îËÇàzÕÃ A = 
1 1 1
1 2 3
2 1 3

 
 − 
 − 

 ç¶ ñÂÆ çðÃÅú ÇÕ AA3– 6A2 + 5A + 11 I = O  ÔËÍ

ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ A–1 êåÅ Õð¯Í

16. Ü¶Õð A = 
2 1 1
1 2 1

1 1 2

− 
 − − 
 − 

, å» êóåÅñ Õð¯ ÇÕ A3 – 6A2 + 9A – 4I = O ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÆ

ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ A–1  êåÅ Õð¯Í
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17. Ü¶Õð A,  3 × 3 ´î çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÔË å» |adj A | çÅ î¹¼ñ ÔËÍ
(A) | A | (B) | A |2 (C) | A |3 (D) 3 |A |

18. Ü¶Õð A, ç¯ ́ î çÅ ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË å»  det (A–1) ìðÅìð ÔË :

(A) det (A) (B)
1

det (A) (C) 1 (D) 0

4.7  ÇâàðîÆéËºà» Áå¶ îËÇàzÕÃ» çÆ òðåº̄ (Applications of Determinants and Matrices)

ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Ü» Çå¿é ÁÇ×ÁÅå ðÅôÆÁ» ç¶ ð¶ÇÖÕ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ç¶ Ô¼ñ Áå¶ ð¶ÇÖÕ
ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ çÆ Ã¿×ååÅ çÆ Ü»Ú Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà Áå¶ îËÇàzÕÃ» çÆ òðå¯º çÅ òðäé Õð»×¶Í

Ã¿×å êÌäÅñÆ :  êÌäÅñÆ Ã¿×å ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ (ÇÂ¼Õ Ü» ò¼è) Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ÁÃ¿×å êÌäÅñÆ : êÌäÅñÆ ÁÃ¿×å ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº Ô¹¿çÆÍ

AÇà¼êäÆ  ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Çòñ¼Öä Ô¼ñ ç¶ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ å¼Õ ÃÆÇîå ðÔ»×¶Í

4.7.1  îËÇàzÕÃ ç¶ À°ñà´î ç¹ÁÅðÅ ð¶ÇÖÕ ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ çÅ Ô¼ñ (Solution of a
system of linear equations using inverse of a matrix)

ÁÅú ÁÃÆº ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» çÆ êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ îËÇàzÕÃ ç¶
À°ñà´î çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ À°Ã ù Ô¼ñ Õðç¶ Ô»Í
ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

a1 x + b1 y + c1 z = d 1

a2 x + b2 y + c2 z = d 2

a3 x + b3 y + c3 z = d 3

î³é ñú
1 1 1

2 2 2

3 3 3

A ,
a b c
a b c
a b c

 
 =  
  

 X =
1

2

3

B
x d
y d
z d

  
   =   
     

vkSj

åç ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ AX = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ çðÃÅÂÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c x
a b c y
a b c z

   
   
   
     

 =
1

2

3

d
d
d

 
 
 
  

Áå¶
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ÃÇæåÆ A.  Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË íÅò  |A |  ≠ 0 åç ÇÂÃ ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔËÍ ÇÂÃ
åð·» AX = B å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

A–1 (AX) = A–1 B (A–1 éÅñ êÈðò ×¹äé ç¹ÁÅðÅ)
Ü» (A–1A) X = A–1 B (ÃÇÔÚÅðåÅ ×¹äé ç¹ÁÅðÅ)
Ü» I X = A–1 B
Ü» X = A–1 B
ÇÂÔ îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä Çç¼å¶ ×Â¶ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ Çòñ¼Öä Ô¼ñ Çç³çÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ çÅ
À°ñà´î Çòñ¼Öä Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä» ç¶ êÌäÅñÆ ç¶ Ô¼ñ Õðé çÆ ÇÂÔ ÇòèÆ îËÇàzÕÃ ÇòèÆ ÁÖòÅÀ°ºçÆ
ÔËÍ
ÃÇæåÆ B.  Ü¶Õð A  ÇÂ¼Õ ÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË åç |A | = 0 Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº (adj A) B êåÅ Õðç¶ Ô»Í

Ü¶Õð (adj A) B ≠ O, (O ÇÃøð îËÇàzÕÃ ÔË), åç Õ¯ÂÆ Ô¼ñ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ
ÁÃ¿×å ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ

Ü¶Õð (adj A) B = O, åç êÌäÅñÆ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å Ô¯ò¶×Æ ÇÕÀ°ºÇÕ êÌäÅñÆ ç¶ ́ îòÅð Áé§å
Ô¼ñ Ô¯ä×¶ Ü» Õ¯ÂÆ òÆ Ô¼ñ éÔÆº Ô¯ò¶×ÅÍ
À°çÅÔðä BG.  ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯  :

2x + 5y = 1
3x + 2y = 7

Ô¼ñ :  ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ AX = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË, ÇÜ¼æ¶

2 5 1
A ,X B

3 2 7
     

= = =     
     

x
y

vkSj

Ô¹ä A  = –11 ≠ 0, ÇÂÃ åð·» A  ÁäÇòÇÚ¼åð îËÇàzÕÃ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔË Áå¶
ÇÂÃ çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä Ô¼ñ ÔËÍ

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ A–1 = – 
2 51
3 211

− 
 − 

ÇÂÃ ñÂÆ X = A–1B = – 
2 5 11
3 2 711

−   
   −   

íÅò
331

1111
x
y

−   
= −   

   
 =

3
1

 
 − 

ÇÂÃ åð·» x = 3, y = – 1

Áå¶
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À°çÅÔðä BH.  ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ
3x – 2y + 3z = 8

2x + y – z = 1
4x – 3y + 2z = 4

ù îËÇàzÕÃ ÇòèÆ éÅñ Ô¼ñ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù AX = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶

3 2 3 8
A 2 1 1 , X B 1

4 3 2 4

−     
     = − = =     
     −     

x
y
z

vkSj

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ

A  = 3 (2 – 3) + 2(4 + 4) + 3 (– 6 – 4) = – 17 ≠ 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔË Áå¶ ÇÂÃ ç¶ À°ñà´î çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

A11 = –1, A12 = – 8, A13 = –10
A21 = –5, A22 = – 6, A23 = 1
A31 = –1, A32 = 9, A33 = 7

ÇÂÃ ñÂÆ A–1 =
1 5 1

1 8 6 9
17

10 1 7

− − − 
 − − − 
 − 

Áå¶ X = –1

1 5 1 8
1A B = 8 6 9 1

17
10 1 7 4

− − −   
   − − −   
   −   

ÇÂÃ åð·»
x
y
z

 
 
 
  

 =
17 1

1 34 2
17

51 3

−   
   − − =   
   −   

ÇÂÃ ñÂÆ x = 1, y = 2 å¶ z = 3
À°çÅÔðä BI.  Çå¿é Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó F ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆº åÆÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ ù C éÅñ ×¹ä» ÕðÕ¶ çÈÃðÆ
Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú Ü¯óç¶ Ô» å» ÃÅù AA êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ êÇÔñÆ Áå¶ åÆÃðÆ ù Ü¯óé Óå¶ ÁÃÆº çÈÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÅ
ç¹¼×äÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ìÆÜ ×ÇäåÕ ÇéðÈêä Õð¯ Áå¶ îËÇàzÕÃ ÇòèÆ éÅñ Ã¿ÇÖÁÅò» êÌÅêå Õð¯Í

Áå¶
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Ô¼ñ : î³é ñú êÇÔñÆ, çÈÜÆ Áå¶ åÆÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ ́ îòÅð : x, y Áå¶ z, ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ åç
Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ôðå» ç¶ Áé°ÃÅð ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

x + y + z = 6
y + 3z = 11
x + z = 2y

Ü» x – 2y + z = 0
ÇÂÃ êÌäÅñÆ ù A X = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶

A = 
1 1 1
0 1 3
1 2 1

 
 
 
  –

, X = 
 
 
 
  

x
y
z

 Áå¶  B = 
6

11
0

 
 
 
  

  ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ ( ) ( )A 1 1 6 0 1 3 1 9 0= + + + = ≠–  ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº adj A  êåÅ Õðç¶ Ô»Í
A11 = 1 (1 + 6) = 7, A12 = – (0 – 3) = 3, A13 = – 1
A21 = – (1 + 2) = – 3, A22 = 0, A23 = – (– 2 – 1) = 3
A31 = (3 – 1) = 2, A32 = – (3 – 0) = – 3, A33 = (1 – 0) = 1

ÇÂÃ åð·»  adj A = 

7 –3 2
3 0 –3
–1 3 1

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·» A –1 =
1
A  adj. (A) = 

7 3 2
1 3 0 3
9

1 3 1

–
–

–

 
 
 
  

ÇÕÀ°ºÇÕ X = A–1 B

X =
7 3 2 6

1 3 0 3 11
9

1 3 1 0

–
–

–

   
   
   
      

Ü»

 
 
 
  

x
y
z

 =
1
9  

42 33 0
18 0 0

6 33 0

− + 
 + + 
 − + + 

 = 
1
9  

9
18
27

 
 
 
  

 = 

1
2
3

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·» x = 1, y = 2, z = 3
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ÁÇíÁÅÃ D.F
ÇéîéÇñÖå êÌôé» A åº̄ F å¼Õ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ÃîÆÕðä êÌäÅñÆÁ» çÅ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å ç¶ ðÈê Çò¼Ú
òð×ÆÕðä Õð¯Í

1. x + 2y = 2 2. 2x – y = 5 3. x + 3y = 5
2x + 3y = 3 x + y = 4 2x + 6y = 8

4. x + y + z = 1 5. 3x–y – 2z = 2 6. 5x – y + 4z = 5
2x + 3y + 2z = 2 2y – z = –1 2x + 3y + 5z = 2
ax + ay + 2az = 4 3x – 5y = 3 5x – 2y + 6z = –1

ÇéîéÇñÖå êÌôé G å¯º AD å¼Õ Ôð¶Õ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ Õð¯Í
7. 5x + 2y = 4 8. 2x – y = –2 9. 4x – 3y = 3

7x + 3y = 5 3x + 4y = 3 3x – 5y = 7
10. 5x + 2y = 3 11. 2x + y + z = 1 12. x – y + z = 4

3x + 2y = 5 x – 2y – z = 
3
2 2x + y – 3z = 0

3y – 5z = 9 x + y + z = 2
13. 2x + 3y +3 z = 5 14. x – y + 2z = 7

x – 2y + z = – 4 3x + 4y – 5z = – 5
3x – y – 2z = 3 2x – y + 3z = 12

15. Ü¶Õð A = 

2 3 5
3 2 4
1 1 2

–
–
–

 
 
 
  

  ÔË å» A–1 êåÅ Õð¯Í A–1 çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä

êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯Í
2x – 3y + 5z = 11
3x + 2y – 4z = – 5
x + y – 2z = – 3

16. 4 kg ÇêÁÅÜ, 3 kg ÕäÕ Áå¶ 2 kg ÚÅòñ çÅ î¹¼ñ Rs 60 ÔËÍ 2 kg ÇêÁÅÜ, 4 kg ÕäÕ
Áå¶ 6 kg ÚÅòñ çÅ î¹¼ñ I@ ð¹: ÔËÍ 6kg ÇêÁÅÜ, 2 kg Áå¶ 3 kg ÚÅòñ çÅ î¹¼ñ G@ ð¹: ÔËÍ
îËÇàzÕÃ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ôð¶Õ çÅ î¹¼ñ êÌåÆ kg  êåÅ Õð¯Í
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ë¹¼àÕñ À°çÅÔðä» (Miscellancous Examples)
À°çÅÔðä C@.  Ü¶Õð a, b, c èéÅåîÕ Áå¶ Çí¿é Ôé å» ÇçÖÅú ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ = 
a b c
b c a
c a b

 çÅ î¹¼ñ ÇðäÅåîÕ ÔËÍ

Ô¼ñ : C1 → C1 + C2 + C3 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶

∆ =
a b c b c
a b c c a
a b c a b

+ +
+ +
+ +

 = (a + b + c) 
1
1
1

b c
c a
a b

= (a + b + c) 
1
0
0

b c
c – b a – c
a – b b – c

(R2→R2–R1,Áå¶ R3→R3–R1 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶)

= (a + b + c) [(c – b) (b – c) – (a – c) (a – b)]   (C1 ç¶ ÇòÃæÅð êÃÅðä  Õðé Óå¶)
= ( a + b + c)(– a2 – b2 – c2 + ab + bc + ca)

=
1

2
–

 (a + b + c) (2a2 + 2b2 + 2c2 – 2ab – 2bc – 2ca)

=
1

2
–

 (a + b + c) [(a – b)2 + (b – c)2
 + (c – a)2]

Ü¯ ÇðäÅåîÕ ÔË (ÇÕÀ°ºÇÕ a + b + c > 0 Áå¶ (a – b)2  + (b – c)2
 + (c – a)2

 > 0)

À°çÅÔðä CA.  Ü¶Õð  a, b, c Á³Õ ×ÇäÇåÕ ñóÆ ÔË å» ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

∆ =
2 4 5 7 8
3 5 6 8 9
4 6 7 9 10

y y y a
y y y b
y y y c

+ + +
+ + +
+ + +

Ô¼ñ :   R1 → R1 + R3 – 2R2 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶

∆ =

0 0 0
3 5 6 8 9
4 6 7 9 10

y y y b
y y y c

+ + +
+ + +

 = 0 (ÇÕÀ°ºÇÕ 2b = a + c)
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À°çÅÔðä CB.  çðÃÅú ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ =

( )
( )

( )

2

2

2

y z xy zx

xy x z yz

xz yz x y

+

+

+

= 2xyz (x + y + z)3

Ô¼ñ : ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú R1 → xR1, R2 → yR2 , R3 → z R3 çÅ êÌï¯× Õðé Áå¶ xyz, éÅñ íÅ×
Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ =

( )
( )

( )

2 2 2

22 2

22 2

1
+

+

+

x y z x y x z

xy y x z y z
xyz

xz yz z x y

C1 , C2 Áå¶ C3 éÅñ ´îòÅð : x, y, z Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð ð¼Öä Óå¶

∆ =

( )
( )

( )

2 2 2

22 2

22 2

y z x x
xyz y x z y
xyz

z z x y

+

+

+

C2 → C2– C1, C3 → C3– C1, çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

∆ =

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2 22 2

22 2

22 2

–

0

0 –

y z x y z x y z

y x z y

z x y z

+ + − +

+ −

+

Ô¹ä C2 Áå¶ C3 éÅñ (x + y + z) Ã»ÞÅ ×¹äéÖ³â ìÅÔð ð¼Öä Óå¶, êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà

∆ = (x + y + z)2 
( ) ( ) ( )

( )
( )

2

2

2

y
0

0

z x – y z x – y z
y x z – y
z x y – z

+ + +
+

+

R1 → R1 – (R2 + R3) çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

∆ = (x + y + z)2  
2

2

2 2 2
+ 0

0 – z

yz – z – y
y x y z
z x y

−
+
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C2 → (C2 + 
1
y

 C1) Áå¶ 3 3 1

1C C C → +  z
çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà

∆ = (x + y + z)2  

2
2

2
2

2 0 0yz
yy x z
z

zz x y
y

+

+

R1 ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Õðé Óå¶
∆ = (x + y + z)2 (2yz) [(x + z) (x + y) – yz] = (x + y + z)2 (2yz) (x2 + xy + xz)

   = (x + y + z)3 (2xyz) êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä CC.  îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ 
1 1 2 2 0 1
0 2 3 9 2 3
3 2 4 6 1 2

   
   
   
      

– –
– –

– –
 çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶

ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯Í
x – y + 2z = 1

2y – 3z = 1
3x – 2y + 4z = 2

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ×¹äéëñ 
1 1 2 2 0 1
0 2 3 9 2 3
3 2 4 6 1 2

– –
– –

– –

   
   
   
      

= 
2 9 12 0 2 2 1 3 4
0 18 18 0 4 3 0 6 6
6 18 24 0 4 4 3 6 8

− − + − + + − 
 + − + − − + 
 − − + − + + − 

 = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·»

11 1 2 2 0 1
0 2 3 9 2 3
3 2 4 6 1 2

   
   =   
      

–– –
– –

– –
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Ô¹ä Çç¼å¶ ×ÂÆ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1 –1 2 1
0 2 –3 1
3 –2 4 2

x
y
z

     
     =     
         

Ü»
 
 
 
  

x
y
z

 =

11 1 2 1
0 2 3 1
3 2 4 2

−−   
   −   
   −   

 = 
2 0 1

9 2 3
6 1 2

 
 
 
  

–
–
–

  

1
1
2

 
 
 
  

=

2 0 2 0
9 2 6 5
6 1 4 3

− + +   
   + − =   
   + −   

ÇÂÃ åð·» x = 0, y = 5 Áå¶ z = 3
À°çÅÔðä CD.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇâàðîÆéËºà

∆ = 2(1 )
a bx c dx p qx a c p

ax b cx d px q x b d q
u v w u v w

+ + +
+ + + = −

Ô¼ñ :  ÇâàðîÆéËºà ∆ å¶ R1 → R1 – x R2 çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÃÅù

D =

2 2 2(1 ) (1 ) (1 )a x c x p x
ax b cx d px q

u v w

− − −
+ + +  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

= 2(1 )
a c p

x ax b cx d px q
u v w

− + + +

R2 → R2 – x R1, çÅ êÌï¯× Õðé Óå¶ ÃÅù ÇâàðîÆéËºà

∆ = 2(1 )
a c p

x b d q
u v w

−  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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ÁÇèÁÅÇÂ D Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇâàðîÆéËºà
sin cos

–sin – 1
cos 1

x
x

x

θ θ
θ

θ
, θ å¯º Ãòå¿åð ÔËÍ

2. ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇòÃæÅð ÕÆå¶ Çìé» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ   

2 2 3

2 2 3

2 2 3

1
1
1

=
a a bc a a
b b ca b b
c c ab c c

3.  
cos cos cos sin – sin

– sin cos 0
sin cos sin sin cos

α β α β α
β β

α β α β α
 çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

4. Ü¶Õð  a, b Áå¶ c òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ô¯ä Áå¶ ÇâàðîÆéËºà

∆ = 0
b c c a a b
c a a b b c
a b b c c a

+ + +
+ + + =
+ + +

Ô¯ò¶ å» çðÃÅú ÇÕ Ü» å» a + b + c = 0 Ü» a = b = c ÔËÍ

5. Ü¶Õð a ≠ 0 Ô¯ò¶ å» ÃîÆÕðä  0
x a x x

x x a x
x x x a

+
+ =

+
ù Ô¼ñ Õð¯Í

6. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 

2 2

2 2

2 2

+
+

+

a bc ac c
a ab b ac

ab b bc c
 =  4a2b2c2

7. Ü¶Õð A–1 = ( ) 1

3 1 1 1 2 2
15 6 5 B 1 3 0 AB
5 2 2 0 2 1

– –
– – – ,

– –

−

   
   =   
      

vkSj gk s rks çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ÍÁå¶ Ô̄ò¶  å»
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8. î³é ñú  A = 
1 2 1
2 3 1

1 1 5

 
 
 
  

–
–  Ô¯ò¶ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

(i) [adj A]–1 = adj (A–1) (ii) (A–1)–1 = A

9.  
x y x y
y x y x

x y x y

+
+

+
çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

10.   
1
1
1

x y
x y y

x x+ y
+ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÇéîéÇñÖå AA å¯º AE å¼Õ êÌôé» ù ÇÃ¼è Õð¯ :

11.

2

2

2

α α β + γ
β β γ + α
γ γ α + β

 = (β – γ)  (γ – α) (α – β)  (α + β + γ)

12.

2 3

2 3

2 3

1
1
1

+
+
+

x x px
y y py
z z pz

 = (1 + pxyz) (x – y) (y – z) (z – x),

13.
3

3
a 3c

a – a+b – a+ c
–b a b – b c
– c – c+b

+ +
+

 = 3(a + b + c) (ab + bc + ca)

14.

1 1 1
2 3 2 4 3 2
3 6 3 10 6 3

p p q
p p q
p p q

+ + +
+ + +
+ + +

 = 1
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15.
( )
( )
( )

sin cos cos
sin cos cos 0
sin cos cos

α α α + δ
β β β + δ =
γ γ γ + δ

16. ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù Ô¼ñ Õð¯ :

2 3 10 4+ + =
x y z

4 6 5 1+ =–
x y z

6 9 20 2+ =–
x y z

ÇéîéÇñÖå êÌôé AG å¯º AI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
17. Ü¶Õð  a, b, c Á³Õ ×ÇäÇåÕ ñóÆ Çò¼Ú Ô¯ò¶ å» ÇâàðîÆéËºà

2 3 2
3 4 2
4 5 2

x x x a
x x x b
x x x c

+ + +
+ + +
+ + +

 çÅ î¹¼ñ Ô¯ò¶×Å :

(A) 0 (B) 1 (C) x (D) 2x

18. Ü¶Õð  x, y, z ×Ëð ÇÃëð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ô¯ä å» îËÇàzÕÃ 
0 0

A 0 0
0 0

x
y

z

 
 =  
  

çÅ  À°ñà´î

ÔË :

(A)

1

1

1

0 0

0 0

0 0

x

y

z

−

−

−

 
 
 
 
 

(B)

1

1

1

0 0

0 0

0 0

x

xyz y

z

−

−

−

 
 
 
 
 

(C)
0 0

1 0 0
0 0

x
y

xyz
z

 
 
 
  

(D)
1 0 0

1 0 1 0
0 0 1

xyz
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19. Ü¶Õð  A = 
1 sin 1

sin 1 sin
1 sin 1

θ 
 − θ θ 
 − − θ 

, ÇÜ¼æ¶ 0 ≤ θ ≤ 2π Ô¯ò¶ å» :

(A) det (A) = 0 (B) det (A) ∈ (2, ∞)
(C) det (A) ∈ (2, 4) (D) det (A) ∈ [2, 4].

ÃÅð-Á³ô

® îËÇàzÕÃ 11 1 1A [ ]a ×=  çÅ ÇâàðîÆéËºà 11 111 1a a× = ç¶ ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® îËÇàzÕÃ 11 12

21 22
A

a a
a a

 
=  

 
 çÅ ÇâàðîÆéËºà

11 12

21 22
A

a a
a a

= = a11 a22 – a12 a21 ç¶ ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® îËÇàzÕÃ 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

A
a b c
a b c
a b c

 
 =  
  

ç¶ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ(R1 ç¶ Áé°ÃÅð êÃÅðä Óå¶)

ÇéîéÇñÖå ðÈê ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

1 1 1
2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 1 1
3 3 3 3 3 3

3 3 3

A
a b c

b c a c a b
a b c a b c

b c a c a b
a b c

= = − +

ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ,  |A| ÇéîéÇñÖå Çòô¶ôåÅò» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ

® A′ = A , ÇÜ¼æ¶ A′ = A A çÅ àz»Ãê¯÷ ÔËÍ

® Ü¶Õð ÁÃÆº ç¯ ÕåÅð» Ü» æ¿î» ù êðÃêð ìçñç¶ Ô» å» ÇâàðîÆéËºà çÅ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
® Ü¶Õð ÇâàðîÆéËºà çÆÁ» Õ¯ÂÆ ç¯ ÕåÅð» Ü» æ¿î ÃîÅé Ü» ÃîÅé°êÅåÆ Ô¯ä å» ÇâàðîÆéËºà

çÅ î¹¼ñ ÇÃøð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà çÆ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ù ÁÚñ   k, éÅñ ×¹äÅ ÕðÆÂ¶ å»

ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ  k ×¹äÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ù k éÅñ ×¹äÅ Õðé çÅ Áðæ ÔË ÇÕ À°Ã ç¶ Á³çð Õ¶òñ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð
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Ü» æ¿î ç¶ Á³ô» ù  k éÅñ ×¹äÅ ÕðéÅÍ

® Ü¶Õð 3
3 3A [ ] , .A A×= =ija k krks

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Á³ô ç¯ Ü» ò¼è Á³ô» ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú
çðÃÅÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ Ôé å» À°Ã Çç¼å¶ ×Â¶ ÇâàðîÆéËºà ù ç¯ Ü» òè¶ð¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü» æ¿î ç¶ Ôð¶Õ Á³ô ç¶ Ãî×¹äÜ Ô¯ð ÕåÅð Ü»
æ¿î ç¶ Ã¿×å Á³ô» Çò¼Ú Ü¯ó Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé å» ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ ìçñçÅ éÔÆº ÔËÍ

® (x1, y1), (x2, y2) Áå¶  (x3, y3) ÇÃÖð» òÅñÆ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ ÇéîéÇñÖå ðÈê ç¹ÁÅðÅ
Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË :

1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1

x y
x y
x y

∆ =

® Çç¼å¶ ×Â¶ îËÇàzÕÃ A ç¶ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÇÂ¼Õ Á³ô  aij çÅ ñØÈ, i òÆº ÕåÅð Áå¶
j ò» æ¿î ÔàÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå ÇâàðîÆéËºà Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù Mij ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

® aij çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â  Aij = (– 1)i+j Mij ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

® A ç¶ ÇâàðîÆéËºà çÅ î¹¼ñ A = a111 A11 + a12 A12 + a13 A13 ÔË Áå¶ ÇÂÃ¶ ÇÂ¼Õ ÕåÅð Ü»
æ¿î ç¶ Á³ô» Áå¶ À°Ôé» ç¶ Ã¿×å ÃÇÔ×¹äéÖ³â» ç¶ ×¹äéëñ çÅ Ü¯ó ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ Á³ô» Áå¶ Ô¯ð çÈÃðÆ ÕåÅð (Ü» æ¿î) ç¶ ÃÇÔ×¹äéÖ³â» çÆ
×¹äÅ Õð Çç¼åÆ ÜÅò¶ å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó ÇÃëð Ô¹¿çÅ ÔËÍ À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶
a11 A21 + a12 A22 + a13 A23 = 0

® Ü¶Õð îËÇàzÕÃ
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A ,
a a a
a a a
a a a

 
 =  
  

å» ÃÇÔÖ³âé
11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
A A A A

A A A
adj

 
 =  
  

Ô¹¿çÅ

ÔË ÇÜ¼æ¶ aij  çÅ ÃÇÔ×¹äéÖ³â Aij ÔËÍ

® A (adj A) = (adj A) A = A I, ÇÜ¼æ¶  A,  n ´î çÅ òð× îËÇàzÕÃ ÔËÍ

® Ü¶Õð  Õ¯ÂÆ òð× îËÇàzÕÃ ́ îòÅð : ÇòÇÚ¼åð Ü» ÁäÇòÇÚ¼åð ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð A  =
0 Ü» A  ≠ 0

å»
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® Ü¶Õð  AB = BA = I, ÇÜ¼æ¶  B ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ ÔË åç A çÅ À°ñà´î B Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶
A–1 = B Ü»  B–1 = A Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ (A–1)–1 = A

® ÇÕÃ¶ òð× îËÇàzÕÃ A çÅ À°ñà´î ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð  A ÁäÇòÇÚ¼åð ÔËÍ

®
–1 1A ( A)

A
adj=

® Ü¶Õð a1 x + b1 y + c1 z = d1

a2 x + b2 y + c2 z = d2
a3 x + b3 y + c3 z = d3

åç ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù  A X = B ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

A ,X = B=
a b c x d
a b c y d
a b c z d

     
     =      
          

vkSj

® ÃîÆÕðä AX = B çÅ Çòñ¼Öä Ô¼ñ X = A–1 B ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜ¼æ¶  
A 0≠

® ÃîÆÕðä» çÆ ÇÂ¼Õ êÌäÅñÆ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å Ô¹¿çÆ ÔË Ü¶Õð ÇÂÃ ç¶ Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç ÔË Ü» éÔÆº
ÔËÍ

® îËÇàzÕÃ ÃîÆÕðä AX = B Çò¼Ú ÇÂ¼Õ òð× îËÇàzÕÃ A ç¶ ñÂÆ

(i) Ü¶Õð A 0≠ , å» Çòñ¼Öä Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

(ii) Ü¶Õð A = 0 Áå¶  (adj A) B ≠ O, å» ÇÕÃ¶ Ô¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ

(iii) Ü¶Õð A = 0 Áå¶  (adj A) B = O, å» êÌäÅñÆ Ã¿×å Ü» ÁÃ¿×å Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à
×äéÅ ì¯ðâ å¶ Ûó» çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ Õ°Þ ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» çÆ ÁÇ×ÁÅå ðÅôÆÁ» ç¶

×¹äÜ» ù çðÃÅÀ°ä çÆ ÚÆéÆ ÇòèÆ ç¶ òÅÃåò Çò¼Ú Çòñ¼Öä çÆ ÃÅèÅðä ÇòèÆ çÆ Ö¯Ü Õðé
Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ Çç¼åÆ ÔËÍ Ûó» çÆ ÇòòÃæÅ ´î ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà Çò¼Ú Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ À°µÇÚå
ÇòòÃæÅ ́ î òð×Æ ÃÆÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ Ãðñ Õðé Çò¼Ú æ¿î» Ü» ÕåÅð» ç¶ ØàÅÀ°ä
çÅ ÇòÚÅð êËçÅ Õðé Çò¼Ú ÚÆéÆ êÇÔñ¶ ÇòÚÅðÕ» Çò¼Ú Ãé (‘Mikami, China, pp 30, 93).

ÃåÅðòÆº ôåÅìçÆ ç¶ îÔÅé ÜêÅéÆ ×ÇäåÕÅð Seki Kowa  ç¹ÁÅðÅ AFHC Çò¼Ú
ÇñÇÖå ê¹ÃåÕ 'Kai Fukudai no Ho' éÅñ Ç×ÁÅå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ À°Ôé» ù ÇâàðîÆéËºà Áå¶ ÇÂÃ
ç¶ êÃÅð çÅ Ç×ÁÅé ÃÆÍ êÌ¿åÈ À°Ôé» é¶ ÇÂÃ ÇòèÆ çÅ êÌï¯× Õ¶òñ ç¯ ÃîÆÕðä» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ðÅôÆ
ç¶ Çòñ¼Öä Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅ êÌ¿å± ï°×îå ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÇÂÃ çÅ ÇÃ¼èÅ

Áå¶
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êÌï¯× éÔÆº ÕÆåÅ ÃÆÍ ‘T. Hayashi, “The Fakudoi and Determinants in Japanese
Mathematics,” in the proc. of the Tokyo Math. Soc., V.

Vendermonde êÇÔñ¶ ÇòÁÕåÆ Ãé ÇÜÔé» é¶ ÇâàðîÆéËºà ù Ãòå¿åð ëñé çÆ åð·» ,
éÅñ êÇÔÚÅÇäÁÅÍ ÇÂÔé» ù ðÃîÆ å½ð å¶ ÇÂÃ çÅ Ã¿ÃæÅêÕ ÇÕÔÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Laplace
(1772) é¶ ÇâàðîÆéËºà ù ÇÂÃ ç¶ êÈðÕ ñØÈÁ» ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅ Õ¶ êÃÅðä çÆ ÇòÁÅêÕ ÇòèÆ
Çç¼åÆÍ 1773 Çò¼Ú Lagrange é¶ çÈÃð¶ Áå¶ åÆÃð¶ çðÜ¶ ç¶ ÇâàðîÆéËºà» ù ÇòÔÅÇðÁÅ Áå¶
ÇâàðîÆéËºà» ç¶ Ô¼ñ å¯º ÇÂñÅòÅ À°Ôé» çÅ êÌï¯× ÕÆåÅÍ AH@A Çò¼Ú Gauss é¶ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶
ÇÃè»å» Çò¼Ú ÇâàðîÆéËºà çÅ êÌï¯× ÕÆåÅÍ

Á×ñ¶ îÔÅé ï¯×çÅé ç¶ä òÅñ¶ Jacques - Philippe - Marie Binet, (1812) ÃÆ
ÇÜÔé» é¶ m-æ¿îÅ Áå¶ n-ÕåÅð» ç¶ ç¯ îËÇàzÕÃ» ç¶ ×¹äéëñ éÅñ Ã¿ì¿Çèå êÌî¶ï çÅ À°ñ¶Ö ÕÆåÅ
Ü¯ Çòô¶ô ÃÇæåÆ m = n Çò¼Ú ×¹äéëñ êÌî¶ï Çò¼Ú ìçñ Ü»çÆ ÔËÍ

À°Ã¶ Ççé Cauchy (1812) é¶ òÆ À°Ã¶ ÇòôÅ òÃå± å¶ Ö¯Ü êÌÃå°å ÕÆåÆÍ À°Ôé» é¶ Á¼Ü ç¶
ÇòòÔÅÇðÕ ÇâàðîÆéËºà ôìç çÅ êÌï¯× ÕÆåÅÍ À°Ôé» é¶ Binet å¯º òè¶ð¶ Ã¿å°ôà Õðé òÅñÆ
×¹äéëñ êÌî¶ï çÅ ÃìÈå Çç¼åÅÍ

ÇÂÔé» ÇÃè»åÅ å¶ îÔÅéåî ï¯×çÅé òÅñ¶ Carl Gustav Jacob Jacobi ÃÆÍ ÇÂÃ ç¶
ìÅÁç ÇâàðîÆéËºà ôìç ù Á³Çåî îÅéåÅ êÌÅêå Ô¯ÂÆÍ

—v—
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vThe whole of science is nothing more than a refinement
of everyday thinking.” — ALBERT EINSTEIN v

5.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)

ÇÂÔ ÁÇèÁÅÇÂ ÷ðÈð ÔÆ ÜîÅå AA Çò¼Ú êÂ¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ Çâøð¶ºôÆÂ¶ôé
(differentiation) ç¶ ́ î Çò¼Ú ÔËÍ ÁÃÆº Õ°Þ ÇéôÇÚå ìÔ¹êç ëñé»
Áå¶ ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÅ âËðÆò¶Çàò ÕðéÅ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ÇÂÃ
ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ñ×ÅåÅðåÅ (continuity),Çâøð¶ºôÆÂ¶ÇìÇñàÆ
(differentiability) ù ê¶ô Õð»×¶Í ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ
(inverse trigonometric) ëñé» çÅ âËðÆò¶Çàò ÕðéÅ òÆ ÇÃ¼Ö»×¶Í
ÁÃÆº Ô¹ä Õ°Þ éò¶º åð·» ç¶ ëñé» ù ê¶ô Õð ðÔ¶ Ô», ÇÜé·» ù Úñ ØÅåÆ
(exponential) Áå¶ ñØÈ×äÕ (logarithmic) ëñé ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÔé»
ëñé» ç¹ÁÅðÅ ÃÅù âËðÆò¶Çàò çÆÁ» ôÕåÆôÅñÆ åðÆÇÕÁ» çÅ Ç×ÁÅé
Ô¹¿çÅ ÔËÍ Çâøð¶ºôÆÁñ Õ¶ñÕ±ñÃ (differential calculus) ç¶ îÅÇèÁî
éÅñ ÃÅù ÇÜÁÅÇîåÆ ðÈê å¯º (Ãêôà)(obvious) Õ°Þ ÃÇæåÆÁ» ù
ÃîÞç¶ Ô»Í ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ, Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ Çòô¶ çÆÁ»
Õ°Þ îÈñ êÌî¶ï  (theorems) ù ÇÃ¼Ö»×¶Í
5.2   ñ×ÅåÅðåÅ (Continuity)

ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ã¿ÕñêäÅ çÅ Õ°Þ Áé°îÅé Õðé ñÂÆ,
ÁÃÆº ÇÂÃ íÅ× ù ç¯ ×Ëð ðÃîÆ À°çÅÔðé» éÅÿ ô¹ðÈ Õðç¶
Ô»Í ÇéîéÇñÖå ëñé å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

1, 0
( )

2, 0
x

f x
x
≤

=  >

;fn

;fn

ÇÂÔ ëñé ÁÃñ Çò¼Ú òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ (real line) ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ 5

ñ×ÅåÅðåÅ Áå¶ Çâøð¶ºôÆÂ¶ÇìÇñàÆ
(Continuity and Differentiability)

Sir Issac Newton
(1642-1727)

ÇÚ¼åð E.A

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð E.A Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Õ¯ÂÆ òÆ ÇÂÃ
Áñ¶Ö å¯º å¼å Õ¼ã ÃÕçÅ ÔË ÇÕ  x = 0 å¯º ÇÂñÅòÅ, x&è¹ð¶ ç¶ Ô¯ð é¶óñ¶ Çì³çÈÁ» ç¶ ñÂÆ ëñé ç¶ Ã¿×å
ÕÆîå» òÆ x = 0 ù Û¼â Õ¶ ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ñ¼×í¼× ÃîÅé ÔéÍ  @ ç¶ é¶óñ¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Çì³çÈ À°Ô ÔË íÅò
– 0.1, – 0.01, – 0.001, å¶ ëñé çÅ îÅé A ÔË Áå¶ @ ç¶ é¶óñ¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Çì³çÈ ç¶ 0.1, 0.01, 0.001,
å¶ ëñé çÅ î¹¼ñ B ÔËÍ Ã¼ÜÅ Áå¶ Ö¼ìÅ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» (limits) çÆ íÅôÅ çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶, ÁÃÆº ÕÇÔ
ÃÕç¶ Ô» ÇÕ x = 0 å¶ ëñé f  ç¶ Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò»  ́ îòÅð A Áå¶ B ÔéÍ Çòô¶ô ðÈê
Çò¼Ú Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò»  ÃîÅé (Ã¿êÅåÆ) éÔÆº ÔéÍ ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ x = 0
å¶ ëñé çÅ îÅé Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ç¶ Ã¿êÅåÆ ÔËÍ (ìðÅìð ÔË)A é¯à Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ Áñ¶Ö ù ÁÃÆº ñ×ÅåÅð
çÅ îÅé íÅò Õñî ù ÕÅ×÷ çÆ ÃåÇÔ å¯º Çìé» Ú¹¼Õ¶, éÔÆº ÇÖ¼Ú ÃÕç¶Í ÁÃñ Çò¼Ú, Õñî ù Ú¹¼Õä çÆ
÷ðÈðå À°ç¯ º Ô¹ ¿çÆ ÔË Üç¯º ÁÃÆº ÷Æð¯ å¶ Ö ¼ì ¶ êÅÇÃÀ° º (Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ÜÅä ñÂÆ)
ÁÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÔ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðé ÔË ÇÜ¼æ¶ ëñé x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ
Ô¹ä æ¼ñ¶ Çç¼å¶ ×Â¶ Áñ¶Ö å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

1, 0
( )

2, 0
x

f x
x

≠
= 

=

;fn

;fn

ÇÂÔ Áñ¶Ö òÆ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ
x = 0 å¶ ç¯é¯º ÔÆ, Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» A ç¶
ìðÅìð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ x = 0 å¶ ëñé çÆ ÕÆîå B ÔË, Ü¯
Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» ç¶ Ã»ÞÆ ÕÆîå» ç¶
ìðÅìð éÔÆº ÔËÍ

ç¹ìÅðÅ åº̄, ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ ëñé ç¶ Áñ¶Ö ù
Çìé» Õñî Ú¹¼Õ¶ ÁÃÆº  éÔÆº ÇÖ¼Ú ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔ ÇÂ¼Õ çÈÃðÆ
À°çÅÔðé ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú x = 0 å¶ ëñé ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ

ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁÚ¼ñ Çì³çÈ å¶ Õ¯ÂÆ ëñé ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¶Õð À°Ã Çì³çÈ
ç¶ ÁÅÃ&êÅÃ ëñé ç¶ Áñ¶Ö ù ÁÃÆº ÕÅ×÷ çÆ ÃåÇÔ å¯º Õñî Ú¹¼Õ¶ Çìé» ÇÖ¼Ú ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ ×¼ñ ù
ÁÃÆº ×ÇäåÕ íÅôÅ Çò¼Ú ÖÅÃ å½ð å¶ (precisely)] Çéîé êÌÕÅð éÅñ ç¶Ö ÃÕç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ A. î³é ñÀ° f  òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÇÕÃÆ À°ê ÃîÈÔ Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé
ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ f  çÆ êÌ»å Çò¼Ú c ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ å» f  Çì³çÈ c å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¶Õð

lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  ÔËÍ

ÇòÃåÇðå ðÈê éÅñ Ü¶Õð x = c å¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ, Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ Áå¶ ëñé ç¶ îÅé çÆ
Ü¶Õð Ô¯ºç ÔË Áå¶ Ü¶ ÃÅð¶ ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ä, å» x = c å¶ f  ñ×ÅåÅð ÕÇÔñÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ïÅç Õð¯

ÇÚ¼åð E. B

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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ÇÕ Ü¶Õð x = c å¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ» ÃÆîÅò» Ã¿êÅåÆ Ô¯ä, å» ÇÂÔé» ç¶ Ã»Þ¶ î¹¼ñ ù ÁÃÆº
x = c å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» ñ×ÅåÅðåÅ çÆ êÇðíÅôÅ ù ÇÂ¼Õ Ô¯ð êÌÕÅð éÅñ òÆ
ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÜÃ åð·» ÇÕ æ¼ñ¶ Çç¼åÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ëñé x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¶Õð ëñé x = c å¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ x = c å¶ ëñé çÆ
ÕÆîå x = c å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ Ü¶Õð x = c å¶  ëñé ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ
ÃÕç¶ Ô» ÇÕ c å¶ f  à¹¼àò» (discontinuous) ÔË Áå¶ c ù f  çÅ ÇÂ¼Õ à¯à Çì³çÈ (point of
discontinuity) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A.  x = 1 å¶ ëñé f (x) = 2x + 3 ç¶ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ êðÖ Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇÔñ» ÇÂÔ ÇèÁÅé Çç¼åÅ ÜÅò¶ ÇÕ ëñé,  x = 1 å¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÅé E ÔËÍ Ô¹ä
ëñé çÆ x = 1 å¶ ÃÆîÅ êåÅ Õð¯Í ÃÅë ÔË ÇÕ

1 1
lim ( ) lim(2 3) 2(1) 3 5
x x

f x x
→ →

= + = + = ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 1
lim ( ) 5 (1)
x

f x f
→

= =

ÇÂÃ ñÂÆ x = 1 å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°çÅÔðä B. êðÖ Õð¯ ÇÕ ëñé f (x) = x2, x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Çç¼åÅ ÜÅò¶ ÇÕ Çç¼å¶ Çì³çÈ x = 0 å¶ ëñé êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶  x = 0  å¶ ëñé çÅ îÅé   0
ÔËËÍ Ô¹ä x = 0 å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ Õ¼ãç¶ Ô»Í ÃÅë å½ð å¶

2 2

0 0
lim ( ) lim 0 0
x x

f x x
→ →

= = =

ÇÂÃ êÌÕÅð 0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f
→

= =

ÇÂÃ ñÂÆ x = 0 å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°çÅÔðä C. x = 0 å¶ ëñé  f (x) = | x | çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ

f (x) =
, 0

, 0
x x

x x
− <


≥

;fn

;fn

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



 ñ×ÅåÅðåÅ Áå¶ Çâøð¶ºôÆÂ¶ÇìñàÆ      163

ÃÅø ÔË ÇÕ x = 0 å¶ ëñé êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶  f (0) = 0 ÔËÍ Çì³çÈ  x = 0 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ

0 0
lim ( ) lim (– ) 0
x x

f x x
− −→ →

= =  ÔËÍ

ÇÂÃ¶ åð·» 0 å¶ f ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ

0
lim ( )
x

f x
+→

 =
0

lim 0
x

x
+→

= ÔËÍ

ÇÂÃ¶ åð·» x = 0 å¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ, Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ Áå¶ ëñé çÅ îÅé Ã¿êÅåÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
x = 0 å¶  f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ
À°çÅÔðä D. çðÃÅú ÇÕ ëñé

f (x) =
3 3, 0

1, 0
x x

x

 + ≠


=  

;fn

;fn

x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ x = 0 å¶ ëñé êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ x = 0 å¶ ÇÂÃ çÅ îÅé  A ÔËÍ Üç¯º x ≠ 0, ÔË å» ëñé
ìÔ¹êçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

0
lim ( )
x

f x
→

 = 3 3

0
lim ( 3) 0 3 3
x

x
→

+ = + =

ÇÕÀ°ºÇÕ x = 0  å¶  f  çÆ ÃÆîÅ, f (0) ç¶ ìðÅìð éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ x = 0 å¶ ëñé ñ×ÅåÅð éÔÆº
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ òÆ ê¼Õ¶ å½ð å¶ ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÃ ëñé ç¶ ñÂÆ à¯à Çì³çÈ Õ¶òñ x = 0 ÔËÍ

À°çÅÔðä E. À°Ôé» Çì³çÈÁ» çÆ Ü»Ú Õð¯ ÇÜé·» å¶ ÁÚñ ëñé f  (x) = k ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂÔ ëñé ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶
ñÂÆ ÇÂÃ çÅ îÅé k ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ c ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å»

lim ( )
x c

f x
→

 = lim
x c

k k
→

=

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ç¶ ñÂÆ  f (c) = k = lim
x c→  f (x) ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ëñé f  Ôð¶Õ

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°çÅÔðä F. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò»  ñÂÆ å¼åÃîÕ ëñé (Identity function)  f (x)
= x, Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



164        ×Çäå

Ô¼ñ : ÃÅë ÔË ëñé Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c  ç¶ ñÂÆ
f (c) = c  ÔËÍ

éÅñ ÔÆ lim ( )
x c

f x
→

 = lim
x c

x c
→

=

 ÇÂÃ åð·», lim
x c→

f(x) = c = f(c)  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ëñé f  Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

 ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ å¶ ÇÕÃ¶ ëñé çÆ  ñ×ÅåÅðåÅ ù êÇðíÅÇôå Õðé å¯º ìÅÁç ÁÃÆº ÇÂÃ
êÇðíÅôÅ ù Á¼×¶ òèÅÀ°ºç¶ Ô¯Â¶ ÇÕÃ¶ ëñé çÆ, ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í
êÇðíÅôÅ :B.  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé  f  ñ×ÅåÅð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð f  ç¶ êÌ»å ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶
ñ×ÅåÅð ÔËÍ

ÇÂÃ êÇðíÅôÅ ù Õ°Þ ÇòÃæÅð éÅñ ÃîÞä çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ î³é ñÀ° f  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ëñé ÔË Ü¯ ì¿ç
Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÔË, å»  f  ç¶ ñ×ÅåÅð Ô¯ä ñÂÆ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ ÇÂÔ  [a, b] ç¶ Á³å
Çì³çÈÁ» (end points) a Áå¶ b ÃÇÔå À°Ã ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð Ô¯äÍ

lim ( )
x a

f x
+→

= f (a)

Áå¶  f  çÅ b å¶ ñ×ÅåÅð Ô¯ä çÅ Áðæ ÔË ÇÕ

–
lim ( )

x b
f x

→
= f(b)

ç¶Ö¯ lim ( )
x a

f x
−→

 Áå¶ lim ( )
x b

f x
+→

çÅ Õ¯ÂÆ Áðæ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ êÇðíÅôÅ ç¶ ëñÃðÈê, Ü¶Õð f  Õ¶òñ

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ ÔÆ êÇðíÅÇôå ÔË å» À°Ô À°Ã Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, íÅò Ü¶Õð f  çÅ êÌ»å ÇÂ¼Õ å¼åÆ
(Singleton) ÔË, å» f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä G. ÕÆ  f (x) = | x | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË?

Ô¼ñ : f ù ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ f (x) = 
, 0

, 0
x x

x x
− <


≥

;fn

;fn

À°çÅÔðä C å¯º ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ x = 0 å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ c ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÂÃ åð·» ÇÕ c < 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ     f (c) = – c

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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éÅñ ÔÆ lim ( )
x c

f x
→

 = lim ( ) –
x c

x c
→

− =           (ÇÕÀ°º?)

ÇÕÀ°ºÇÕ lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

= , ÔË, f ÃÅðÆÁ» ÇðäÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

Ô¹ä î³é ñÀ° c  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÂÃ åð·» ÇÕ  c > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f (c) = c

éÅñ ÔÆ  lim ( )
x c

f x
→  = lim

x c
x c

→
=                  (ÇÕÀ°º?)

ÇÕÀ°ºÇÕ lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

= , ÇÂÃ ñÂÆ f  ÃÅð¶ èéÅåîÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ  ÇÕÀ°ºÇÕ  f

ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä H. ëñé f (x) = x3 + x2 – 1 çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãêôà å½ð å¶ f  Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË Áå¶ c å¶ ÇÂÃ çÅ îÅé
c3 + c2 – 1 ÔËÍ ÃÅù ÇÂÔ òÆ êåÅ ÔË ÇÕ

lim ( )
x c

f x
→

 = 3 2 3 2lim ( 1) 1
x c

x x c c
→

+ − = + −

ÇÂÃ ñÂÆ lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÂÃ

çÅ Áðæ ÔË ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðé I. ÇÕ f (x) = 
1
x

, x ≠ 0 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÃÆ ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃøð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ù Ã¹ÇéôÇÚå Õð¯ :

Ô¹ä
1 1lim ( ) lim

x c x c
f x

x c→ →
= =

éÅñ ÔÆ, ÇÕÀ°ºÇÕ c ≠ 0, ÇÂÃ ñÂÆ,
1( )f c
c

=  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» lim ( ) ( )
x c

f x f c
→

=  Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ
f  ÁÅêä¶ êÌ»å  ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ ñÂÆ ñ×ÅåÅðåÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

ÁÃÆº ÇÂÃ î½Õ¶ çÅ ñÅí, Áé§ååÅ (infinity) çÆ èÅðéÅ ù ÃîÞä ñÂÆ Ú¹¼Õç¶ Ô»Í ÁÃÆº ÇÂÃ ñÂÆ

ëñé  f (x) = 
1
x

 çÅ ÇòÃñ¶ôä x = 0 ç¶ é¶óñ¶ îÅé» å¶ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù @ ç¶ é¶ó¶ çÆ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ëñé ç¶ îÅé» çÅ ÁÇèÁËé Õðé ç¶ îôÔÈð åðÆÕ¶ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô»Í
²÷ðÈðÆ : å½ð Óå¶ ÁÃÆº  x = 0 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ù êåÅ Õðé çÅ ïåé Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ æ¼ñ¶
Çç¼åÆ ÃÅðéÆ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô»Í (ÃÅðäÆ E. A)
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ÃÅðäÆ E.A
x 1 0.3 0.2 0.1 = 10–1 0.01 = 10–2 0.001 = 10–3 10–n

f (x) 1 3.333... 5 10 100 = 102 1000 = 103 10n

ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x Ã¼Ü¶ å¯º @ ç¶ é¶ó¶ Ô¹¿çÅ ÔË, f (x) çÅ îÅé å¶÷Æ éÅñ À°µêð ù ò¼èçÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ ù ÇÂÃ åð·» ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜÃ åð·» ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ù @
ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ Ú¹ä Õ¶,  f (x) ç¶ îÅé ù ÇÕÃ¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ éÅñº̄ ò¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÃÈåð» Çò¼Ú
ÇÂÃ ×¼ñ ù Ô¶á ÇñÖå Áé°ÃÅð ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ :

0
lim ( )
x

f x
+→

= + ∞

(ÇÂÃ ù ÇÂÃ êÌÕÅð êÇó·ÁÅ Ü»çÅ ÔË : @ å¶ f (x)  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ èéÅåîÕ Áé§å ÔËÍ )A ÇÂ¼æ¶ +
∞ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ @ å¶  f ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ
(òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú)Í

ÇÂÃ êÌÕÅð éÅñ @ å¶  f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ êåÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ Çéîé ÇñÖå ÃÅðéÆ éÅñ
ÇòÃåÇðå ÃÅø ÔËÍ

ÃÅðäÆ E.B
x – 1 – 0.3 – 0.2 – 10–1 – 10–2 – 10–3 – 10–n

f (x) – 1 – 3.333... – 5 – 10 – 102 – 103 – 10n

ÃÅðéÆ E.B å¯º ÁÃÆº ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ ÇðäÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ù @ ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ Ú¹ä Õ¶,
f (x) çÆ ÕÆîå ÇÕÃ¶ òÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ éÅñ¯º Ø¼à
ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ êÌåÆÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº

0
lim ( )
x

f x
−→

= − ∞  ÇñÖç¶ Ô»Í
(ÇÜÃ ù ÇÂÃ åð·» êÇó·ÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË : @ å¶  f (x)  ç¶
Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ÇðäÅåîÕ Áé§å ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÃ
×¼ñ å¶ ÷¯ð ç¶äÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÕ – ∞ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ @ å¶ f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ
çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ (òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú)A
ÇÚ¼åð E.C å¯º Çç¼å¶ ×¹äÅåîÕ À°ñà ëñé çÅ Áñ¶Ö
À°µå¶ Çç¼å¶ å¼æ» çÆ ÇÜîÅÇÂåÆ êÌ×àÅÀ°äÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.C
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À°çÅÔðé A@. Çéîé ÇñÖå ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

f (x) =
2, 1
2, 1

x x
x x

+ ≤


− >

;fn

;fn

Ô¼ñ : ëñé f òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ÃÈðå : A. Üç¯º   c < 1, å¯º  f (c) = c + 2 ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð lim ( ) lim 2 2
x c x c

f x x c
→ →

= + = + ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ A å¯º Ø¼à òÅñÆÁ» ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ
ÃÈðå : B. Ü¶Õð c > 1, å»  f (c) = c – 2 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ lim ( ) lim
x c x c

f x
→ →

= (x – 2) = c – 2 = f (c) ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» À°Ôé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶ ÇÜ¼æ¶ x > 1 ÔË,  f ñ×ÅåÅð ÔËÍ
ÃÈðå : C. Ü¶Õð c = 1, å» x = 1 å¶ f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ

ÃÆîÅ íÅò – –1 1
lim ( ) lim ( 2) 1 2 3
x x

f x x
→ →

= + = + =  ÔËÍ

x = 1 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ íÅò

–1 1
lim ( ) lim ( 2) 1 2 1
x x

f x x
+→ →

= − = − = − ÔËÍ

Ô¹ä ÇÕÀ°ºÇÕ x = 1 å¶ f  ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ
ÃÆîÅ Ã¿êÅåÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  x = 1 å¶  f ñ×ÅåÅðåÅ
éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·»  f  à¯à Çì³çÈ Çì³çÈ Õ¶òñ x  = 1 ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð E.D Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. Çéîé ÇñÇÖå  ëñé f  ç¶ ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈ ù
êåÅ Õð¯Í

f (x) =

2, 1
0, 1

2, 1

x x
x

x x

+ <
 =
 − >

;fn

;fn

;fn

Ô¼ñ : ÇêÛñÆ À°çÅÔðä çÆ åð·» ÇÂ¼æ¶ òÆ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ  x ≠ 1 ç¶ ñÂÆ
f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ   x = 1 ç¶ ñÂÆ f ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ, –1 1

lim ( ) lim ( 2) 1 2 3
x x

f x x−→ →
= + = + = ÔËÍ

x = 1 ç¶ ñÂÆ f ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ,                                                   ÔËÍ

        ÇÚ¼åð E. D

Ü¶Õð
Ü¶Õð

–1 1
lim ( ) lim ( 2) 1 2 1

x x
f x x−→ →

= − = − = −

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



168        ×Çäå

ÇÕÀ°ºÇÕ x = 1 å¶ f  Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆÁ»
ÃÆîÅò» Ã¿êÅåÆ éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ : x = 1 å¶ f  ñ×ÅåÅð
éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f  çÅ à¯à Çì³çÈ Õ¶òñ x = 1  ÔËÍ ÇÂÃ
ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð E.E Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. ÇéîéÇñÖå ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð
Õð¯ :

f (x) =
2, 0
2, 0

x x
x x

+ <


− + >

;fn

;fn

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé ëñé @ ç¶ ÇÂñÅòÅ
Ô¯ð ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ
êÇðíÅôÅ Áé°ÃÅð ÇÂÃ ëñé çÅ êÌ»å

D1 ∪ D2 ÔË ÇÂ¼æ¶ D1 = {x ∈ R : x < 0} Áå¶
D2 = {x ∈ R : x > 0}ÔËÍ

ÃÈðå : A. Ü¶Õð c ∈ D1, å» lim ( ) lim
x c x c

f x
→ →

=  (x + 2) =

c + 2 = f (c) ÇÂÃ ñÂÆ D1 å¶ f ñ×ÅåÅðåÅ ÔËÍ

ÃÈðå:B.Ü¶Õð c ∈ D2, å» lim ( ) lim
x c x c

f x
→ →

=  (– x + 2) =

– c + 2 = f (c) ÇÂÃ ñÂÆ D2 Çò¼Ú òÆ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ  f  ÁÅêä¶ êÌ»å ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ ñ×ÅåÅð ÔË
ÇÜÃ å¯º ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö E.F Çò¼Ú ÇÖ¼ÇÚÁÅ
Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÖ¼Úä
ñÂÆ ÃÅù Õñî ù ÕÅ×÷ çÆ ÃåÇÔ åº̄ À°áÅäÅ êËºçÅ ÔË,
êð ÃÅù Õ¶òñ À°Ô Çì³çÈÁ» å¶ ÕðéÅ êËºçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ ëñé
êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.E

ÇÚ¼åð E.F

  ÇÚ¼åð E.G

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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À°çÅÔðä AC. ÇéîéÇñÖå ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

f (x) = 2

, 0

, 0

x x

x x

≥


<

;fn

;fn

Ô¼ñ : ÃÅø å½ð å¶, Çç¼åÅ ëñé Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð
E.G Çò¼Ú Çç¼åÅ ÔËÍ ÇÂÃ Áñ¶Ö ç¶ ÇéðÆÖä åº̄ ÇÂÔ Ãê¼ôà ÔË ÇÕ ëñé ç¶ êÌ»å ù òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ç¶ Çå¿é
éÅ Ü¹ó¶ À°µê ÃîÈÔ» Çò¼Ú ò¿â ÇñÁÅ ÜÅò¶Í î³é ñÀ° ÇÕ :

D1 = {x ∈ R : x < 0}, D2 = {0}  Áå¶
D3 = {x ∈ R : x > 0} ÔËÍ

ÃÈðå : A.  D1 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ å¶ f (x) = x2 ÔË, Áå¶ ÇÂÔ ÃðñåÅ éÅñ ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ D1

å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔË (À°çÅÔðä B ç¶Ö¯)
ÃÈðå : B. D3 ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ å¶  f (x) = x  ÔË Áå¶ ÇÂÔ ÃðñåÅ éÅñ ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ D3 å¶a
f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ (À°çÅÔðä F ç¶Ö¯)
ÃÈðå : C. ÁÃÆº Ô¹ä x = 0 å¶ ëñé çÅ ÇòÃñ¶ôä Õðç¶ Ô»Í  @ ç¶ ñÂÆ ëñé çÅ îÅé f (0) = 0 ÔËÍ
0 å¶ f  ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ 

2 2
–0 0

lim ( ) lim 0 0
x x

f x x−→ →
= = =  ÔË Áå¶

0 å¶ f ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x+ +→ →
= = ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

= = f (0), ÇÂÃ ñÂÆ 0 å¶ f ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ f
ÁÅêä¶ êÌ»å ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ : f ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
À°çÅÔðä AD. çðÃÅÀ° ÇÕ Ôð¶Õ ìÔ¹êçÆ
ëñé  ñ×ÅåÅð ÔËÍ
Ô¼ñ : ïÅç Õð¯ ÇÕ Õ¯ÂÆ ëñé p, ÇÂ¼Õ
ìÔ¹êçÆ ëñé ÔË Ü¶Õð ÇÕÃ¶ êÌÇÕÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅ
n ç¶ ñÂÆ p(x) = a0 + a1 x + ... + an xn

ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔËÍ  ai ∈ R Áå¶ an ≠ 0
ÔËÍ  ÇÕÃ¶ ÇéôÇÚå òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c ç¶
ñÂÆ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

lim ( ) ( )
x c

p x p c
→

=

ÇÂÃ ñÂÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ c å¶ p
ñ×ÅåÅð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ c Õ¯ÂÆ òÅÃåÇòÕ  ÇÚ¼åð E. H

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ p ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ  ñ×ÅåÅð ÔË, íÅò  p ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
À°çÅÔðä AE.  f (x) = [x] ç¹ÁÅðÅ êÌíÅÇôå îÔ¼åîêÈðé Á³Õ ëñé ç¶  ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯,
ÇÜ¼æ¶ [x] À°Ã îÔ¼åîêÈðé Á³Õ ù êÌ×à ÕðçÅ ÔË Ü¯ x ç¶ Ø¼à Ü» À°Ã ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

Ô¼ñ : êÇÔñ¶ å» ÁÃÆº ÇÂÔ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ f  ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ ëñé
çÅ Áñ¶Ö E.H Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÁÅñ¶Ö åº̄ ÁÇÜÔÅ êÌåÆå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ Çç¼å¶ ëñé x ç¶ ÃÅðÆÁ» ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ à¹¼àä» ÔËÍ æ¼ñ¶ ÁÃÆº
ÛÅäìÆä Õð»×¶ ÇÕ ÕÆ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔËÍ

ÃÈðå A. î³é ñÀ° ÇÕ  c ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, Ü¯ ÇÕÃ¶ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ìðÅìð éÔÆº
ÔËÍ Áñ¶Ö å¯º ÇÂÔ ÃÅë ÔË ÇÕ  c ç¶ é¶ó¶ (Ã¼Ü¶ êÅÃ¶) çÆÁ» ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶
ëñé çÅ îÅé [c] ÔË, íÅò lim ( ) lim [ ] [ ]

x c x c
f x x c

→ →
= =  éÅñ ÔÆ  f (c) = [c], ÇÂÃ ñÂÆ ëñé, À°Ôé»

ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔË, Ü¯ ÇÕ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» éÔÆº ÔéÍ
ÃÈðå B. î¿é ñÀ° ÇÕ c ÇÂ¼Õ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Û¯àÆ òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ r > 0 êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ [c – r] = c – 1 Üç¯º ÇÕ [c + r] = c ÔËÍ

lim
x c−→

f (x) = c – 1 Áå¶ lim
x c+→

f (x) = c

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃÆ òÆ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ ÇÂÔ ÃÆîÅò» c ñÂÆ ìðÅìð éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆÁ», ÇÂÃ
ñÂÆ ëñé x ÃÅð¶ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò»  å¶ à¹¼àä» ÔËÍ

5.2.1  ñ×ÅåÅð ëñé» çÅ ìÆÜ ×Çäå (Algebra of continuous functions)

ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú, ÃÆîÅ çÅ Ã¿Õñê ÃîÞä ç¶ ìÅÁç, ÁÃÆº ÃÆîÅ ç¶ ìÆÜ ×Çäå çÅ Õ°Þ ÁÇèÁËé
ÕÆåÅ ÔËÍ  ÇÂÃÆ åð·» ÁÃÆº ñ×ÅåÅð ëñé» ç¶ ìÆÜ ×Çäå çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶
ÇÂ¼Õ ëñé çÆ ñ×ÅåÅð êÈðé ðÈê å¶ À°Ã Çì³çÈ å¶ ëñé çÆ ÃÆîÅ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
åðÕôÆñ ÔË ÇÕ ÁÃÆº ÃÆîÅò» å¯º ÇéðèÅÇðå ìÆÇÜÕ éåÆÇÜÁ» çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í
êÌî¶ï A. î³é ñÀ° ÇÕ f  Áå¶ g ç¯ ÁÇÜÔ¶ òÅÃåÇòÕ ëñé ÔéÍ Ü¯ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ c å¶
ñ×ÅåÅð ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ
(1)  f + g , x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
(2) f – g ,  x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
(3) f . g ,  x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

(4) f
g

 
 
 

 ,  x = c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ  (Üç¯º ÇÕ g (c) ≠ 0 ÔËÍ)
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ÃìÈå : ÁÃÆº Çì³çÈ  x = c å¶ (f + g) çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õðç¶ Ô» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

lim( )( )
x c

f g x
→

+  = lim [ ( ) ( )]
x c

f x g x
→

+ (f + g çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ)

= lim ( ) lim ( )
x c x c

f x g x
→ →

+ (ÃÆîÅò» çÆ êÌî¶ï ç¹ÁÅðÅ)

= f (c) + g(c) (ÇÕÀ°ºÇÕ f Áå¶ g ñ×ÅåÅð ëñé Ôé)
= (f + g) (c) (f + g çÆ êÇðíÅôÅ ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ ñÂÆ] f + g òÆ x = c ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
      ÃìÈå A ç¶ ìÅÕÆ íÅ× çÆ À°åêåÆ ÇÂÃ ç¶ ìðÅìð ÔË ÇÜÃ ù êÅáÕ» ç¶ ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼â Çç¼åÅ
Ç×ÁÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) À°êð¯Õå íÅ× (3) ç¶ Çòô ¶ô íÅ× ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð f  ÇÂ ¼Õ ÁÚñ ëñé

f (x) = λ Ô¯ò¶, ÇÜ¼æ¶ λ, Õ¯ÂÆ ÁÚ¼ñ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å» (λ . g) (x) = λ . g (x) ç¹ÁÅðÅ
êÇðíÅÇôå ëñé  (λ . g)  òÆ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú, Ü¶Õð λ = – 1,  å» f çÆ
ñ×ÅåÅðåÅ å¯º ÔÆ a – f  çÆ ñ×ÅåÅðåÅ ÇçÖçÆ ÔËÍ

(ii) À°êð¯Õå íÅ× (4) ç¶ Çòô¶ô íÅ× ç¶ ñÂÆ, Ü¶Õð f  ÇÂ¼Õ ÁÚñ ëñé f (x) = λ, å»

( )
( )

x
g g x
λ λ

=  ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé g
λ

 òÆ ñ×ÅåÅð ëñé Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶  g(x) ≠ 0 ÔËÍ

Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú, g çÆ ñ×ÅåÅðåÅ Çò¼Ú 
1
g  çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ

À°êð¯Õå ç¯éº̄ êÌî¶ï» ç¶  êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ Áé¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé ìäÅÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ ÇÂÃ Çò¼Ú ÇÂÔ
òÆ ÇéôÇÚå Õðé Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ ÇîñçÆ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ëñé ñ×ÅåÅð ÔË Ü» éÔÆºÍ ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðä»
Çò¼Ú ÇÂÔ ×¼ñ Ãê¼ôà ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ
À°çÅÔðä AF. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ôð¶Õ êÇðî¶ï ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
Ô¼ñ : ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé  f  ÔË Ü¯ ÇÕ ÇéîéÇñÖå ÔË :

( )( ) , ( ) 0
( )

p xf x q x
q x

= ≠

ÇÂ¼æ¶ p Áå¶ q ìÔ¹êçÆ ëñé ÔéÍ f  çÆ êÌ»å, À°Ôé» Çì³çÈÁ» ù Û¼â Õ¶ ÇÜé·» å¶  q çÅ îÅé ÇÃøð ÔË,
ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ìÔ¹êçÆ ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿ç¶ Ôé (À°çÅÔðé AD)] ÇÂÃ
ñÂÆ êÌî¶ï A ç¶ íÅ× (4) ç¹ÁÅðÅ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
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À°çÅÔðä AG. sine ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂÃ å¶ ÇòÚÅð Õðé ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå å¼æ» çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô» :

0
lim sin 0
x

x
→

=

ÁÃÆº ÇÂÔé» å¼æ» ù ÇÂ¼æ¶ ÇÃ¼è å» éÔÆº ÕÆåÅ ÔË, êð  sine ëñé ç¶ Áñ¶Ö ù ÇÃøð ç¶ é¶ó¶ ç¶Ö Õ¶
ÇÂÔ å¼æ ÁÅê¶ ÔÆ Ãêôà Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ç¶Ö¯ ÇÕ  f (x) = sin x ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ c
ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ x = c + h ð¼Öä å¶, Ü¶Õð x → c å» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ h → 0 ÇÂÃ ñÂÆ

lim ( )
x c

f x
→  = lim sin

x c
x

→

= 0
lim sin( )
h

c h
→

+

= 0
lim [sin cos cos sin ]
h

c h c h
→

+

= 0 0
lim [sin cos ] lim [cos sin ]
h h

c h c h
→ →

+

= sin c + 0 = sin c = f (c)

ÇÂÃ åð·» lim
x c→

 f (x) = f (c) ÇÂÃ ñÂÆ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÂÃ êÌÕÅð cosine ëñé çÆ ñ×ÅåÅðåÅ ù ÇÃ¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = tan x ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé f (x) = tan x = 
sin
cos

x
x

 ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÆÁ» À°Ôé» ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ

Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÜ¼æ¶ cos x ≠ 0, íÅò x ≠ (2n +1)
2
π

  ÔËÍ ÁÃÆº Ô¹ä¶ ÔÆ ÇÃ¼è ÕÆåÅ

ÔË ÇÕ  sine Áå¶ cosine ëñé, ñ×ÅåÅð ëñé ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ëñé, ÇÂÔé» ç¯é¯º ëñé» ç¶
íÅ×ëñ Ô¯ä ç¶ ÕÅðé, x ç¶ À°Ôé» ÃÅð¶ îÅé» ç¶ ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔË, ÇÜé·» ñÂÆ ÇÂÔ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé (composition) ç¶ Ã¿ì¿Çèå, ñ×ÅåÅð ëñé» çÅ ÇòÔÅð ÇÂ¼Õ ÇçñÚÃê å¼å ÔËÍ
ïÅç Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð  f  Áå¶ g ç¯ òÅÃåÇòÕ ëñé Ôé å»

(f o g) (x) = f (g (x)) ÔËÍ
êÇðíÅÇôå ÔË, Üçº̄ Õç¶ g çÅ ÇòÃæÅð f  çÆ êÌ»å çÅ ÇÂ¼Õ  À°êÃîÈÔ Ô¿¹çÅ ÔËÍ ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï (ÃìÈå
å¯º Çìé» ÇòÁÕå)] Ã¿ï¯Üé ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ ù êÌíÅÇôå ÕðçÆ ÔËÍ
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êÌî¶ï B. î³é ñÀ° ÇÕ  f  Áå¶ g ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ òÅÃåÇòÕ îÅé» òÅñ¶ (real valued) ëñé Ôé ÇÕ c
å¶ (f o g) êÇðíÅÇôå ÔËÍ Ü¶Õð c å¶ g Áå¶ g (c)  å¶ f  ñ×ÅåÅð ÔË, å» c å¶  (f o g) ñ×ÅåÅð ÔËÍ

ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðé» Çò¼Ú ÇÂÃ êÌî¶ï ù Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AI. çðÃÅú ÇÕ f (x) = sin (x2) ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé, ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé ëñé Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ëñé
f  ù, g Áå¶ h ç¯ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé (g o h)ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ã¯ÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶  g (x) = sin x
Áå¶  h (x) = x2 ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ g Áå¶ h ç¯é¯º ÔÆ ñ×ÅåÅð ëñé Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ êÌî¶ï B ç¹ÁÅðÅ ÇÂÔ
éåÆÜÅ Õ¼ÇÎãÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÕ f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
À°çÅÔðä B@. çðÃÅÀ° ÇÕ  f (x) = |1 – x + | x | | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f] ÇÜ¼æ¶  x ÇÂ¼Õ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x ç¶ ñÂÆ g  ù g (x) = 1 – x + | x | Áå¶ h ù h (x) = | x |
ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå Õð¯Í å»

(h o g) (x) = h (g (x))

= h (1– x + | x |)

= | 1– x + | x | | = f (x)

À°çÅÔðä G Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ  h ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÂ¼Õ ìÔ¹êçÆ ëñé Áå¶
ÇÂ¼Õ îÅê Á³Õ ëñé ç¶ ï¯× Ô¯ä ÕÅðé g ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ ñ×ÅåÅð ëñé» çÅ
Ã¿ï¯Üé ëñé Ô¯ä ÕÅðé f  òÆ ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ E.A

1. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = 5x – 3, x = 0, x = – 3 Áå¶  x = 5 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

2.  x = 3 å¶ ëñé f (x) = 2x2 – 1 çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õð¯Í

3. ÇéîéÇñÖå ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õð¯ :

(a) f (x) = x – 5 (b) f (x) = 
1

5x −
, x ≠ 5
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(c) f (x) = 
2 25

5
x

x
−
+

, x ≠ –5 (d) f (x) = | x – 5 |

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = xn , x = n, å¶ ñ×ÅåÅð ÔË, ÇÂ¼æ¶ n ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ
ÔËÍ

5. ÕÆ 
, 1

( )
5, >1
x x

f x
x
≤

= 


;fn

;fn
  ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f

x = 0, x = 1, Áå¶ x = 2 å¶ ñ×ÅåÅðåÅ ÔË?
f  ç¶ ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯, Üç¯º ÇÕ f  ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð å¯º êÌíÅÇôå ÔË :

6.
2 3, 2

( )
2 3, > 2

x x
f x

x x
+ ≤

= 
−

;fn

;fn
7.

| | 3, 3
( ) 2 , 3 3

6 2, 3

x x
f x x x

x x

+ ≤ −
= − − < <
 + ≥

;fn

;fn

;fn

8.
| | , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

;fn

;fn

9.
, 0

| |( )
1, 0

x x
xf x

x

 <= 
− ≥

;fn

;fn

10. 2

1, 1
( )

1, 1

x x
f x

x x

+ ≥= 
+ <

;fn

;fn
11.

3

2

3, 2
( )

1, 2

x x
f x

x x

 − ≤= 
+ >

;fn

;fn

12.
10

2

1, 1
( )

, 1

x x
f x

x x

 − ≤= 
>

;fn

;fn

13. ÇÕ 
5, 1

( )
5, 1

x x
f x

x x
+ ≤

= 
− >

;fn

;fn
 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé, ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË?

ëñé  f , çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯, ÇÂ¼æ¶ f  ÇéîéÇñÖå ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÔË?

14.
3, 0 1

( ) 4, 1 3
5, 3 10

x
f x x

x

≤ ≤
= < <
 ≤ ≤

;fn

;fn

;fn

15.
2 , 0

( ) 0, 0 1
4 , >1

x x
f x x

x x

<
= ≤ ≤



;fn

;fn

;fn

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶ÕðÜ¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð
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16.
2, 1

( ) 2 , 1 1
2, 1

x
f x x x

x

− ≤ −
= − < ≤
 >

;fn

;fn

;fn

17. a Áå¶ b ç¶ À°Ôé» î¹¼ñ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜé·» ñÂÆ

1, 3
( )

3, 3
ax x

f x
bx x

+ ≤
= 

+ >

;fn

;fn

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 3 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
18. λ çÆ ÇÕÃÆ ÕÆîå ñÂÆ

2( 2 ), 0
( )

4 1, 0
x x x

f x
x x

λ − ≤= 
+ >

;fn

;fn

 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 0 å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ x =  1 å¶ ÇÂÃ çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
19. çðÃÅÀ° ÇÕ g (x) = x – [x] ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÃÅðÆÁ» ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» å¶ à¹¼àò» ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶  [x] À°Ã îÔ¼åîêÈðä ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔË, Ü¯ x ç¶ ìðÅìð Ü» x å¯º Ø¼à ÔËÍ
20. ÕÆ  f (x) = x2 – sin x + 5 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé  x = π å¶ ñ×ÅåÅð ÔË?
21. ÇéîéÇñÖå ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

(a) f (x) = sin x + cos x (b) f (x) = sin x – cos x
(c) f (x) = sin x . cos x

22. cosine, cosecant, secant Áå¶ cotangent ëñé» çÆ ñ×ÅåÅðåÅ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
23. f  ç¶ ÃÅð¶ à¯à Çì³çÈ çÅ êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶

sin , 0
( )

1, 0

x x
f x x

x x

 <= 
 + ≥

;fn

;fn

24.  ÇéðèÅÇðå Õð¯ ÇÕ ëñé  f

2 1sin , 0
( )

0, 0

x x
f x x

x

 ≠= 
 =

;fn

;fn

 ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



176        ×Çäå

25.  f   çÆ ñ×ÅåÅðåÅ çÆ Ü»Ú Õð¯, ÇÜ¼æ¶ f   ÇéîéÇñÖå åð·» éÅñ êÇðíÅÇôå ÔË :

sin cos , 0
( )

1, 0
x x x

f x
x

− ≠
= 

− =

;fn

;fn

 êÌôé BF å¯º BI Çò¼Ú  k  ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ ëñé Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ Indicated å¶ ñ×ÅåÅð
Ô¯ò¶Í

26.

cos ,
2 2( )

3,
2

k x x
xf x

x

π ≠ π −=  π =


;fn

;fn

          ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 
2
π

  å¶

27.
2 , 2

( )
3, 2
kx x

f x
x

 ≤= 
>

;fn

;fn
         ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 2 å¶

28.
1,

( )
cos ,
kx x

f x
x x

+ ≤ π
= 

> π

;fn

;fn
           ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = π å¶

29.
1, 5

( )
3 5, 5
kx x

f x
x x

+ ≤
= 

− >

;fn

;fn
            ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé x = 5 å¶

30. a Áå¶ b çÆÁ» ÕÆîå» ù êåÅ Õð¯ ÇÕ

5, 2
( ) , 2 10

21, 10

x
f x ax b x

x

≤
= + < <
 ≥

;fn

;fn

;fn

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
31. çðÃÅÀ° ÇÕ  f (x) = cos (x2) ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
32. çðÃÅÀ° ÇÕ  f (x) = | cos x | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
33. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ sin | x | ÇºÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ
34.  f (x) = | x | – | x + 1 | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé f  ç¶ ÃÅð¶  à¯à Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í

5.3.   ÇâøðËÇôÂ¶ÇìñàÆ (Differentiability)
ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú ÇÃÖÅÂ¶ ×Â¶ å¼æ» çÅ Ãîðä Õð¯Í ÁÃÆº ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé ç¶ âËðÆòËÇàò ù
(Derivative) ÇéîéÇñÖå åð·» êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» :

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð
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î³é ñÀ° ÇÕ f ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé ÔË Áå¶ c ÇÂÃ ç¶¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ  c çÅ f  âËðÆòËÇàò
Ô¶á ÇñÖÆ åð·» êÇðíÅÇôå ÔË :

0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h→

+ −

Ü¶Õð ÇÂÃ ÃÆîÅ çÆ ÁÃÇååò Ô¯ºç Ô¯ò¶ å» c  å¶  f  ç¶ âËðÆòËÇàò ù f′(c) Ü» ( ( )) |c
d f x
dx

ç¹ÁÅðÅ

êÌ×à Õðç¶ Ô»Í

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =

ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé, Üç¯º òÆ ÇÂÃ çÆ ÃÆîÅ çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶,  f ç¶ âËðÆòËÇàò ù êÇðíÅÇôå ÕðçÅ ÔËÍ

f  ç¶ âËðÆòËÇàò ù f ′ (x) Ü» ( ( ))d f x
dx

ç¹ÁÅðÅ êÌ×à Õðç¶ Ô»Í Áå¶ Ü¶Õð y = f (x) å» ÇÂÃ ù

dy
dx

Ü» y′ ç¹ÁÅðÅ êÌ×à Õðç¶ Ô»Í ÇÕÃÆ ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé çÆ êÌÇÕÇðÁÅ ù Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé

ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÁÃÆº òÅÕ Á³ô ¶x ç¶ ìÅìå  f (x) çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯‚ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô», ÇÂÃ çÅ
Áðæ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ f ′(x) êåÅ Õð¯Í
âËðÆòËÇàò ç¶ ìÆÜ ×Çäå ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Çéïî» ù êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔË :
(1) (u ± v)′ = u′ ± v′.
(2) (uv)′ = u′v + uv′ (ñËìéÆÜ Ü» ×¹äéëñ Çéïî)

(3)
2

u u v uv
v v

′ ′ − ′  = 
 

, ÇÜ¼æ¶ v ≠ 0 (íÅ×ëñ Çéïî)

Ô¶á» Çç¼åÆ ×ÂÆ ÃÅðéÆ ç¶ Õ°Þ ÇîÁÅðÆ (standard) ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàòÅ çÆ ÃÈÚÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË :
ÃÅðäÆ E.C

Ô¹ä Üç¯º òÆ ÁÃÆº âËðÆòËÇàò ù êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÔË å» ÇÂ¼Õ Ã¹ÞÅÁ òÆ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  ÒÒÜ¶Õð ÃÆîÅ çÆ
Ôº̄ç ÔËÍÓÓ Ô¹ä Ã¹íÅÇòÕ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÔ êÌôé À°µáçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÁÇÜÔÅ éÔÆº ÔË å» ÕÆ Ô¯ò¶×Å? ÇÂÔ êÌôé

ÇìñÕ°ñ ã¹¼Õò» ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ À°µåð òÆÍ Ü¶Õð 
0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h→

+ −  çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÔ

ÕÇÔ¿ç¶ Ô» ÇÕ c å¶ f  Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ ÁÅêä¶ êÌ»å ç¶ ÇÕÃ¶

f (x) xn sin x cos x tan x

f ′(x) nxn – 1 cos x – sin x sec2 x
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Çì³ç È c å¶ ëñé f Çâøð¶ ºÇôÂ¶ìñ ÔË, Ü¶Õð ç¯é ¯ º ÃÆîÅò»
–0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h→

+ −  Áå¶

0

( ) ( )lim
h

f c h f c
h+→

+ −  ÃÆÇîå Áå¶ ÃîÅé ÔéÍ ëñé Á³åðÅñ [a, b] å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕÔÅÀ°ºçÅ

ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ Á³åðÅñ  [a, b] ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ Á³åðÅñ [a, b] ç¶  Ôð¶Õ Çì³çÈ
å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ò¶Í ÇÜÃ åð·» ÇÕ ñ×ÅåÅðåÅ ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³å Çì³çÈÁ» a Áå¶ b
å¶ ÁÃÆº ́ îòÅð : Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ñËºç¶ Ô», Ü¯ ÇÕ Ô¯ð Õ°Þ éÔÆº ìñÇÕ a Áå¶ b å¶ ëñé ç¶
Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔÆ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ëñé Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ
ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË, Ü¶Õð Á³åðÅñ (a, b) ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ â¶øð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔËÍ

êÌî¶ï C. Ü¶Õð ëñé ÇÕÃ¶ Çì³çÈ c å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔË, å» À°Ã Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð òÆ ÔËÍ

ÃìÈå : ÇÕÀ°ºÇÕ Çì³çÈ c å¶ f  Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ :

( ) ( )lim ( )
x c

f x f c f c
x c→

−
= ′

−

êð x ≠ c ç¶ ñÂÆ

f (x) – f (c) =
( ) ( ) . ( )f x f c x c

x c
−

−
−

ÇÂÃ ñÂÆ lim [ ( ) ( )]
x c

f x f c
→

−  =
( ) ( )lim . ( )

x c

f x f c x c
x c→

− − − 

Ü» lim [ ( )] lim [ ( )]
x c x c

f x f c
→ →

−  =
( ) ( )lim . lim [( )]

x c x c

f x f c x c
x c→ →

−  − − 

= f ′(c) . 0 = 0

Ü» lim ( )
x c

f x
→

 = f (c)

ÇÂÃ åð·» x = c  å¶ ëñé f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ

À°ê êÌî¶ï A. Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇèÁÅé çòÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå Õæé çÅ À°ñà Õæé (converse)  Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ ÁÃñ
Çò¼Ú ÁÃÆº ç¶Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ  f (x) = | x | ç¹ÁÅðÅ êÇðíÅÇôå ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ ÇÂÃ ëñé ç¶
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Ö¼ì¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ ÔË :

–0

(0 ) (0)lim 1
h

f h f h
h h→

+ − −
= = −

Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅ

0

(0 ) (0)lim 1
h

f h f h
h h+→

+ −
= =  ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ 0 å¶ À°µå¶ Çç¼åÆÁ» Ö¼ì¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ çÆ ÃÆîÅò» ÃîÅé éÔÆº Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ

0

(0 ) (0)lim
h

f h f
h→

+ −
 çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð 0 å¶ f  Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f

ÇÂ¼Õ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ëñé éÔÆº ÔËÍ

5.3.1  Ã¿ï°Õå ëñé» ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ (Differentials of composite functions)

Ã¿ï°Õå ëñé» ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ç¶ ÁÇèÁËé ù ÁÃÆº ÇÂ¼Õ À°çÅÔðé ç¹ÁÅðÅ Ãê¼ôà Õð»×¶Í î³é ñÀ° ÇÕ
ÁÃÆº  f  çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô», ÇÂ¼æ¶

f (x) = (2x + 1)3

ÇÂ¼Õ ÇòèÆ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ç¯ êçÆ êÌî¶ï ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ (2x + 1)3 ù êÇðíÅÇôå ÕðÕ¶ êÌÅêå ìÔ¹êçÆ
ëñé çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯, ÇÜÃ åð·» æ¼ñ¶ Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË :

( )d f x
dx

 = 3(2 1)d x
dx

 + 

= 3 2(8 12 6 1)d x x x
dx

+ + +

= 24x2 + 24x + 6
= 6 (2x + 1)2

Ô¹ä, ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
f (x) = (h o g) (x)

ÇÂ¼æ¶ g(x) = 2x + 1 Áå¶ h(x) = x3  ÔËÍ î³é ñÀ°  t = g(x) = 2x + 1. å» f (x) = h(t) = t3.

ÇÂÃ ñÂÆ : 
df
dx

 = 6 (2x + 1)2 = 3(2x + 1)2 . 2 = 3t2 . 2 = 
dh dt
dt dx

⋅

ÇÂÃ çÈÃðÆ ÇòèÆ çÅ ñÅí ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÕÂÆ åð·» ç¶ ëñé, ÇÜÃ åð·» (2x + 1)100  ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕðéÅ
ÇÂÃ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ãðñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°êð¯Õå êÇðÚðÚÅ å¯º ÃÅù À°êÚÅÇðÕ ðÈê å¯º ÇéîéÇñÖå êÌî¶ï
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÜÃ ù ñóÆ Çéïî (chain rule) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í
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êÌî¶ï D.  (ñóÆ Çéïî) î³é ñÀ° f  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ï°Õå ëñé ÔË Ü¯ u Áå¶ v ç¯é¯º ëñé» çÅ

Ã¿ï¯Üé ÔË; íÅò f = v o u. î³é ñÀ° ÇÕ t = u (x) Áå¶, Ü¶Õð dt
dx

 Áå¶ dv
dt

 ç¯é» çÆ Ô¯ºç ÔË å»

df dv dt
dx dt dx

= ⋅

ÁÃÆº ÇÂÃ êÌî¶ï çÅ ÃìÈå Û¼â Çç³ç¶ Ô»Í ñóÆ Çéïî çÅ ÇòÃæÅð Ô¶á ÇñÇÖå Áé°ÃÅð ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ  f  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ ëñé ÔË, Ü¯ Çå¿é ëñé  u, v Áå¶ w  çÅ Ã¿ï¯Üé ÔË, íÅò

f = (w o u) o v ÔË, Ü¶Õð  t = u (x) Áå¶ s = v (t) ÔË, å»

( o )df d dt dw ds dtw u
dx dt dx ds dt dx

= ⋅ = ⋅ ⋅

Ü¶Õð À°êð¯Õå Õæé ç¶ ÃÅð¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ºç ÔË å» êÅáÕ Ô¯ð Ç÷ÁÅçÅ ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé ç¶ ñÂÆ ñóÆ
Çéïî ù ÃÈåðì¼è Õð ÃÕç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä BA.  f (x) = sin (x2) çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Çç¼åÅ ëñé ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú, Ü¶Õð u(x) = x2 Áå¶
v(t) = sin t ÔË å»

f (x) = (v o u) (x) = v(u(x)) = v(x2) = sin x2

 t = u(x) = x2 ð¼Öä å¶ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ cosdv t
dt

=  Áå¶ 2dt x
dx

=  Áå¶ ç¯é» çÆ Ô¯ºç òÆ ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ
df
dx  = cos . 2dv dt t x

dt dx
⋅ =

ÃèÅðé ÁÇíÁÅÃ éÅñ ÁÖÆðñ¶ éåÆÜ¶ ù x ç¶ êç» éÅñ ÇòÁÕå Õðé çÅ ÇðòÅ÷ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
df
dx  = 2cos 2 2 cost x x x⋅ =

ÇòÕñê : ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ òÆ ÇÂÃ çÆ ÕÆîå Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ åð·» æ¼ñ¶ òðäé ÕÆåÅ ÔË,

y = sin (x2) ⇒ dy d
dx dx

= (sin x2)

= cos x2 
d
dx

(x2) = 2x cos x2
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À°çÅÔðä BB. tan (2x + 3) çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = tan (2x + 3),  u (x) = 2x + 3 Áå¶ v(t) = tan t ÔËÍ

(v o u) (x) = v(u(x)) = v(2x + 3) = tan (2x + 3) = f (x)

ÇÂÃ êÌÕÅð f ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé ÔËÍ Ü¶Õð t = u(x) = 2x + 3. å» 2secdv t
dt

=  Áå¶

2dt
dx

= Áå¶ ç¯é» çÆ ÔÆ Ô¯ºç ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñóÆ Çéïî Áé°ÃÅð  :

22sec (2 3)df dv dt x
dx dt dx

= ⋅ = +

À°çÅÔðä BC. x ç¶ ìÅìå sin (cos (x2)) çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õð¯Í

Ô¼ñ : ëñé  f (x) = sin (cos (x2)) ,  u, v Áå¶  w, Çå¿é¯º ëñé» çÅ Ã¿ï¯Üé ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
 f (x) = (w o v o u) (x), ÇÜ¼æ¶ u(x) = x2, v(t) = cos t Áå¶ w(s) = sin s ÔËÍ  t = u(x) = x2 Áå¶

s = v(t) = cos t ð¼Öä å¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ cos , sindw dss t
ds dt

= = − Áå¶ 2dt x
dx

=  Áå¶ ÇÂÔé»

ÃÅðÆÁ» çÆ, x ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ îÅé» ç¶ ñÂÆ Ô¯ºç  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ : ñóÆ Çéïî ç¶ ÇòÁÅêÆÕðé ç¹ÁÅðÅÍ
df dw ds dt
dx ds dt dx

= ⋅ ⋅  = (cos s)  (– sin t)  (2x) = – 2x sin x2 cos (cos x2)

ÇòÕñê :
y = sin (cos x2)

ÇÂÃ ñÂÆ
dy d
dx dx

=  sin (cos x2) = cos (cos x2) 
d
dx

 (cos x2)

= cos (cos x2) (– sin x2) d
dx

 (x2)

= – sin x2 cos (cos x2) (2x)

= – 2x sin x2 cos (cos x2)
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ÁÇíÁÅÃ E.B

êÌôé A å¯º H Çò¼Ú x ç¶  ìÅìå ÇéîéÇñÖå ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :
1. sin (x2 + 5) 2. cos (sin x) 3. sin (ax + b)

4. sec (tan ( x )) 5.
sin ( )
cos ( )

ax b
cx d

+
+ 6. cos x3 . sin2 (x5)

7. ( )22 cot x 8. ( )cos x

9. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = |x – 1 |, x ∈ R, x = 1 å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
10. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ îÔ¼åîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ ëñé  f (x) =[x], 0 < x < 3, x = 1 Áå¶ x = 2 å¶
Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ

5.3.2  ÁÃê¼ôà ëñé» çÅ Çâøð¶¶ºÇôÂ¶ìñ (Derivatives of Implicit Functions)

Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº  y = f (x) ç¶ ðÈê ç¶ ..........Áé¶Õ ëñé» çÅ âËðÆò¶Çàò Õðç¶ Ô» êð ÇÂÔ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË
ÇÕ ëñé» ù ÃçÅ ÇÂÃ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅò¶Í À°çÅÔðé òÜ¯º x å¶ y ç¶ Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå Ã¿ì¿è»
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çòô¶ô ðÈê å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

x – y – π = 0
x + sin xy – y = 0

êÇÔñÆ ÔÅñå (ÃÈðå) Çò¼Ú, ÁÃÆº y ç¶ ñÂÆ Ãðñ Õð ÃÕç¶ Ô», Áå¶ Ã¿ì¿è ù y = x – π ç¶ ðÈê
Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í çÈÜ¶  ðÈê Çò¼Ú ÁÇÜÔÅ éÔÆº ñ×çÅ ÔË ÇÕ Ã¿ì¿è y ù Ãðñ Õðé çÅ Õ¯ÂÆ ÁÅÃÅé
åðÆÕÅ ÔËÍ Çëð òÆ ç¯é» Çò¼Úº̄ ÇÕÃÆ òÆ ÃÈðå Çò¼Ú, y çÆ x å¶ ÇéðíðåÅ ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ô¼Õ éÔÆº
ÔËÍ Üç¯º x Áå¶ y ç¶ Çò¼Ú çÅ Ã¿ì¿è ÇÂÃ åð·» ÇòÁÕå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ À°Ã y ç¶ ñÂÆ Ãðñ ÕðéÅ
ÁÅÃÅé ÔË Áå¶ y = f (x) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕ¶, å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ y ù x ç¶ Ãê¼ôà
(explicit) ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ À°êð¯Õå çÈÃð¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú, ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ
y ù x ç¶ (implicity) ÁÃêôà ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BD.  Ü¶Õð x – y = π å» 
dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼Õ ÇòèÆ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÁÃÆº  y ç¶ ñÂÆ Ô¼ñ ÕðÕ¶ À°êð¯Õå Ã¿ì¿è ù ÇéîéÇñÖå çÆ åð·» ÇñÖÆÂ¶?
y = x – π

å» dy
dx

 = 1
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ÇòÕñê : ÇÂÃ Ã¿ì¿è çÅ x, ç¶ ìÅìå ÇÃ¼èÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðé å¶

( )d x y
dx

−  =  
d
dx
π

ïÅç Õð¯ ÇÕ  
d
dx
π

 çÅ Áðæ ÔË ÇÕ x ç¶ ìÅìå ÇÂ¼Õ ÁÚñ π çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÕðéÅÍ ÇÂÃ åð·»

( ) ( )d dx y
dx dx

−  = 0

Ü¯ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ

dy
dx

 = 1dx
dx

=

À°çÅÔðä BE.  Ü¶Õð y + sin y = cos x å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÇÂÃ Ã¿ì¿è çÅ ÇÃ¼èÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðç¶ Ô»Í

(sin )dy d y
dx dx

+  = (cos )d x
dx

ñóÆ Çéïî çÅ êÌï¯× Õðé å¶

cosdy dyy
dx dx

+ ⋅  = – sin x

ÇÂÃ å¯º ÇéîéÇñÖå éåÆÜÅ ÇîñçÅ ÔË,
dy
dx

 =
sin

1 cos
x

y
−

+

ÇÜ¼æ¶ y ≠ (2n + 1) π

5.3.3  À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò (Derivatives of Inverse Trigonometric
Functions)
ÁÃÆº ç¹ìÅðÅ ÇèÁÅé çòÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿ç¶ Ôé, êð ÁÃÆº ÇÂÃ ù
ÇÃ¼è éÔÆº Õð»×¶Í Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàò ù ñ¼íä ñÂÆ ñóÆ Çéïî çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

À°çÅÔðä BF.  f (x) = sin–1 x çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯Í ÇÂÔ î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ y = f (x) = sin–1 x ÔË å» x = sin y
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðé å¶

1 = cos y 
dy
dx

⇒
dy
dx

 = 1
1 1

cos cos(sin )y x−=

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ÇÂÔ Õ¶òñ cos y ≠ 0 ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ, sin–1 x ≠ ,
2 2
π π

− , ÇÂÃ

ñÂÆ x ≠ – 1, 1, ÇÂÃ ñÂÆ x ∈ (– 1, 1)

ÇÂÃ éåÆÜ¶ ù ð¯î»ÚêÈðé ìäÅÀ°ä ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå Ô¶ð-ë¶ð Õðç¶ Ô»Í

ïÅç Õð¯ ÇÕ  x ∈ (– 1, 1) ç¶ ñÂÆ sin (sin–1 x) = x Áå¶ ÇÂÃ åð·»

cos2 y = 1 – (sin y)2 = 1 – (sin (sin–1 x))2 = 1 – x2

éÅñ ÔÆ ÇÕÀ°ºÇÕ  y ∈ ,
2 2
π π − 

 
, cos y ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ðÅôÆ ÔË Áå¶ cos y = 21 x−

ÇÂÃ ñÂÆ x ∈ (– 1, 1) ç¶ ñÂÆ

2

1 1
cos 1

dy
dx y x

= =
−

À°çÅÔðä BG.  f (x) = tan–1 x  çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ êåÅ Õð¯, ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  y = tan–1 x  ÔË å» x = tan y ÔËÍ x ç¶ ìÅìå ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Õðé
å¶

1 = sec2 y 
dy
dx

⇒ 2 2 1 2 2
1 1 1 1

sec 1 tan 1 (tan (tan )) 1
dy
dx y y x x−= = = =

+ + +

ìÅÕÆ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ çÅ êåÅ ÕðéÅ ÁÅêç¶ ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼â Çç¼åÅ
Ç×ÁÅ ÔËÍ ìÅÕÆ À°ñà ÇåzÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ù ÇéîéÇñÖå ÃÅðéÆ E.D Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
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ÃÅðéÆ E²D

f (x) cos–1x cot–1x sec–1x cosec–1x

f ′(x) 2

1

1 x

−

− 2
1

1 x
−
+ 2

1

1x x −
2

1

1x x

−

−

Domain of f ′ (–1, 1) R (– ∞, –1) ∪ (1, ∞) (– ∞, –1) ∪ (1, ∞)

ÁÇíÁÅÃ E.C

ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú dy
dx

 êåÅ Õð¯ :Ò

1. 2x + 3y = sin x 2. 2x + 3y = sin y 3. ax + by2 = cos y
4. xy + y2 = tan x + y 5. x2 + xy + y2 = 100 6. x3 + x2y + xy2 + y3 = 81

7. sin2 y + cos xy = k 8. sin2 x + cos2 y = 1 9. y = sin–1 2
2

1
x
x

 
 

+ 

10. y = tan–1
3

2
3 ,
1 3

x x
x

 −
 

− 
 

1 1
3 3

x− < <

11.
2

1
2

1 ,cos 0 1
1

xy x
x

−  −
= < < 

+ 

12.
2

1
2

1 ,sin 0 1
1

xy x
x

−  −
= < < 

+ 

13. 1
2

2 ,cos 1 1
1

xy x
x

−  = − < < + 

14. ( )1 2 1 1,sin 2 1
2 2

y x x x−= − − < <
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15.
1

2
1 1,sec 0

2 1 2
y x

x
−  = < < 

− 

5.4  Úñ ØÅå Áå¶ ñØÈ ×äé ëñé
(Exponential and Logarithmic
Functions)
Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº ëñé», ÇÜÃ åð·» ìÔ¹êçÆ ëñé,
êÇðî¶ï ëñé Áå¶ ÇåÕ¯äÇîåÂÆ ëñé» ç¶ ò¼Ö
ò¼Ö òð×» ç¶ Õ°Þ êÇÔ¬Á» ç¶ ìÅð¶ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº ñ×ÅåÅð Ã¿ì¿Çèå ëñé»
ç¶ ÇÂ¼Õ éò¶º òð× ç¶ ìÅð¶ ÇÃ¼Ö»×¶, ÇÜé·» ù Úñ
ØÅåÆ Áå¶ ñØÈ×äé ëñé ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂ¼æ¶ Çòô¶ô
ðÈê Çò¼Ú ÇÂÔ ç¼ÃäÅ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ ÇÂÃ íÅ× ç¶
ìÔ¹å ÃÅð¶ ÕÅðé êÌ¶ðÕ Áå¶ ÇéôÇÚå (çð¹Ãå)
(î¹¼ñòÅé) Ôé Áå¶ À°Ôé» çÆÁ» À°µêñìèÆÁ» ÇÂÃ
ÇÕåÅì çÆ Çòô¶-òÃå± ç¶ Ö¶åð åº̄ ìÅÔð  ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.I Çò¼Ú y = f1(x) = x, y = f2(x) = x2, y = f3(x) = x3 Áå¶ y = f4(x) = x4 ç¶ Áñ¶Ö
Çç¼å¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÜÀ°º&ÇÜÀ°º a x çÆ ØÅå òèçÆ ÔË òÕð çÆ ãñÅä òÆ òèçÆ Ü»çÆ ÔËÍ
òÕð çÆ ãñÅä òèä éÅñ òÅè¶ çÆ çð å¶÷ Ô¹¿çÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË ÇÕ x (>1) ç¶ îÅé
Çò¼Ú ÇéôÇÚå òÅè¶ ç¶ Ã¿×å y = fn(x) çÅ îÅé òèçÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ åð·» n çÆ ÕÆîå 1] 2] 3] 4 Ô¹¿çÆ
Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÔ î³ÇéÁÅ ÔË ÇÕ ÁÇÜÔÅ Õæé ÃÅð¶ èéÅåîÕ îÅé» ñÂÆ Ã¼Ú ÔË ÇÂ¼æ¶  fn(x) = xn ÔËÍ ÷ðÈðÆ
ðÈê å¯º, ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÕ ÇÜò¶º-ÇÜò¶º n Çò¼Ú òÅèÅ Ô¹¿çÅ ÔË y = fn (x) çÅ Áñ¶Ö y-è¹ð¶ ò¼ñ
Ô¯ð Ç÷ÁÅçÅ Þ¹ÕçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé ñÂÆ f10(x) = x10  Áå¶ f15(x) = x15 å¶ ÇòÚÅð Õð¯ Ü¶Õð x  çÅ îÅé
A å¯º òè Õ¶  B Ô¯ Ü»çÆ ÔË å»  f10 çÅ îÅé A å¯º ò¼è Õ¶ 210  Ô¯ Ü»çÆ ÔË Üç¯º ÇÕ f15 çÅ îÅé A å¯º ò¼è Õ¶
215  Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» x  ç¶ ÃîÅé òÅè¶ ç¶ ñÂÆ,  f15 çÅ òÅèÅ  f10 ç¶ òÅè¶ ç¶ î¹ÕÅìñ¶ ò¼è ×åÆ éÅñ
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°êð¯Õå ÚðÚÅ å¯º ÇÂÔ éåÆÜÅ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ìÔ¹êçÆ ëñé» ç¶ òÅè¶ À°Ôé» çÆ ØÅå å¶ Çéðíð
Õðç¶ Ôé, íÅò ØÅå òèÅÀ°ºç¶ ÜÅú, òÅèÅ òèçÅ ÜÅò¶×Å ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ ìÅÁç ÇÂ¼Õ Ã¹íÅÇòÕ êÌôé
À°µáçÅ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ÁÇÜÔÅ  ëñé ÔË Ü¯ ìÔ¹êç ëñé» ç¶ î¹ÕÅìñ¶ ÁÇèÕ å¶÷Æ éÅñ òèçÅ ÔË? ÇÂÃ çÅ
À°µåð ÃÅÕÅðÅåîÕ ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ëñé» çÆ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðé  y = f (x) = 10x ÔËÍ

ÃÅâÅ çÅÁòÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ èé ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅ n  ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ëñé  f ] ëñé  fn (x) = xn

î¹ÕÅìñ¶ ÁÇèÕ å¶÷Æ éÅñ òèçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé ñÂÆ ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ f100 (x) = x100  ç¶

ÇÚ¼åð E. I
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î¹ÕÅìñ¶ 10x ÁÇèÕ å¶÷Æ éÅñ òèçÅ ÔËÍ ÇÂÔ é¯à Õð¯ ÇÕ x ç¶ ò¼â¶ îÅé» ñÂÆ, ÇÜò¶º  x = 103, f100

(x) = (103)100 = 10300 Üç¯º ÇÕ f (103) = 31010 = 101000 ÔËÍ ÃÅë å½ð å¶  f100 (x) ç¶ î¹ÕÅìñ¶ f (x)
ç¶ îÅé ÁÇèÕ ÔéÍ ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕðéÅ ÕÇáé éÔÆº ÔË ÇÕ xç¶ À°Ôé» ÃÅðÆÁ» îÅé» ç¶ ñÂÆ ÇÜ¼æ¶
x > 103 ,  f (x) > f100 (x) ÔËÍ êð ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÃ çÅ ÃìÈå ç¶ä ñÂÆ Ô¼ñ éÔÆº Õð»×¶Í ÇÂÃ¶ åð·» x ç¶
ò ¼Çâ Á »  î Åé »  ù  Ú ¹ä  Õ ¶ Ç Â Ô  Ç Ã ¼è  Õ Æå Å  Ü Å  Ã Õ ç Å  Ô Ë Ç Õ ,  ÇÕ Ã ¶ ò Æ è é  Ã î ê Èð é  Ã ¿Ç Ö Á Å  n ç¶ ñÂÆ fn (x)
ç¶ î¹ÕÅìñ¶ f (x) çÆ ÕÆîå å¶÷Æ éÅñ òèçÆ ÔËÍ

êÇðíÅôÅ C.  ëñé y = f (x) = bx,èéÅåîÕ ÁèÅð  b > 1 ç¶ ñÂÆ Úñ-ØÅåÆ ëñé ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÇÚ¼åð E.I Çò¼Ú y = 10x çÅ Áñ¶Ö ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÂÔ ÃñÅÔ Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔË ÇÕ êÅáÕ ÇÂÃ ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð ù b çÆÁ» Çòô¶ô ÕÆîå» ÇÜò¶º B, C, D ç¶
ñÂÆ ÇÖ¼Ú Õ¶ ç¶Ö¯Í Úñ-ØÅåÆ ëñé» çÆÁ» Õ°Þ êÌî¹¼Ö Çòô¶ôåÅò» ÇéîéÇñÖå Ôé :

(1) Úñ-ØÅåÆ ëñé çÆ êÌ»å, òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ R Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(2) Úñ-ØÅåÆ ëñé çÆ ÇòÃæÅð, ÃÅð¶ èéÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(3) Çì³çÈ  (0, 1) Úñ-ØÅåÆ ëñé ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú Ôî¶ôÅ Ô¹¿çÅ ÔË (ÇÂÔ ÇÂÃ å¼æ çÅ ç¹ìÅðÅ Õæé

ÔË ÇÕ ÇÕÃÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ b > 1 ç¶ ñÂÆ b0 = 1)

(4) Úñ-ØÅåÆ ëñé Ôî¶ôÅ ÇÂ¼Õ òèçÅ ´î ëñé (increasing function) Ô¹¿çÅ ÔË, íÅò
ÇÜò¶º-ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ò¼ñ ù òèç¶ Ô», Áñ¶Ö À°µêð À°µá Ü»çÅ ÔËÍ

(5) x ç¶ Ç÷ÁÅçÅåð ò¼â¶ ÇðäÅåîÕ îÅé» ç¶ ñÂÆ Úñ-ØÅåÆ ëñé» ç¶ îÅé @ ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ Ô¹¿çÅ
ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, çÈÜ¶ Ú¼Õð Çò¼Ú, Áñ¶Ö çÆ êÔ¹¿Ú  x- è¹ð¶ ò¼ñ Ô¯ Ü»çÆ ÔË (êð Õç¶ òÆ
ÇîñçÅ éÔÆº ÔË)

ÁèÅð A@ òÅñ¶ Úñ-ØÅåÆ ëñé» ù ÃèÅðé Úñ ØÅåÆ ëñé (common exponential
Function) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÜîÅå XI çÆ êÅá-ê¹ÃåÕ ç¶ Áé°ì¿è A.1.4 Çò¼Ú ÁÃÆº ç¶ÇÖÁÅ ÃÆ ÇÕ ôÌ¶äÆ

1 11 ...
1! 2!

+ + +

çÅ Ü¯ó ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÜÃ çÆ ÕÆîå B Áå¶ C ç¶ ÇòÚÕÅð Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÜÃ ù e ç¹ÁÅðÅ
çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ e ù ÁèÅð ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌï¯× Õðé å¶, ÃÅù ÇÂ¼Õ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé Úñ-ØÅåÆ
ëñé y = ex êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÇÕðÇåÕ Úñ-ØÅåÆ ëñé (natural exponential function)
ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

ÇÂÔ êåÅ ÕðéÅ ð¯î»ÇÚÕ Ô¯ò¶×Å ÇÕ Úñ-ØÅåÆ ëñé» çÅ À°ñà Ô¯ºç Çò¼Ú ÔË Ü» éÔÆº Áå¶ Ü¶Õð
ÒÔËÓ å» ÕÆ À°Ã çÆ ÇÂ¼Õ òèÆÁÅ ÇòÁÅÇÖÁÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË? ÇÂÔ Ö¯Ü ÇéîéÇñÖå êÇðíÅôÅ ç¶ ñÂÆ
êÌ¶Çðå ÕðçÆ ÔËÍ
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êÇðíÅôÅ D. î³é ñÀ° ÇÕ b > 1 ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç ¶ Ô»  ÇÕ
b ÁèÅð å¶ a ñØÈ×äÕ ëñé x ÔË, Ü¶Õð  bx =
a ÔËÍ

b ÁèÅð å¶ a ç¶ ñØÈ×äÅÕ ù logba éÅñ
çðÃÅÀ°ºç¶  Ô»Í ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð bx = a, å»
logb a = x ÇÂÃ çÅ Áé°íò Õðé ñÂÆ ÁÅÀ°
ÁÃÆº Õ°Þ Ãê¼ôà À°çÅÔðé» çÅ êÌï¯× ÕðÆÂ¶Í ÃÅù
êåÅ ÔË ÇÕ 23 = 8 ÔËÍ ñØÈ×äÕ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº
ÇÂÃ ×¼ñ ù ç¹ìÅðÅ log2 8 = 3 ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í
ÇÂÃ¶ åð·» 104 = 10000 Áå¶ log10 10000 = 4 ÃðòÅ×Ãî Õæé ÔËÍ ÇÂÃ åð·» éÅñ 625 = 54 = 252

Áå¶ log5 625 = 4 Ü»  log25 625 = 2 ÃðòÅ×Ãî Õæé ÔËÍ
æ¯ó·Å ÇÜÔÅ Ô¯ð êÇðê¼Õ ÇçzôàÆÕ¯ä éÅñ ÇòÚÅð Õðé å¶ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ  b > 1 ù ÁèÅð

î³éä ç¶ ÕÅðä ñØÈ×¹äÅÕ ù èé òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ å¯º ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶
ÃîÈÔ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÔ ëñé, ÇÜÃ ù ñØÈ×äÕ ëñé
(logarithmic function) ÕÇÔ³ç¶ Ô», ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ êÇðíÅÇôå ÔË :

logb : R+ → R
x → logb x = y  Ü¶Õð  by = x

êÇÔñ¶ Õæé å¯º, Ü¶Õð ÁèÅð b = 10 ÔË å»
ÇÂÃ ù ÒÒÃÅèÅðé ñØÈ×äÕÓÓ Áå¶ Ü¶Õð b = e ÔË
å» ÇÂÃ ù ÒÒêÌÅÇÕÌÇåÕ ñØÈ×äÕÓÓ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í
ÁÕÃð êÌÅÇÕÌÇåÕ ñØÈ×äÕ ù ln  éÅñ êÌ×à
Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú log x ÁèÅð e
òÅñ¶ ñØÈ×äÕ ëñé ù ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð
E.A@ Çò¼Ú B Áå¶ A@ ÁèÅÇðå ñØÈ×äÕ ëñé»
ç¶ Áñ¶Ö çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÔéÍ
ÁèÅð b > 1 òÅñ¶ ñØÈ×äÕ ëñé» çÆÁ» Õ°Þ
îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» æ¼ñ¶ ÃÈÚÆì¼è Ôé :
(1) ×Ëð èéÅåîÕ (non-positive)
Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ñØÈ×äÕ çÆ Õ¯ÂÆ ÁðæêÈðé
êÇðíÅôÅ éÔÆº ìäÅ ÃÕç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ñØÈ×äÕ ëñé çÅ êÌ»å R+ ÔËÍ
(2) ñØÈ×äÕ ëñé çÅ ÇòÃæÅð ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ

 ÇÚ¼åð E.A@

  ÇÚ¼åð E.AA
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(3) Çì³çÈ (1, 0) Ôî¶ôÅ ñØÈ×ÇäÕ ëñéÅ çÅ Áñ¶Ö Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(4) ñØÈ×äÕ ëñé ÇÂ¼Õ Ôî¶ôÅ òèç¶ ́ î ëñé Ô¹¿ç¶ Ôé, íÅò ÇÜÀ°º ÇÜÀ°º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ ò¼ñ

Úñç¶ Ô», Áñ¶Ö À°µêð ò¼ñ ù òèçÅ ÔËÍ
(5) 0 ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ òÅñ¶  x ç¶ îÅé» ñÂÆ log x ç¶ î¹¼ñ ù ÇÕÃÆ òÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁ»

å¯º Ø¼à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú Ú½æÆ (Ú½æÅÂÆ)Çò¼Ú Áñ¶Ö y-è¹ð¶  ç¶ é¶ó¶ ÇîñçÅ
êÌåÆå Ô¹¿çÅ ÔË (êð ÇÂÃ ù Õç¶ ÇîñçÅ éÔÆº ÔË)A

(6) ÇÚ¼åð 5.11 Çò¼Ú y = ex Áå¶ y = loge x ç¶ Áñ¶Ö çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇèÁÅé ç¶äÅ ð¯î»ÚÕÅðÆ
ÔË ÇÕ ç¯é¯º òÕð, ð¶ÖÅ y = x  Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ çðêä êÌåÆÇì³ì ÔéÍ

ñØÈ×äÕ ëñé» ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé ×¹ä Ô¶á» ÇÃ¼è ÕÆå¶ ×Â¶ ÔË :
(1) ÁèÅð êÇðòðåé çÅ ÇÂ¼Õ ÇîÁÅðÆ Çéïî ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú loga p ù logb p  ç¶ êç» Çò¼Ú ñ¼ÇíÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ loga p = α, logb p = β Áå¶  logb a = γ ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðæ ÇÂÔ ÔË
ÇÕ aα = p, bβ = p Áå¶ bγ = a ÔËÍ Ô¹ä åÆÜ¶ éåÆÜ¶ ù êÇÔñ¶ Çò¼Ú ð¼Öä å¶

(bγ)α = bγα = p
ÇÂÃ ù çÈÜÆ ÃîÆÕðä Çò¼Ú êÌï¯× Õðé å¶

bβ = p = bγα

ÇÂÃ çÅ îåñì β = αγ Ü» α = 
β
γ

 ÔËÍ ÇÂÃ åð·»

loga p = b

b

p
a

log
log

(2) ×¹äéëñ» å¶ log ëñé çÅ êÌíÅò ÇÂÃ çÅ ÇÂ¼Õ ð¯î»ÚÕ ×¹ä ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ
logb pq = α ÔËÍ ÇÂÃ å¯º bα = pq êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð logb p = β Áå¶ logb q =
γ ÔË å» bβ = p Áå¶ bγ = q êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ êð bα = pq = bβbγ = bβ + γ ÔËÍ
ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ  α = β + γ, íÅò

logb pq = logb p + logb q
ÇÂÃ å¯º ÇÂ¼Õ Çòô¶ô ð¯ÚÕ Áå¶ îÔ¼åòêÈðé éåÆÜÅ À°ç¯º ÇéÕñçÅ ÔË Üç¯º p = q ÔËÍ ÁÇÜÔÆ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú, À°êð¯Õå ù ç¹ìÅðÅ ÇéîéÇñÖå Áé°ÃÅð ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

logb p2 =  logb p + logb p = 2 logb p
ÇÂÃ çÅ ÇÂ¼Õ Ãðñ ÇòÁÅêÆÕðé ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼â Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË íÅò ÇÕÃ¶ òÆ èé ÃîêÈðé
Ã¿ÇÖÁÅ n ç¶ ñÂÆ

logb pn = n logb p
ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔ éåÆÜÅ n ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ îÅé ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔË, êð ÇÂÃ ù ÇÃ¼è Õðé çÆ
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ÁÃÆº Õ¯Çôô éÔÆº Õð»×¶Í ÇÂÃ ÇòèÆ å¯º êÅáÕ ÇéîéÇñÖå ù ÇÃ¼è Õð ÃÕç¶ Ô» :

logb
x
y  = logb x – logb y

À°çÅÔðä BH.  ÕÆ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔË ÇÕ x ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ îÅé» ç¶ ñÂÆ  x = elog x ÔË?

Ô¼ñ :   êÇÔñ» å» ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  log ëñé çÆ êÌ»å ÃÅð¶ èé  òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ À°êð¯Õå ÃîÆÕðä ×Ëð-èéÅåîÕ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ Ô¹ä î³é ñÀ° ÇÕ  y =
elog x  ÔËÍ Ü¶Õð y > 0 å» ç¯é¯º  êÅÇÃÁ» çÅ ñØÈ×¹äÅÕ ñËä å¶ log y = log (elog x) = log x . log e = log
x ÔËÍ ÇÜÃ Çò¼Ú y = x êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x = elog x Õ¶òñ x ç¶ èé ÕÆîå» ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ

Çâøð¶ºÇôÁñ Õñé ×Çäå (differential calculus) Çò¼Ú êÌÅÇÕÌÇåÕ ÚñØÅåÆ ëñé çÅ ÇÂ¼Õ
ÁÃèÅðé ×¹ä ÇÂÔ ÔË ÇÕ, âËðÆò¶Çàò çÆ êÌÇÕÌÇðÁÅ Çò¼Ú ÇÂÔ êÇðòðåé éÔÆº Ô¹¿çÅÍ ÇÂÃ ×¹ä ç¶ æ¼ñ¶
êÌî¶ï» Çò¼Ú ÇìÁÅé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÇÜÃ çÅ ÃìÈå ÁÃÆº Û¼â Çç³ç¶ Ô»Í
êÌî¶ï E*

(1) x ç¶ ìÅìå ex çÅ âËðÆòËÇàò ÔÆ Ô¹¿çÅ ÔË íÅò 
d
dx

(ex) = ex

(2) x ç¶ ìÅìå log x çÅ âËðÆòËÇàò 1
x

 Ô¹¿çÅ ÔË íÅò  
d
dx

(log x) = 
1
x

À°çÅÔðä BI.   x ç¶ ìÅìå² ÇéîéÇñÖå çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯ :
(i) e–x (ii) sin (log x), x > 0 (iii) cos–1 (ex) (iv) ecos x

Ô¼ñ :
(i) î³é ñÀ° ÇÕ  y = e– x  ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ

xdy de
dx dx

−= ⋅  (– x) = – e– x

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ  y = sin (log x) ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ
cos (log )cos(log ) (log )dy d xx x

dx dx x
= ⋅ =

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ y = cos–1 (ex) ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ

2 2

1
( )

1 ( ) 1

x
x

x x

dy d ee
dx dxe e

− −
= ⋅ =

− −
.

* Ç´êÅ ÕðÕ¶ Ã¿êÈðé êÅá Ãî¼×ðÆ ê³éÅ C@C-C@D
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(iv) î³é ñÀ° ÇÕ  y = ecos x  ÔËÍ Ô¹ä ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ

cos cos( sin ) (sin )x xdy e x x e
dx

= ⋅ − = −

ÁÇíÁÅÃ E.D
ÇéîéÇñÖå çÅ x ç¶ ìÅìå âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯ :

1.
sin

xe
x

2. 1sin xe
− 3. 3xe

4. sin (tan–1 e–x) 5. log (cos ex) 6. 2 5

...x x xe e e+ + +

7. , 0xe x > 8. log (log x), x > 1 9.
cos , 0
log

x x
x

>

10. cos (log x + ex)

5.5.  ñØÈ×äÕÆ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé (Logarithmic Differentiation)

ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ ÇÂ¼Õ Çòô¶ô òð× ç¶ ëñé» çÅ â¶ðÆò¶Çàò êåÅ ÕðéÅ
ÇÃ¼Ö»×¶Í

y = f (x) = [u(x)]v (x)

ñØÈ×äÕ (e ÁèÅð å¶ ) ñËä éÅñ À°êð¯Õå ù ÇéîéÇñÖå åð·» éÅñ :
log y = v (x) log [u(x)]

ç¹ìÅðÅ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» :

ñóÆ Çéïî ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ,
1 dy
y dx

⋅  =
1( )
( )

v x
u x

⋅  . u′(x) + v′(x) . log [u(x)]

ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ
dy
dx  = [ ]( ) ( ) ( ) log ( )

( )
v xy u x v x u x
u x

 ⋅ ′ + ′ ⋅  

ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú ÇèÁÅé ç¶ä òÅñÆ î¹¼Ö ×¼ñ ÇÂÔ ÔË ÇÕ f (x) Áå¶ u(x) ù Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ Ô¯äÅ
ÚÅÔÆçÅ ÔË éÔÆº å» À°Ôé» ç¶ ñØÈ×¹äÅÕ êÇðíÅÇôå éÔÆº Ô̄ä×¶Í ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ ù ñØÈ×¹äÅÕ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé
ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÜÃ ù ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðä» éÅñ Ãê¼ôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË Í
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À°çÅÔðä C@.   x ç¶ ìÅìå 

2

2
( 3) ( 4)

3 4 5
x x

x x
− +

+ +
 çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  
2

2
( 3) ( 4)
(3 4 5)
x xy

x x
− +

=
+ +

ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» çÅ ñØÈ×äÕ ñËä å¶

log y =
1
2

[log (x – 3) + log (x2 + 4) – log (3x2 + 4x + 5)]

ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» çÅ  x, ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

1 dy
y dx

⋅  = 2 2
1 1 2 6 4
2 ( 3) 4 3 4 5

x x
x x x x

+ + − − + + + 

Ü» dy
dx

 = 2 2
1 2 6 4

2 ( 3) 4 3 4 5
y x x

x x x x
+ + − − + + + 

=
2

2 2 2
1 ( 3)( 4) 1 2 6 4
2 ( 3)3 4 5 4 3 4 5

x x x x
xx x x x x

− + + + − −+ + + + + 

À°çÅÔðé CA.  x ç¶ ìÅìå ax çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶ a ÇÂ¼Õ èé ÁÚ¼ñ ÔË Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ y = ax, å»
log y = x log a

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x, âËðÆòËÇàò ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé 
1 dy
y dx  = log a

Ü»
dy
dx

 = y log a

ÇÂÃ åð·» ( )xd a
dx

 = ax log a

ÇòÕñê ( )xd a
dx

 = log ) log( ( log )x a x ad de e x a
dx dx

=

= ex log a . log a = ax log a

À°çÅÔðé CB. x ç¶ ìÅìå xsin x, çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯, Üç¯º ÇÕ x > 0 ÔËÍ
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Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ y = xsin x ÔËÍ Ô¹ä ç¯é¯º êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log y = sin x log x

ÇÂÃ ñÂÆ
1 . dy
y dx  = sin (log ) log (sin )d dx x x x

dx dx
+

Ü»
1 dy
y dx  =

1(sin ) log cosx x x
x

+

Ü»
dy
dx

 =
sin cos logxy x x

x
 +  

= sin sin cos logx xx x x
x

 +  

= sin 1 sinsin cos logx xx x x x x− ⋅ + ⋅

À°çÅÔðä CC.  Ü¶Õð yx + xy + xx = ab ÔËÍ å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  yx + xy + xx = ab

u = yx, v = xy Áå¶ w = xx ð¼Öä å¶ ÃÅù u + v + w = ab êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
du dv dw
dx dx dx

+ + = 0 ... (1)

Ô¹ä  u = yx ÔËÍ ç¯é¯º êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log u = x log y

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé ñËä å¶
1 du
u dx

⋅  = (log ) log ( )d dx y y x
dx dx

+

=
1 log 1dyx y
y dx

⋅ + ⋅  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
du
dx

 = log logxx dy x dyu y y y
y dx y dx

   + = +      
   ... (2)

ÇÂÃ åð·» v = xy

ç¯éº̄ êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log v = y log x
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶
1 . dv
v dx

 = (log ) logd dyy x x
dx dx

+

= 1 log dyy x
x dx

⋅ + ⋅  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁðæÅå
dv
dx

 = logy dyv x
x dx

 +  

= logy y dyx x
x dx

 +  
... (3)

×Çäå w = xx

ç¯é¯º êÅÃ¶ ñØÈ×äÕ ñËä å¶
log w = x log x

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé
1 dw
w dx

⋅  = (log ) log . ( )d dx x x x
dx dx

+

=
1 log 1x x
x

⋅ + ⋅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÁðæÅå
dw
dx

 = w (1 + log x)

= xx (1 + log x) ... (4)
(1), (2), (3) Áå¶ (4), ç¹ÁÅðÅ

log logx yx dy y dyy y x x
y dx x dx

   + + +     
 + xx (1 + log x) = 0

Ü» (x . yx – 1 + xy . log x) 
dy
dx

 = – xx (1 + log x) – y . xy–1 – yx log y

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
1

1
[ log . (1 log )]

. log

x y x

x y
y y y x x x

x y x x

−

−

− + + +
+
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ÁÇíÁÅÃ E.E
1 åº̄ 11 å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Çç¼å¶ ëñé» çÅ x ç¶ ìÅìå âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :

1. cos x . cos 2x . cos 3x 2.
( 1) ( 2)

( 3) ( 4) ( 5)
x x

x x x
− −

− − −

3. (log x)cos x 4. xx – 2sin x

5. (x + 3)2 . (x + 4)3 . (x + 5)4 6.
111 x
xx x

x

 + 
  + + 

 

7. (log x)x + xlog x 8. (sin x)x + sin–1 x

9. xsin x + (sin x)cos x 10.
2

cos
2

1
1

x x xx
x

+
+

−

11. (x cos x)x + 
1

( sin ) xx x

12 å¯º 15 å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Çç¼å¶ ëñé» ç¶ ñÂÆ  
dy
dx

 êåÅ Õð¯ :

12. xy + yx = 1 13. yx = xy

14. (cos x)y = (cos y)x 15. xy = e(x – y)

16.  f (x) = (1 + x) (1 + x2) (1 + x4) (1 + x8) ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ Áå¶
ÇÂÃ êÌÕÅð f ′(1) êåÅ Õð¯Í

17. (x2 – 5x + 8) (x3 + 7x + 9) çÅ âËðÆòËÇàò ÇéîéÇñÖå Çå¿é åð·» éÅñ êåÅ Õð¯ :
(i) ×¹äéëñ Çéïî çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶
(ii) ×¹äéëñ ç¶ ÇòÃåÅð ç¹ÁÅðÅ ÇÂ¼Õ ÇÂÕ¼ñÅ ìÔ¹êç êÌÅêå ÕðÕ¶
(iii) ñØÈ×äÕ âËðÆòËÇàò ç¹ÁÅðÅ

ÇÂÃ òÆ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ åð·» êÌÅêå Çå¿é¯º À°µåð ÃîÅé ÔéÍ
18. Ü¶Õð u, v Áå¶ w , x ç¶ ëñé Ôé, å» ç¯ ÇòèÆÁ» íÅò êÇÔñ¶-×¹äéëñ Çéïî çÆ ç¹ÔðÅÂÆ

(Repeat) ç¹ÁÅðÅ çÈÜÆ-ñØÈ×¹äÕ âËðÆòËÇàò ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ° ÇÕ

d
dx

 (u. v. w) =
du
dx

 v. w + u . 
dv
dx

 . w + u . v 
dw
dx

5.6  ëñé» ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ðÈê» çÅ âËðÆòËÇàò (Derivatives of Functions in Parametric
Forms)
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ÕçÆ - ÕçÆ ç¯ Úñ ðÅôÆÁ» ç¶ Çò¼Ú çÅ Ã¿ì¿è, éÅ å» Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÁÃêôà, êð ÇÂ¼Õ Ô¯ð
åÆÜÆ Úñ ðÅôÆ ç¶ Áñ¼×-Áñ¼× Ã¿ì¿è» ç¹ÁÅðÅ êÇÔñÆÁ» ç¯ ðÅôÆÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÃæÅÇêå
Ô¯ Ü»çÅ ÔË, ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ À°Ôé» ç¯é» ç¶ ÇòÚÕÅð Ã¿ì¿è ÇÂÕ åÆÜÆ Úñ ðÅôÆ
ç¶ îÅÇèÁî éÅñ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÔ åÆÜÆ Úñ ðÅôÆ êËðÅîÆàð ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ Ô¯ð ÃÅø-Ã¹æð¶ åðÆÕ¶ éÅñ
ç¯ Úñ ðÅôÆÁ» x Áå¶  y ç¶ Çò¼Ú x = f (t), y = g (t) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇòÁÕå Ã¿ì¿è, ù êËðÅîÆàÇðÕ Ã¿ì¿è
ÕÇÔ³ç¶ Ô», ÇÜ¼æ¶ t ÇÂ¼Õ êËðÅîÆàð ÔËÍ
ÇÂÃ ðÈê ç¶ ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé ñÂÆ, ñóÆ Çéïî ç¹ÁÅðÅ

dy
dt

 =
dy dx
dx dt

⋅

Ü»
dy
dx

 = 0

dy
dxdt

dx dt
dt

 ≠ 
 
tc dHkh  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

ÇÂÃ åð·»
dy
dx

 =
( ) ( ) ( )
( )

g t dy dxg t f t
f t dt dt
′  = ′ = ′ 
′  

D;kas fd rFkk  [ìôðå f ′(t) ≠

0]

À°çÅÔðä CD.  Ü¶Õð x = a cos θ, y = a sin θ, å» 
dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ
x = a cos θ, y = a sin θ

ÇÂÃ ñÂÆ
dx
dθ

 = – a sin θ, 
dy
dθ

 = a cos θ

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
cos cot
sin

dy
ad

dx a
d

θθ = = − θ
− θ

θ

À°çÅÔðä CE.  Ü¶Õð  x = at2, y = 2at ÔË å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  x = at2, y = 2at

ÇÂÃ ñÂÆ dx
dt  = 2at   Áå¶   dy

dt
= 2a

Üçº̄ ÕçÆ

ÇÕÀ°ºÇÕ Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ dy
dx  =

2 1
2

dy
adt

dx at t
dt

= =

À°çÅÔðä CE.  Ü¶Õð x = a (θ + sin θ), y = a (1 – cos θ) ÔË å» dy
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ  dx
dθ

= a(1 + cos θ), 
dy
dθ

 = a (sin θ)

ÇÂÃ ñÂÆ dy
dx  =

sin tan
(1 cos ) 2

dy
ad

dx a
d

θ θθ = =
+ θ

θ

AÇà¼êäÆ  ÇÂ¼æ¶, ÇÂÔ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ dy
dx  ù êÌî¹¼Ö Úñ ðÅôÆÁ» x Áå¶ y ù ôÅÇîñ ÕÆå¶ Çìé»

ÔÆ, Õ¶òñ êËðÅîÆàð ç¶ êç» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä CE.  Ü¶Õð 
2 2 2
3 3 3 dyx y a

dx
+ = gS rks   êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ  x = a cos3 θ, y = a sin3 θ ÔË å»
2 3
3 2x y+  =

2 2
3 33 3( cos ) ( sin )a aθ + θ

=
2 2

2 23 3(cos (sin )a aθ + θ =

ÇÂÃ ñÂÆ x = a cos3θ, y = a sin3θ, 
2 2 2
3 3 3x y a+ = çÆ êËðÅîÆàÇðÕ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÂÃ åð·»,
dx
dθ

 = – 3a cos2 θ sin θ Áå¶ 
dy
dθ

 = 3a sin2 θ cos θ

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
2

3
2

3 sin cos tan
3 cos sin

dy
a yd

dx xa
d

θ θθ = = − θ = −
− θ θ

θ

ÔË å»
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AÇà¼êäÆ    Ü¶Õð ÁÃÆº ÁÃê¼ôà ëñé» ç¶ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô» å»
ÇÂÔ ÕÅøÆ î¹ôÇÕñ Ô¯ò¶×Å :

ÁÇíÁÅÃ E.F
Ü¶Õð êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ A å¯º A@ å¼Õ ç¶ x Áå¶ y çÆÁ» ÃîÆÕðä» ç¹ÁÅðÅ, ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ðÈê

Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå Ô¯ä, å» êËðÅîÆàð» ù Çìé» «êå ÕÆå¶,  dy
dx

êåÅ Õð¯ :

1. x = 2at2, y = at4 2. x = a cos θ, y = b cos θ

3. x = sin t, y = cos 2t 4. x = 4t, y = 
4
t

5. x = cos θ – cos 2θ, y = sin θ – sin 2θ

6. x = a (θ – sin θ), y = a (1 + cos θ) 7. x = 
3sin

cos 2
t
t

, 
3cos

cos2
ty
t

=

8. cos log tan
2
tx a t = + 

 
 y = a sin t 9. x = a sec θ, y = b tan θ

10. x = a (cos θ + θ sin θ),  y = a (sin θ – θ cos θ)

11. Ü¶Õð 
1 1sin cos, ,t t dy yx a y a

dx x
− −

= = = −rks n’kkZb, fd

5.7  çÈÜ¶ ́ î çÅ âËðÆòËÇàò (Second Order Derivative)
î³é ñÀ° ÇÕ y = f (x) ÔË å»

dy
dx

 = f ′(x) ... (1)

Ü¶Õð  f ′(x) Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÁÚñ ÔË å» ÁÃÆº x ç¶ ìÅìå (1) çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í

ÇÂÃ åð·» Ö¼ì¶ êÅÃ¶ 
d dy
dx dx

 
 
 

 Ô¯ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ ù çÈÜ¶ ́ î çÅ âËðÆòËÇàò (Second Order Derivative)

ÕÇÔ³ç¶ Ô» Áå¶ 
2

2
d y
dx

 éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í  f (x) ç¶ çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò ù f ″(x) éÅñ òÆ çðÃÅÀ°ºç¶

Ô»Í Ü¶Õð y = f (x) ÔË å» ÇÂÃ ù  D2(y) Ü» y″  Ü» y2  éÅñ òÆ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÁÃÆº Çà¼êäÆ Õðç¶
Ô» ÇÕ À°µÚ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò òÆ ÇÂÃ¶ åð·» êåÅ ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

å» çðÃÅÀ¹ ÇÕ
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À°çÅÔðä CH.  Ü¶Õð  y = x3 + tan x ÔË å» 
2

2
d y
dx

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y = x3 + tan x ÔËÍ å»
dy
dx

 = 3x2 + sec2 x

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
d y
dx

 = ( )2 23 secd x x
dx

+

= 6x + 2 sec x . sec x tan x = 6x + 2 sec2 x tan x

À°çÅÔðä CI.  Ü¶Õð y = A sin x + B cos x ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2

2 0d y y
dx

+ = ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶
dy
dx

 = A cos x – B sin x

Áå¶
2

2
d y
dx

 =
d
dx

 (A cos x – B sin x)

= – A sin x – B cos x = – y

ÇÂÃ åð·»
2

2
d y
dx

 + y = 0

À°çÅÔðä D@.  Ü¶Õð  y = 3e2x + 2e3x ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2

2 5 6 0d y dy y
dxdx

− + =

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶  y = 3e2x + 2e3x  ÔËÍ Ô¹ä

dy
dx

 = 6e2x + 6e3x = 6 (e2x + e3x)

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
d y
dx

 = 12e2x + 18e3x = 6 (2e2x + 3e3x)

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 5d y dy
dxdx

−  + 6y = 6 (2e2x + 3e3x)

– 30 (e2x + e3x) + 6 (3e2x + 2e3x) = 0

À°çÅÔðä DA.  Ü¶Õð  y = sin–1 x ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ (1 – x2) 
2

2 0d y dyx
dxdx

− = ÔËÍ
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Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶  y = sin–1x ÔË å»
dy
dx

 = 
2

1

(1 )x−

Ü» 2(1 ) 1dyx
dx

− =

Ü» 2(1 ) 0d dyx
dx dx

 − ⋅ =  

Ü» ( )2
2 2

2(1 ) (1 ) 0d y dy dx x
dx dxdx

− ⋅ + ⋅ − =

Ü»
2

2
2 2

2(1 ) 0
2 1

d y dy xx
dxdx x

− ⋅ − ⋅ =
−

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
2(1 ) 0d y dyx x

dxdx
− − =

ÇòÕñê : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y = sin–1 x ÔË å»

1 2

1

1
y

x
=

−
, íÅò ( )2 2

11 1x y− =

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2
1 2 1(1 ) 2 (0 2 ) 0x y y y x− ⋅ + − =

ÇÂÃ ñÂÆ (1 – x2) y2 – xy1 = 0

ÇÚ¼åð E.AB ÇÚ¼åð E.AC
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ÁÇíÁÅÃ E.G

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ A å¯º A@ å¼Õ Çç¼å¶ ëñé» ç¶ çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :
1. x2 + 3x + 2 2. x20 3. x . cos x
4. log x 5. x3 log x 6. ex sin 5x
7. e6x cos 3x 8. tan–1 x 9. log (log x)

10. sin (log x) 11. Ü¶Õð y = 5 cos x – 3 sin x ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2

2 0d y y
dx

+ =

12. Ü¶Õð  y = cos–1 x ÔË å»
2

2
d y
dx

 ù Õ¶òñ y ç¶ êç» Çò¼Ú êåÅ Õð¯Í

13. Ü¶Õð  y = 3 cos (log x) + 4 sin (log x) ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ  x2 y2 + xy1 + y = 0

14. Ü¶Õð  y = Aemx + Benx ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ  
2

2 ( ) 0d y dym n mny
dxdx

− + + =

15. Ü¶Õð y = 500e7x + 600e– 7x ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ 
2

2 49d y y
dx

=  ÔËÍ

16. Ü¶Õð ey
 (x + 1) = 1 ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ 

22

2
d y dy

dxdx
 =  
 

ÔËÍ

17. Ü¶Õð  y = (tan–1 x)2 ÔË å» çðÃÅÀ° ÇÕ (x2 + 1)2 y2 + 2x (x2 + 1) y1 = 2 ÔËÍ

5.8  î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï (Mean Value Theorem)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Õñé ×Çäå ç¶ ç¯ îÈñ éåÆÇÜÁ» ù, Çìé» ÇÃ¼è ÕÆå¶, ÇòÁÕå Õð»×¶Í ÁÃÆº
ÇÂÔé» êÌî¶ï» çÆ ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ çÅ òÆ Ç×ÁÅé êÌÅêå Õð»×¶Í
êÌî¶ï F. ð¯ñ¶ çÅ êÌî¶ï  (Rolle's Theorem) î³é ñÀ° ÇÕ f : [a, b] → R çÆ ñ×ÅåÅðåÅ Á³åðÅñ
[a, b] Çò¼Ú ÔË Áå¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú ÔË Áå¶ f(a) = f(b) ÔË, ÇÂ¼æ¶ a Áå¶ b Õ¯ÂÆ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ å» ÇÂ¼æ¶ Õ¯ÂÆ c Á³åðÅñ  (a, b) Çò¼Ú¯º ÔË, ÇÕ f ′(c) = 0 ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.AB Áå¶ E.AC Çò¼Ú Õ°Þ ÁÇÜÔ¶ ÖÅÃ ëñé» ç¶ Áñ¶Ö Çç¼å¶ ×Â¶ Ôé, Ü¯ ð¯ñ¯ çÆ êÌî¶ï çÆ
êÇðÕñêéÅ ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ

ÇêÛñ¶ ê³é¶ å¶ ìä¶ ÇÚ¼åð E.AB Áå¶ E.AC ÇÂ¼æ¶ Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ a Áå¶ b ç¶ ÇòÚÕÅð ÃÇæå òÕð ç¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãÅñ å¶ ÕÆ

òÅêðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ êÌî¶ï Çò¼Ú Ø¼à¯ Ø¼à ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÆ çÆ ãÅñ ÷Æð¯ Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ
ð¯ñ¯ êÌî¶ï çÅ áÆÕ-áÆÕ ÇÂÔÆ çÅÁòÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ  y = f (x) çÅ Áñ¶Ö å¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ
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çÆ ãÅñ Õ°Þ Ô¯ð éÔÆº ìñÇÕ À°Ã Çì³çÈ å¶  f (x)  çÅ âËðÆòËÇàò Ô¹¿çÅ ÔËÍ
êÌî¶ï G. î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï (Mean Value Theorem) î³é ñÀ° ÇÕ f : [a, b] → R Á³åðÅñ
[a, b] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔËÍ Ô¹ä Á³åðÅñ  (a, b) Çò¼Ú ÇÕÃÆ
ÁÇÜÔ¶ c çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ

( ) ( )( ) f b f af c
b a

−
′ =

−
 ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï (MVT), ð¯ñ¯ çÆ êÌî¶ï çÅ ÇÂ¼Õ ÇòÃåÅð (extension) ÔËÍ
ÁÅÀ°, ÁÃÆº Ô¹ä î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ ÃîÞÆÂ¶Í ëñé y = f (x) çÅ Áñ¶Ö
ÇÚ¼åð E².AC Çò¼Ú Çç¼åÅ ÔËÍ ÁÃÆº êÇÔñ» ÔÆ  f ′(c) çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ òÕð y = f (x) ç¶ Çì³çÈ (c, f (c))

å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãÅñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ÇÚ¼åð  E.AD å¯º ÃÅë ÔË ÇÕ ( ) ( )f b f a
b a

−
−

Çì³çÈÁ» (a, f (a)) Áå¶ (b, f (b)) ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Û¶çÕ ð¶ÖÅ (Secant) çÆ ãñÅé ÔËÍ î¼èîÅé
î¹¼ñ êÌî¶ï Çò¼Ú ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú ÃÇæå ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ Çì³çÈ (c,
f(c)) å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ (a, f (a)) Áå¶ (b, f (b)) Çì³çÈÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Û¶çÕ ð¶ÖÅ
ç¶ ÃîÅé§åð Ô¹¿çÆ ÔËÍ çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú (a, b) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÁÇÜÔÅ ÔË Ü¯ (c, f (c)) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ
(a, f (a)) Áå¶ (b, f (b)) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â ç¶ ÃîÅé§åð ÔËÍ

ÇÚ¼åð E.AD

À°çÅÔðä DB.  ëñé y = x2 + 2 ç¶ ñÂÆ ðñ̄¶ çÆ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú ÕÆåÆ ÜÅò¶, Üçº̄  a = – 2 Áå¶  b = 2  ÔËÍ

Ô¼ñ :  ëñé y = x2 + 2, Á³åðÅñ [– 2, 2] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (– 2, 2) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ
ÔËÍ éÅñ ÔÆ f (– 2) = f ( 2) = 6 ÔË f (x) çÅ îÅé – 2 Áå¶ 2 å¶ ìðÅìð ÔËÍ ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï ç¶ Áé°ÃÅð
ÇÂ¼Õ Çì³çÈ  c ∈ (– 2, 2) çÆ Ô¯ºç Ô¯ò¶×Æ, ÇÜ¼æ¶ f′ (c) = 0 ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ f′ (x) = 2x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ c =

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



 ñ×ÅåÅðåÅ Áå¶ Çâøð¶ºôÆÂ¶ÇìñàÆ      203

0 å¶ f′ (c) = 0 ÔË Áå¶ c = 0 ∈ (– 2, 2)

À°çÅÔðä DC. Á³åðÅñ [2, 4] ç¶ ëñé f (x) = x2  ç¶ ñÂÆ î¼¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯Í

Ô¼ñ :  ëñé f (x) = x2 Á³åðÅñ [2, 4] ç¶ ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (2, 4) å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
ÇÂÃ çÅ âËðÆòËÇàò f ′ (x) = 2x  Á³åðÅñ (2, 4) Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÔËÍ
Ô¹ä  f (2) = 4 Áå¶ f (4) = 16 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

( ) ( ) 16 4 6
4 2

f b f a
b a

− −
= =

− −
î¼èîÅé  î¹¼ñ êÌî¶ï ç¶ Áé°ÃÅð ÇÂ¼Õ Çì³çÈ   c ∈ (2, 4) ÁÇÜÔÅ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å» ÇÕ f ′ (c) = 6

Ô¯ò¶Í ÇÂ¼æ¶ f ′ (x) = 2x ÇÜÃ çÅ íÅò c = 3 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ c = 3 ∈ (2, 4), å¶ f ′ (c) = 6 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ E.H

1. ëñé f (x) = x2 + 2x – 8, x ∈ [– 4, 2] ç¶ ñÂÆ ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯Í
2. Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï ÇéîéÇñÖå ëñé» Çò¼Úº̄ ÇÕÃ ÇÕÃ å¶ ñÅ×È Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÔé» À°çÅÔðä»

å¯º ÕÆ å°ÃÆº ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï ç¶ À°ñà ìÅð¶ Õ°Þ ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô¯?
(i) f (x) = [x] ç¶ ñÂÆ x ∈ [5, 9] (ii) f (x) = [x] ç¶ ñÂÆ x ∈ [– 2, 2]

(iii) f (x) = x2 – 1 ç¶ ñÂÆ  x ∈ [1, 2]

3. Ü¶Õð  f : [– 5, 5] → R ÇÂ¼Õ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ ëñé ÔË Áå¶ Ü¶Õð f ′(x) ÇÕÃÆ òÆ Çì³çÈ å¶ ÷Æð¯
éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (– 5) ≠ f (5)

4. î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯, Ü¶Õð Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú  f (x) = x2 – 4x – 3, ÇÂ¼æ¶ a =
1 Áå¶ b = 4 ÔËÍ

5. î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ Ü»Ú Õð¯ Ü¶Õð Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú  f (x) = x3– 5x2 – 3x, ÇÜ¼æ¶ a =
1 Áå¶ b = 3 ÔËÍ  f ′(c) = 0 ç¶ ñÂÆ c ∈ (1, 3) ù êåÅ Õð¯Í

6. êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ B ç¶ À°êð¯Õå Çç¼å¶ Çå¿é¯º ëñé» ç¶ ñÂÆ î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ ñÅ×È Ô¯ä çÆ Ü»Ú
Õð¯Í

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä DD.  x ç¶ ìÅìå ÇéîéÇñÖå çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :

(i)
2

13 2
2 4

x
x

+ +
+

(ii)   
2sec –13cosxe x+ (iii)    log7 (log x)

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



204        ×Çäå

Ô¼ñ :

(i) î³é ñÀ° ÇÕ  y = 2

13 2
2 4

x
x

+ +
+

= 
1 1

22 2(3 2) (2 4)x x
−

+ + + ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÔ ëñé ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» 2
3

x > −  ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ :

dy
dx

 =
1 11 12 22 21 1(3 2) (3 2) (2 4) (2 4)

2 2
d dx x x x
dx dx

− − − + ⋅ + + − + ⋅ +  

=
1 3

22 21 1(3 2) (3) (2 4) 4
2 2

x x x
− − + ⋅ − + ⋅  

=
( )

3
2 2

3 2
2 3 2

2 4

x
x

x
−

+
+

ÇÂÔ ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» 
2
3

x > −  ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ 
2sec 13cosxy e x−= + ÔËÍ ÇÂÔ [ 1,1]−  ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ

dy
dx

 =
2sec 2

2

1(sec ) 3
1

x de x
dx x

 ⋅ + −  −

=
2sec

2

3
2sec (sec )

1
x de x x

dx x
 ⋅ −   −

=
2sec

2

3
2sec (sec tan )

1
xx x x e

x
−

−

=
22 sec

2

32sec tan
1

xx x e
x

−
−

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Çç¼å¶ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ÇÃðø [ 1,1]−  Çò¼Ú ÔÆ î¿ÇéÁÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ cos –1 x
ç¶ âËðÆòËÇàò çÆ Ô¯ºç ÇÃðø (– 1, 1) Çò¼Ú ÔËÍ
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(iii) î³é ñÀ° ÇÕ y = log 7 (log x) = 
log (log )

log7
x

 (ÁèÅð êÇðòðåé ç¶ ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ)

ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x > 1 ç¶ ñÂÆ ëñé êÇðíÅÇôå ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
dy
dx

 =
1 (log (log ))

log 7
d x
dx

=
1 1 (log )

log7 log
d x

x dx
⋅

=
1

log7 logx x
À°çÅÔðä DE.   x ç¶ ìÅìå ÇéîéÇñÖå çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯ :

(i) cos – 1 (sin x) (ii)   1 sintan
1 cos

x
x

−  
 

+ 
 (iii)   

1
1 2sin

1 4

x

x

+
−  

 
+ 

Ô¼ñ :
(i) î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = cos – 1 (sin x) ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÔ ëñé ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ

Ã¿ÇÖÁÅò» ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÃ ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í

f (x) = cos–1 (sin x)

= 1cos cos
2

x−  π −    
, since [0. ]

2
xπ

− ∈ π

=
2

xπ
−

ÇÂÀ°º f ′(x) = – 1 ÔËÍ

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = tan – 1 sin
1 cos

x
x

 
 

+ 
 ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂÔ ëñé À°Ôé» ÃÅðÆÁ»

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔË ÇÜé·» ç¶ ñÂÆ  cos x ≠ – 1, Áå¶ π ç¶ ÃÅð¶ à»Õ
×¹äÅÕ å¯º ÇÂñÅòÅ ÃÅðÆÁ» òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ ëñé ù ÇéîéÇñÖå éÅñ
ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô» :

f (x) = 1 sintan
1 cos

x
x

−  
 

+ 

= 1

2

2 sin cos
2 2tan

2cos
2

x x

x
−

    
        

 
  

 = 1tan tan
2 2
x x−    =    
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ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÁÃÆº Á³ô Áå¶ Ôð Çò¼Ú cos
2
x 

 
 

 ù Õ¼à ÃÕç¶ Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÷Æð¯ ç¶

ìðÅìð éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) = 
1
2

 ÔËÍ

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = sin– 1 
12

1 4

x

x

+ 
 

+ 
 ÔËÍ ÇÂÃ ëñé çÆ êÌ»å êåÅ Õðé ñÂÆ ÃÅù À°Ôé» ÃÅð¶

x ù ñ¼íä çÆ ÷ðÈðå ÔË ÇÜé·» ñÂÆ 
121 1

1 4

x

x

+

− ≤ ≤
+

ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ 
12

1 4

x

x

+

+
Ôî¶ôÅ èé ðÅôÆ ÔË,

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ÃÅð¶ x ù ñ¼íäÅ ÔË ÇÜé·» ñÂÆ 
12 1

1 4

x

x

+

≤
+

, íÅò ÇÂÔ ÃÅð¶ x ÇÜé·» ñÂÆ 2x + 1

≤ 1 + 4x  ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÔé» ù 2 ≤ 
1
2x  + 2x  åð·» òÆ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô», Ü¯ ÃÅð¶ x ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ

ñÂÆ ëñé Ôð¶Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ Ô¹ä 2x = tan θ ð¼Öä å¶ ÇÂÔ ëñé
ÇéîéÇñÖå åð·» éÅñ ç¹ìÅðÅ ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

f (x) =
1

1 2sin
1 4

x

x

+
−  

 + 

= ( )
1

2
2 2sin

1 2

x

x

−  ⋅
 
 + 

=
1

2
2 tansin

1 tan
− θ 

 + θ 

= sin – 1 [sin 2θ] = 2θ = 2 tan – 1 (2x)

ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) =
( )2
12 (2 )

1 2
x

x

d
dx

⋅ ⋅
+

=
2 (2 )log 2

1 4
x

x ⋅
+

=
12 log 2

1 4

x

x

+

+
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À°çÅÔðä DF.  Ü¶Õð ÃÅð¶ 0 < x < π ç¶ ñÂÆ  f (x) = (sin x)sin x ÔË å» f ′(x) êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶ ëñé y = (sin x)sin x ÃÅðÆÁ» èé òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå (sin x>0) ÔËÍ
ñØÈ×¹äÅÕ Ô¯ä å¶

log y = log (sin x)sin x = sin x log (sin x)

Ô¹ä 1 dy
y dx

 =
d
dx

 (sin x log (sin x))

= cos x log (sin x) + sin x . 
1 (sin )

sin
d x

x dx
⋅

= cos x log (sin x) + cos x
= (1 + log (sin x)) cos x

Ô¹ä
dy
dx

 = y((1 + log (sin x)) cos x) = (1 + log (sin x)) ( sin x)sin x cos x

À°çÅÔðä DG.  èéÅåîÕ Úñ a ç¶ ñÂÆ dy
dx

, êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶
1 1,

at
ty a x t

t
+  = = + 

 
rFkk ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ç¯é¯º y Áå¶ x,ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ t ≠ 0 ç¶ ñÂÆ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÃÅø å½ð
å¶:

dy
dt

 = ( )1t
t

d
adt

+  =
1 1 . log

t
t da t a

dt t
+  + 

 

=
1

2
11 log

t
ta a

t
+  − 

 

ÇÂÃ åð·»
dx
dt

 =
11 1a da t t

t dt t

−
   + ⋅ +     

=
1

2
1 11

a

a t
t t

−
   + ⋅ −     

dx
dt

 ≠ 0 ÇÃðø Ü¶Õð t ≠ ± 1 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ t ≠ ± 1 ç¶ ñÂÆ

dy
dy dt

dxdx
dt

=  =

1

2

1

2

11 log

1 11

t
t

a

a a
t

a t
t t

+

−

 −  

   + ⋅ −     

 = 

1

1
log
1

t
t

a
a a

a t
t

+

−
 + 
 

Áå¶
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À°çÅÔðä DH.   e cos x    ç¶ ìÅìå sin2 x çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ u (x) = sin2 x Áå¶ v (x) = e cos x  ÔËÍ ÇÜ¼æ¶ ÃÅù /
/

du du dx
dv dv dx

=  êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÃÅø

å½ð å¶ :
du
dx

 = 2 sin x cos x Áå¶ 
dv
dx

 = e cos x (– sin x) = – (sin x) e cos x  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
du
dv

 = cos cos
2sin cos 2cos

sin x x
x x x
x e e

= −
−

ÁÇèÁÅÇÂ E Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
êÌôé Ã¿ÇÖÁ» A å¯º AA å¼Õ Çç¼å¶ ëñé» çÅ, x ç¶ ìÅìå âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯ :

1. (3x2 – 9x + 5)9 2. sin3 x + cos6 x
3. (5x)3 cos x 2x 4. sin–1(x x ), 0 ≤ x ≤ 1.

5.
1cos

2
2 7

x

x

−

+
, – 2 < x < 2.

6.   
1 1 sin 1 sincot

1 sin 1 sin
x x
x x

−  + + −
 

+ − − 
, 0 < x <

2
π

7. (log x)log x, x > 1
8. cos (a cos x + b sin x), ÇÕÃ¶ ÁÚñ a Áå¶ b ç¶ ñÂÆ

9. (sin x – cos x) (sin x – cos x), 3
4 4

xπ π
< <

10. xx + xa + ax + aa, ÇÕÃ¶ ê¼ÕÅ a > 0 Áå¶ x > 0 ç¶ ñÂÆ

11. ( )
22 3 3 xxx x− + − , x > 3 ç¶ ñÂÆ

12.  Ü¶Õð  y = 12 (1 – cos t), x = 10 (t – sin t), 
2 2

tπ π
− < < , å» dy

dx
 êåÅ Õð¯Í

13. Ü¶Õð  y = sin–1 x + sin–1 21 x− , 0 < x < 1, ÔË å» dy
dx

  êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð  – 1 < x < 1 ç¶ ñÂÆ 1 1 0x y y x+ + + =  ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

( )2
1

1
dy
dx x

= −
+
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15. Ü¶Õð ÇÕÃÆ c > 0 ç¶ ñÂÆ (x – a)2 + (y – b)2 = c2 ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

3
2 2

2

2

1 dy
dx

d y
dx

  +  
   ,  a Áå¶ b å¯º Ã¹å¿åð ÇÂ¼Õ ÁÚñ ðÅôÆ ÔË

16. Ü¶Õð cos y = x cos (a + y), Áå¶ cos a ≠ ± 1, å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 
2cos ( )
sin

dy a y
dx a

+
=

17. Ü¶Õð x = a (cos t + t sin t) Áå¶ y = a (sin t – t cos t), å» 
2

2
d y
dx

 êåÅ Õð¯Í

18. Ü¶Õð  f (x) = | x |3, å» çðÃÅÀ° ÇÕ  f ″(x) çÆ ÁÃÇååò ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù òÆ êåÅ Õð¯Í
19. ×ÇäåÕ ÁÅ×îé ç¶ ÇÃè»å ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ, ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÃÅð¶ èé ÃîêÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» n ç¶

ñÂÆ ( ) 1n nd x nx
dx

−= ÔËÍ

20. sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B çÅ êÌï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé ç¹ÁÅðÅ
cosines ç¶ ñÂÆ Ü¯ó ÃÈåð êåÅ Õð¯Í

21. ÕÆ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ëñé çÆ Ô¯ºç ÔË, Ü¯ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð Ô¯ò¶ êð ç¯ Çì³çÈÁ» å¶ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ
éÅ Ô¯ò¶? ÁÅêä¶ ÜÅÇÂ÷ À°µåð òÆ ç¼Ã¯Í

22. Ü¶Õð  
( ) ( ) ( )f x g x h x

y l m n
a b c

= ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ  
( ) ( ) ( )f x g x h x

dy l m n
dx

a b c

′ ′ ′
=

23. Ü¶Õð y = 1cosa xe
− , – 1 ≤ x ≤ 1, å» çðÃÅÀ° ÇÕ

( )
2

2 2
21 0d y dyx x a y

dxdx
− − − =

ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé ÁÅêäÆ êÌ»å ç¶ ÇÕÃÆ Çì³çÈ å¶ ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔË Ü¶Õð À°Ã Çì³çÈ å¶

ëñé çÆ ÃÆîÅ, À°Ã Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ îÅé ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ
® ñ×ÅåÅð ëñé» ç¶ Ü¯ó, Á³åð, ×¹äéëñ Áå¶ íÅ×ëñ ñ×ÅåÅð Ô¹¿ç¶ Ôé, íÅò Ü¶Õð  f

Áå¶ g ñ×ÅåÅð  ëñé ÔË, å»
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(f ± g) (x) = f (x) ± g (x)  ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(f . g) (x) = f (x) . g (x)  ñ×ÅåÅð  (Çéð¿åð) Ô¹¿çÅ ÔËÍ

( )( )
( )

f f xx
g g x

  = 
 

 (ÇÜ¼æ¶ g (x) ≠ 0) ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Ôð¶Õ Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ (ÃÆÇîå) ëñé ñ×ÅåÅð Ô¹¿çÅ ÔË, êð ÇÂÃ çÅ À°ñà Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ
® ñóÆ&Çéïî ëñé» ç¶ Ã¿ï¯Üé çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ Çéïî ÔËÍ Ü¶Õð

f = v o u, t = u (x) ÔËÍ Ü¶Õð dt
dx

 Áå¶ dv
dt

 çÆ Ô¯ºç ÔË å»

df dv dt
dx dt dx

= ⋅

® Õ°Þ îÅéÕ âËðÆòËÇàò (êÌ»å Çò¼Ú êÇðíÅÇôå) ÇéîéÇñÖå Ôé :

( )1
2

1sin
1

d x
dx x

− =
−

( )1
2

1cos
1

d x
dx x

− −
=

−

( )1
2

1tan
1

d x
dx x

− =
+

( )1
2

1cot
1

d x
dx x

− −
=

+

( )1
2

1sec
1

d x
dx x x

− =
−

( )1
2

1cosec
1

d x
dx x x

− −
=

−

( )x xd e e
dx

= ( ) 1logd x
dx x

=

® ñØÈ×¹äÅÕ Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé  f (x) = [u (x)]v (x)  ç¶ ðÈê ç¶ ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ Õðé ç¶
ñÂÆ ôÕåÆôÅñÆ åÕéÆÕ ÔËÍ ÇÂÃ åÕéÆÕ çÅ Áðæ êÈðé Ô¯ä ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ ÔË ÇÕ f (x)
Áå¶ u (x) ç¯é¯ ÔÆ èéÅåîÕ Ô¯äÍ

® ð¯ñ¶ çÆ êÌî¶ï : Ü¶Õð  f : [a, b] → R Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ (a,
b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ò¶, Áå¶ f (a) = f (b) Ô¯ò¶ å» (a, b) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ c çÆ Ô¯ºç
ÔË ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ f ′(c) = 0.

® î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï : Ü¶Õð f : [a, b] → R Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú ñ×ÅåÅð Áå¶ Á³åðÅñ
(a, b) Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ìñ Ô¯ò¶ å» Á³åðÅñ (a, b) Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ c çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÜÃ ñÂÆ

( ) ( )( ) f b f af c
b a

−
′ =

−

—v—
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vWith the Calculus as a key, Mathematics can be successfully applied
to the explanation of the course of Nature — WHITEHEAD v

6.1 íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÃÆº Ã¿ï¯ÜÕ ëñé», À°ñà ÇåzÕ¯éÇîåÂÆ ëñé», ÁÃêôà ëñé», Úñ ØÅå ëñé»
Áå¶ ñØÈ-×äé ëñé» çÅ âËðÆòËÇàò êåÅ ÕðéÅ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº âËðÆòËÇàò çÆ ò¼Ö-ò¼Ö Ö¶åð» Çò¼Ú òðåº̄ çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶ ÇÜò¶º ÇÕ
ÇÂ³ÜéÆÁÇð³×, ÇòÇ×ÁÅé, ÃîÅÇÜÕ ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÕÂÆ Ô¯ð Ö¶åðÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº ÇÃ¼Ö»×¶ ÇÕ
ÇÕÃ åð·» âËðÆò¶Çàò çÆ òðå¯º (i) ðÅôÆÁ» ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õðé Çò¼Ú, (ii) ÇÕÃ¶ Çì³çÈ Óå¶ Ãêðô
ð¶ÖÅ Áå¶ ¦ì ðÈê çÆ ÃîÆÕðé êåÅ Õðé Çò¼Ú, (iii) ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ Áñ¶Ö Óå¶ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈ êåÅ
Õðé Çò¼Ú, Ü¯ ÃÅù À°é·» Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ ÕðçÅ ÔË ÇÜé·» å¶ ëñé çÅ ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÁÃÆº À°Ôé» Á³åðÅñ» çÅ êåÅ Õðé Çò¼Ú òÆ âËðÆò¶Çàò çÆ òðåº̄ Õð»×¶, ÇÜé·»
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé òèçÅ Ü» ØàçÅ ÔËÍ Á³å Çò¼Ú ÁÃÆº Õ¼°Þ ðÅôÆÁ» ç¶ ñ×í× î¹¼ñ êÌÅêå Õðé Çò¼Ú
âËðÆò¶Çàò çÆ òðåº̄ Õð»×¶Í

6.2 ðÅôÆÁ» ç¶ ìçñÅò çÆ çð (Rate of Change of Quantities)
ÁÅú ïÅç ÕðÆÂ¶ ÇÕ âËðÆò¶Çàò 

ds
dt å¯º ÃÅâÅ îåñì Ãî» Á³åðÅñ t ç¶ ìÅìå çÈðÆ s  ç¶ ìçñÅò

çÆ çð å¯º ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» Üç¯º ÇÂ¼Õ ðÅôÆ y  ÇÂ¼Õ çÈÃðÆ ðÅôÆ x ç¶ ìçñä  éÅñ ÇÕÃ¶

Çéïî ( )y f x=  ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯Â¶ ìçñçÅ ÔË å» 
dy
dx  (Ü» f ′(x)),  x ç¶ ìÅìå y ç¶ ìçñÅò

çÆ çð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ 
0x x

dy
dx =


  (Ü»  f ′(x0)) 0x x= å¶) x ç¶ ìÅìå y ç¶  ìçñÅò çÆ çð

ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ, Ü¶ ç¯ Úñ x Áå¶ y, Úñ t ç¶ Ã¿ì¿è ìÅìå ìçñ ðÔ¶ Ô¯ä íÅò ( )x f t= Áå¶

âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×
(Application of Derivatives)

ÁÇèÁÅÇÂ 6

0x x=
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( )y g t=  ÔË åç ñóÆ Çéïî éÅñ

dy
dx

 =
dy dx
dt dt ,  Ü¶ 0dx

dt
≠  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·», x ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú y ç¶ ìçñÅò çÆ çð çÆ ×äéÅ t ç¶ ìÅìå y Áå¶ x ç¶ ìçñÅò çÆ
çð çÅ êåÅ ÕðÕ¶ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÁÅú ÁÃÆº Õ¼°Þ À°çÅÔðé» Óå¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í
À°çÅÔðä A. Ú¼Õð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÂÃ ç¶ Áðè ÇòÁÅÃ  r ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú êåÅ Õð¯ Üç¯º
r = 5 cm ÔËÍ
Ô¼ñ : Áðè ÇòÁÅÃ  r òÅñ¶ Ú¼Õð çÅ Ö¶åðëñ A = π r2 éÅñ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ, r  ç¶

ìÅìå A ç¶ ìçñÅò çÆ çð 2A ( ) 2d d r r
dr dr

= π = π  å¯º êåÅ ñ¼×çÆ ÔËÍ Üç¯º r = 5 cm å»

A 10d
dr

= π  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Ú¼Õð çÅ Ö¶åðëñ 10π cm2/cm çÆ çð éÅñ ìçñ ÇðÔÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. ÇÂ¼Õ Øä çÅ ÁÅÇÂåé  9 cm3/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ Üç¯º ÇÂÃ ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ çÆ
¦ìÅÂÆ 10 cm ÔË å» ÇÂÃ çÆ Ãå·Å çÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ Øä ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ çÆ ¦ìÅÂÆ x cm ÔËÍ Øä çÅ ÁÅÇÂåé V Ü» Øä çÆ Ãå·Å çÅ
Ö¶åðëñ S  ÔËÍ åç, V = x3 Áå¶   S = 6x2, ÇÂ¼æ¶ x Ãî» t çÅ ëñé ÔËÍ

Ô¹ä
Vd

dt
 = 9 cm3/s (Çç¼åÅ ÔË)

ÇÂÃ ñÂÆ 9 = 3 3V ( ) ( )d d d dxx x
dt dt dx dt

= = ⋅ (ñóÆ Çéïî éÅñ)

= 23 dxx
dt

⋅

Ü»
dx
dt

 = 2
3
x ... (1)

Ô¹ä
dS
dt

 = 2 2(6 ) (6 )d d dxx x
dt dx dt

= ⋅ (ñóÆ Çéïî éÅñ)

= 2
3 3612x

xx
 ⋅ = 
 

((1) çÆ òðå¯º éÅñ)

ÇÂÃ åð·» Üç¯º x = 10 cm, 
dS
dt = 3.6 cm2/s
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À°çÅÔðä C. ÇÂ¼Õ ÃÇæð ÞÆñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ê¼æð Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ åð¿×» Ú¼ÕðÅÕÅð Çò¼Ú 4 cm/s
çÆ ÚÅñ éÅñ Ú¼ñçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º Ú¼ÕðÅÕÅð åð¿× çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 10 cm ÔË, å» À°Ã êñ, Ú¼Õð
ðÅÔÆº ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ÇÕ¿éÆ å¶ÜÆ éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË?

Ô¼ñ : Áðè ÇòÁÅÃ r òÅñ¶ Ú¼Õð çÅ Ö¶åðëñ  A = πr2  éÅñ êåÅ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ, Ãî»
t ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú  A ç¶ ìçñÅò çÆ çð

Ad
dt

 = 2 2( ) ( )d d drr r
dt dr dt

π = π ⋅  = 2π r 
dr
dt

(ñóÆ Çéïî éÅñ)

ÇÂ¼æ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË
dr
dt

 = 4 cm

ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º r = 10 cm

Ad
dt

 = 2π (10) (4) = 80π

ÇÂÃ åð·» Üçº̄ r = 10 cm åç Ú¼Õð å¯º ÇØð¶ Ô¯Â¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ 80π cm2/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ     x çÅ î¹¼ñ ò¼èä éÅñ Ü¶ y çÅ î¹¼ñ ò¼èçÅ ÔË å» 
dy
dx  èéÅåîÕ  Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ x çÅ

î¹¼ñ ò¼èä éÅñ Ü¶ y çÅ î¹¼ñ ØàçÅ ÔË, å» 
dy
dx  ÇðäÅåîÕ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä D. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå çÆ ¦ìÅÂÆ x, ç¶ Øàä çÆ çð 3 cm/min Áå¶ Ú½óÅÂÆ
y, ç¶ òèä çÆ çð 2 cm/min ÔËÍ Üç¯º x = 10 cm Áå¶ y = 6 cm ÔË åç ÁÅÇÂå ç¶  êÇðîÅê Áå¶
Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ Ãî» ç¶ ìÅìå ¦ìÅÂÆ x Ø¼à ðÔÆ ÔË Áå¶ Ú½óÅÂÆ y ò¼è  ðÔÆ ÔË å» ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»

dx
dt  = – 3 cm/min   Áå¶   dy

dt
 = 2 cm/min

 Ü¶ ÁÅÇÂå çÅ êÇðîÅê P éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅò¶,  íÅò ÇÕ
P = 2(x + y)

 ÇÂÃ ñÂÆ
Pd

dt
 = 2 2( 3 2) 2 cm/mindx dy

dt dt
 + = − + = −  

 Ü¶ ÁÅÇÂå çÅ Ö¶åðëñ A éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅò¶
           íÅò ÇÕ A = x . y
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ÇÂÃ ñÂÆ
Ad

dt
 =

dx dyy x
dt dt

⋅ + ⋅

= – 3(6) + 10(2) (ÇÕÀ°ºÇÕ x = 10 cm Áå¶ y = 6cm)
= 2 cm2/min

À°çÅÔðä E. ÇÕÃ¶ òÃå± çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ À°åêÅçé Çò¼Ú Õ°¼ñ ñÅ×å C(x) ð¹êÂ¶ Çò¼Ú
C (x) = 0.005 x3 – 0.02 x2 + 30x + 5000

éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÃÆî»å ñÅ×å êåÅ Õð¯ Üç¯º C ÇÂÕÅÂÆÁ» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶
ÃÆî»å ñÅ×å  (marginal cost Ü» MC) éÅñ ÃÅâÅ îåñì À°åêÅçé ç¶ ÇÕÃ¶ ê¼èð å¶ Õ°¼ñ ñÅ×å
ç¶ ååÕÅÇñÕ ìçñÅò çÆ çð éÅñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÆî»å ñÅ×å À°åêÅçé ç¶ ÇÕÃ¶ ê¼èð å¶ x ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ìÅìå, Ã¿êÈðé ñÅ×å ç¶
êÇðòðåé çÆ çð ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

ÃÆî»å ñÅ×å MC = 2C 0.005(3 ) 0.02(2 ) 30d x x
dx

= − +

Üç¯º  x = C ÔË åç MC = 20.015(3 ) 0.04(3) 30− +

= 0.135 – 0.12 + 30 = 30.015
ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÆ ÃÆî»å ñÅ×å Rs 30.02 (ñ¼×í×) ÔËÍ

À°çÅÔðä F. ÇÕÃ¶ À°åêÅç çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ ò¶Úä éÅñ êÌÅêå Õ°¼ñ ÁÅîçé ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú
R(x) = 3x2 + 36x + 5 éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ Üç¯º x = 5  Ô¯ò¶ å» ÃÆî»å ÁÅîçé êåÅ Õð¯Í ÇÂ¼æ¶
ÃÆî»å ÁÅîçé (marginal revenue or MR) éÅñ ÃÅâÅ îåñì ÇÕÃ¶ êñ ò¶ÚÆÁ» ×ÂÆÁ» òÃå±Á»
ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé ç¶ ìçñÅò çÆ çð éÅñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ÃÆî»å ÁÅîçé (marginal revenue or MR) îåñì ÇÕÃ¶ êñ ò¶ÚÆÁ» ×ÂÆÁ»
òÃå±Á» ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé ç¶ ìçñÅò çÆ çð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

ÃÆî»å ÁÅîçé MR =
R 6 36d x

dx
= +

Üç¯º  x = 5 ÔË, åç MR = 6(5) + 36 = 66
ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ÃÆî»å ÁÅîçé íÅò ÁÅîçé Rs 66 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ F.A
1. Ú¼Õð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÂÃ ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ  r ç¶ ìÅìå êåÅ Õð¯ Üç¯º

(a) r = 3 cm ÔËÍ (b) r = 4 cm ÔËÍ
2. ÇÂ¼Õ Øä çÅ ÁÅÇÂåé 8 cm3/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ Ãå·Å Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



 âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×      215

ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÇÂÃ çÆ í¹ÜÅ çÆ ¦ìÅÂÆ 12 cm Ô¯ò¶?
3. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 3 cm/s çÆ ÇÂÕÃîÅé çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ Ú¼Õð

çÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ 10 cm ÔËÍ
4. ÇÂ¼Õ êÇðòðåéôÆñ Øä çÅ ÇÕéÅðÅ 3 cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ Øä çÅ ÁÅÇÂåé ÇÕÃ

çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÇÕéÅðÅ 10 cm ¦ìÅ ÔËÍ
5. ÇÂ¼Õ ÃÇæð ÞÆñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ê¼æð Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ åð¿×» Ú¼ÕðÅÕÅð Çò¼Ú 5 cm/s çÆ ÚÅñ

éÅñ Ú¼ñçÆÁ» ÔéÍ Üç¯º Ú¼ÕðÅÕÅð åð¿× çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 8 cm ÔË å» À°Ã êñ, Ú¼Õð ðÅÔÆº
ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË?

6. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 0-7 cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÆ Ø¶ð¶ ç¶ òèä çÆ çð
ÕÆ ÔË Üç¯º r = 4.9 cm ÔË?

7. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå çÆ ¦ìÂÆ  x, 5 cm/min çÆ çð éÅñ Ø¼à ðÔÆ ÔË Áå¶ Ú½óÅÂÆ y, 4 cm/min çÆ
çð éÅñ ò¼è ðÔÆ ÔËÍ Üç¯º  x = 8 cm Áå¶ y = 6 cm ÔË åç ÁÅÇÂå ç¶ (a) êÇðîÅê (b)
Ö¶åðëñ ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯Í

8. ÇÂ¼Õ ×¹ìÅðÅ Ü¯ Ôî¶ôÅ ×¯ñÅÕÅð ðÇÔ³çÅ ÔË, ÇÂ¼Õ ê³ê éÅñ I@@ cm3 ×ËÃ êÌåÆ ÃËÇÕ¿â íð Õ¶
ë¹ñÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ×¹ìÅð¶ çÆ ÁðèÇòÁÅÃ ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯ Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ 15
cm ÔËÍ

9. ÇÂ¼Õ ×¹ìÅðÅ Ü¯ Ôî¶ôÅ ×¯ñÕÅð ðÇÔ³çÅ ÔË, çÅ ÁðèÇòÁÅÃ Úñ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ ç¶ Ã¿ì¿è
Çò¼Ú ÁÅÇÂåé ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯ Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ A@ cm ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ 5 m ¦ìÆ ê½óÆ Õ¿è Óå¶ (Þ¹ÕÆ Ô¯ÂÆ) ñ¼×Æ ÔËÍ ê½óÆ çÅ Ô¶áñÅ ÇÃðÅ, ÷îÆé ç¶ éÅñ-éÅñ
çÆòÅð åº̄ 2 cm/s çÆ çð éÅñ êð·» ÇÖ¼ÇÚÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ çÆòÅð å¶ ÇÂÃ çÆ À°ÚÅÂÆ ÇÕÃ çð éÅñ
Ø¼à ðÔÆ ÔË Üç¯º ê½óÆ çÅ Ô¶áñÅ ÇÃðÅ çÆòÅð å¯º D m çÈð ÔËÍ

11. ÇÂ¼Õ Õä òÕð 6y = x3 +2 ç¶ éÅñ-éÅñ Úñ ÇðÔÅ ÔËÍ òÕð Óå¶ À°Ôé» Çì³çÈÁ» çÅ êåÅ Õð¯
ÇÜé·» ñÂÆ x-Çéðç¶ô Á³Õ çÆ å°ñéÅ éÅñ y-Çéðç¶ô Á³Õ H ×¹äÅ å¶÷Æ éÅñ ìçñ ÇðÔÅ ÔËÍ

12. ÔòÅ ç¶ ÇÂ¼Õ ì¹ñì¹ñ¶ çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 
1
2  cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ ì¹ñì¹ñ¶ çÅ ÁÅÇÂåé

ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º ÁðèÇòÁÅÃ 1 cm ÔË?

13. ÇÂ¼Õ ×¹ìÅðÅ Ü¯ Ôî¶ôÅ ×¯ñÅÕÅð ðÇÔ³çÅ ÔË, çÅ êÇðòðåéôÆñ ÇòÁÅÃ  
3 (2 1)
2

x + ÔËÍ  x ç¶
Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÁÅÇÂåé ç¶ ìçñÅò çÆ çð êåÅ Õð¯?

14. ÇÂ¼Õ êÅÇÂê å¯º ð¶å AB cm3/s çÆ çð éÅñ Çâ¼× ðÔÆ ÔËÍ Çâ¼×çÆ ð¶å ÷îÆé Óå¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·»
çÅ ô¿Õ± ìäÅÀ°ºçÆ ÔË ÇÜÃ çÆ À°ÚÅÂÆ Ôî¶ôÅ ÁèÅð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÅ Û¶ò» ÇÔ¼ÃÅ ÔËÍ ð¶å éÅñ
ìä¶ ô¿Õ± çÆ À°ÚÅÂÆ ÇÕÃ çð éÅñ ò¼è ðÔÆ ÔË Üç¯º À°ÚÅÂÆ 4 cm ÔË?
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15. ÇÂ¼Õ òÃå± çÆÁ»  x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ À°åêÅçé éÅñ Ã¿ì¿èå Õ¹¼ñ ñÅ×å C (x)  (ð¹êÂ¶ Çò¼Ú)
C (x) = 0.007x3 – 0.003x2 + 15x + 4000

éÅñ Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ ÃÆî»å ñÅ×å êåÅ Õð¯, Üç¯º AG ÇÂÕÅÂÆÁ» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË?
16. ÇÕÃ¶ À°åêÅç çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ ò¶Úä Óå¶ êÌÅêå Õ°¼ñ ÁÅîçé R (x) ð¹êÂ¶ Çò¼Ú

R (x) = 13x2 + 26x + 15
éÅñ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ ÃÆî»å ÁÅîçé êåÅ Õð¯ Üç¯º x = 7 ÔËÍ

êÌôé AG Áå¶ AH Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯
17. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ r = 6 cm å¶ r ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú Ö¶åðëñ çÆ ìçñÅò çÆ çð ÔË :

(A) 10π (B) 12π (C) 8π (D) 11π
18. ÇÂ¼Õ À°åêÅç çÆÁ» x ÇÂÕÅÂÆÁ» ç¶ ò¶Úä éÅñ êÌÅêå Õ°¼ñ ÁÅîçé ð¹êÂ¶ Çò¼Ú

R(x) = 3x2 + 36x + 5 éÅñ çðÃÅÂÆ ×ÂÆ ÔËÍ Üç¯º x = 15 ÔË å» ÃÆî»å ÁÅîçé ÔË :
(A) 116 (B) 96 (C) 90 (D) 126

6.3  òèç¶ (Increasing) Áå¶ Øàç¶ (Decreasing ) ëñé
ÇÂÃ íÅ× éÅñ ÁÃÆº Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé çÆ òðåº̄ ÕðÕ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ êåÅ Õð»×¶ ÇÕ ëñé òèçÅ ÔË Ü» ØàçÅ Ü»
ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ òÆ éÔÆº ÔËÍ

f (x) = x2, x ∈ R ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂÃ ëñé çÅ Áñ¶Ö Ü¯ ÇÕ êËðÅì¯ñÅ
ÔË, ÇÚ¼åð F.A Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F.AÇÜò¶º ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ò¼èç¶
Ô» å» Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ ØàçÆ Ü»çÆ
ÔËÍ

x f (x) = x2

 –2 4
3
2

−
9
4

 –1 1
1
2

−
1
4

  0 0
ÇÜò¶º ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶
ò¼èç¶ Ô» å» Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ
ò¼èçÆ Ü»çÆ ÔËÍ

x f (x) = x2

0 0
1
2

1
4

 1 1
3
2

9
4

 2 4

îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ î¹¼ñ îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ î¹¼ñ

å¶ Áñ¶Ö
çÆ À°ÚÅÂÆ
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êÇÔñ» îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F.A) å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Áñ¶Ö ç¶
éÅñ ÇÜò¶º ÇÜò¶º ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Ü»ç¶ Ô», Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ ñ×ÅåÅð ò¼èçÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ¶ ÕÅðé
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x > 0 ç¶ ñÂÆ ëñé òèçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ô¹ä îÈñ Çì³çÈ ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ ç¶ Áñ¶Ö å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÜò¶º ÇÜò¶º Áñ¶Ö ç¶
éÅñ éÅñ ÁÃÆº Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Ü»ç¶ Ô», Áñ¶Ö çÆ À°ÚÅÂÆ ñ×ÅåÅð ØàçÆ Ü»çÆ ÔËÍ éåÆÜ¶ òÜ¯º
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x < 0 ç¶ ñÂÆ ëñé ØàçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ Çò¼Ú òèç¶ Ü» Øàç¶ ëñé» çÆ Ô¶á ÇñÖÆÁ» Çòôñ¶ôäÅåîÕ êÇðíÅôÅ ç¶ò»×¶Ía

êÇðíÅôÅ A.  î³é ñÀ° òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú I ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ ÔËÍ åç f
(i) Á³åðÅñ I Çò¼Ú  òèçÅ ÔË, Ü¶ I Çò¼Ú x1 < x2  ⇒ f (x1) ≤ f (x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
(ii) Á³åðÅñ I  Çò¼Ú ñ×ÅåÅð òèçÅ ÔË, Ü¶ I Çò¼Ú x1 < x2  ⇒ f(x1) < f(x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
(iii) Á³åðÅñ I  Çò¼Ú ØàçÅ ÔË, Ü¶ I Çò¼Ú x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
(iv) Á³åðÅñ I  Çò¼Ú ñ×ÅåÅð ØàçÅ ÔË, Ü¶ I  Çò¼Ú x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2) ÃÅð¶ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ
ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé» çÅ Áñ¶Ö ÇÚåðé ÇÚ¼åð F.B Çò¼Ú ç¶Ö¯Í
Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ òèç¶ Ü» Øàç¶ ëñé» ù êÇðíÅÇôå Õð»×¶Í

ÇÚ¼åð F.B

òèçÅ ëñé ñ×ÅåÅð òèçÅ ëñé

ØàçÅ ëñé ñ×ÅåÅð ØàçÅ ëñé éÅ ÔÆ òèçÅ ëñé å¶ éÅ
ØàçÅ ëñé
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êÇðíÅôÅ B.  î¿é ñò ̄ÇÕ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé f  ç¶ êÌ»å çÆ êÇðíÅôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ x0 ÔË å» x0 å¶ f  òèçÅ,
ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ, ØàçÅ Áå¶ ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Üçº̄ x0 ù ð¼Öä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ I
çÆ Ôº̄ç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ I Çò¼Ú, ́ îòÅð f   òèçÅ, ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ, ØàçÅ Áå¶  ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° ÇÂÃ êÇðíÅôÅ ù òèç¶ ëñé ç¶ ñÂÆ Ãê¼ôà Õðç¶ Ô»Í

x0 å¶ f  òèçÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Üç¯º ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ I = (x0 – h, x0 + h), h > 0 çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·»
ÔË ÇÕ x1, x2 ∈ I ç¶ ñÂÆ

  x1 < x2  ⇒ f (x1) ≤  f (x2)
ìÅÕÆ ÔÅñå» çÅ ÇÂÃ¶ åð·» éÅñ ÃêôàÆÕðé Çç¼åÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. ÇçÖÅÀ° ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = 7x – 3, R å¶ ÇÂ¼Õ ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ëñé ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñò¯ R Çò¼Ú x1 Áå¶ x2 Õ¯ÂÆ ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔË; åç

x1 < x2 ⇒ 7x1 < 7x2

⇒ 7x1 – 3 < 7x2 – 3
⇒ f (x1) < f (x2)

ÇÂÃ åð·» êÇðíÅôÅ A å¯º éåÆÜÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ R å¶  f  ÇÂ¼Õ ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ëñé ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº òèç¶ Áå¶ Øàç¶ ëñé» ç¶ ñÂÆ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä ê¶ô Õð»×¶Í

ÇÂÃ êðÆÇÖÁä ç¶ ÃìÈå ñÂÆ ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆå¶ ×Â¶ î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï çÆ ñ¯ó êËºçÆ ÔËÍ
êÌî¶ï A. î³é ñò¯  ÇÕ f Á³åðÅñ [a,b] å¶ ñ×ÅåÅð Áå¶ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ (a,b) å¶ ÇâëðËéôÆÂ¶ìñ ÔËÍ åç
(a)  [a,b] Çò¼Ú f  ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ  f ′(x) > 0 ÔËÍ
(b) [a,b] Çò¼Ú f  ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ  f ′(x) < 0 ÔËÍ
(c) [a,b] Çò¼Ú f  ÇÂ¼Õ ÁÚñ ëñé ÔË Ü¶Õð Ôð¶Õ x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ  f ′(x) = 0 ÔËÍ

ÃìÈå (a)  î³é ñò¯ ÇÕ x1, x2 ∈ [a, b] ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ x1 < x2 åç î¼èîÅé î¹¼ñ êÌî¶ï éÅñ x1 Áå¶
x2 ç¶ î¼è ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ

f (x2) – f (x1) = f ′(c) (x2 – x1)
ÁðæÅå f (x2) – f (x1) > 0 ( ÇÕÀ°ºÇÕ f ′(c) > 0 )

ÁðæÅå f (x2) > f (x1)
ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

1 2 1 2 1 2[ , ] , ( ) ( )a b x x x x f x f x< ⇒ <oQs lHkh oQs fy,  

ÇÂÃ ñÂÆ  [a,b] Çò¼Ú  f  ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ
íÅ× (b) Áå¶ (c) ç¶ ÃìÈå òÆ ÇÂÃ¶ åð·» ÔéÍ êÅáÕ» ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ ù ÁÇíÁÅÃ ñÂÆ Û¼ÇâÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ç¶ ÃÅð¶ ç¶ ñÂÆ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



 âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×      219

Çà¼êäÆÁ»
(i) Ô¯ð ÇòÁÅêÕ êÌî¶ï Áé°ÃÅð Üç¯º  ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» ç¶ ÇÂñÅòÅ x ñÂÆ  f ' (x) > 0

Áå¶ x, f ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú ñ×ÅåÅð ÔË åç f  ù ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÃ¶ åð·» Üç¯º
ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» ç¶ ÇÂñÅòÅ x ñÂÆ  f1 (x) < 0 Áå¶ f  (x) > 0 ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú
ñ×ÅåÅð ÔË åç f   ÃÖåÆ éÅÿ ØàçÅ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

(ii) Üç¯º Õ¯ÂÆ ëñé ÇÕÃÆ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Ü» ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË å» ê¼Õ¶ å½ð
å¶ f  À°Ã Á³åðÅñ I Çò¼Ú òèçÅ Ü» ØàçÅ ÔËÍ êð¿å±, ÇÂÃ ç¶ Õæé çÅ À°ñà çÅ Ã¼Ú Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ
éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä H. çðÃÅú ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé  f ,
f (x) = x3 – 3x2 + 4x, x ∈ R

R å¶ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
f ′(x) = 3x2 – 6x + 4

= 3(x2 – 2x + 1) + 1
= 3(x – 1)2 + 1 > 0,  ÃÅð¶ x ∈ R ç¶ ñÂÆ

ÇÂÃ ñÂÆ ëñé f , R å¶ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä I. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = cos x

(a) (0, π) Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
(b) (π, 2π), Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
(c) (0, 2π) Çò¼Ú éÅ å» òèçÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  f ′(x) = – sin x

(a) ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ x ∈ (0, π) ç¶ ñÂÆ sin x > 0, ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ f ′(x) < 0 Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ
(0, π) Çò¼Ú f ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

(b) ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ x ∈ (π, 2π) ç¶ ñÂÆ sin x < 0, ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  f ′(x) > 0 Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ
(π, 2π) Çò¼Ú f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

(c) À°êð¯Õå (a) Áå¶ (b) éÅñ Ãê¼ôà ÔË ÇÕ (0, 2π) Çò¼Ú f éÅ å» òèçÅ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ØàçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä A@. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = x2 – 4x + 6
(a) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶
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f (x) = x2 – 4x + 6

Ü» f ′(x) = 2x – 4

ÇÂÃ ñÂÆ  f′(x) = 0 éÅñ x = 2 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ  Ô¹ä Çì³çÈ  x = 2 òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ù ç¯ éÅ-Ü¹ó¶
Á³åðÅñ» ÁðæÅå (– ∞, 2) Áå¶ (2, ∞) (ÇÚ¼åð F.C) Çò¼Ú
ò¿âçÅ ÔËÍ Á³åðÅñ (– ∞, 2) Çò¼Ú f′(x) = 2x – 4 < 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú  f, ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ
ÔËÍ Á³åðÅñ (2, )∞ , Çò¼Ú ( ) 0f x >′  ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú ëñé f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. À°Ô Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú f (x) = 4x3 – 6x2 – 72x + 30 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ
ëñé  f,
(a)  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b)  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶
f (x) = 4x3 – 6x2 – 72x + 30

Ü» f ′(x) = 12x2 – 12x – 72

= 12(x2 – x – 6)

= 12(x – 3) (x + 2)

ÇÂÃ ñÂÆ  f ′(x) = 0 éÅñ x = – 2, 3 êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ x = – 2 Áå¶ x = 3 òÅÃåÇòÕ ð¶ÖÅ ù
Çå¿é éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ» ÁðæÅå (– ∞, – 2), (– 2, 3)  Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú ò¿âçÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð F.D)A

Á³åðÅñ» (– ∞, – 2) Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú f′(x) èéÅåîÕ ÔË Üç¯º ÇÕ Á³åðÅñ (– 2, 3) Çò¼Ú f′(x)
ÇðäÅåîÕ ÔËÍ ëñÃðÈê ëñé f Á³åðÅñ» (– ∞, – 2) Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË Üçº̄ ÇÕ
Á³åðÅñ (– 2, 3) Çò¼Ú ëñé ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ êð f, R Çò¼Ú éÅ å» òèçÅ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ  ØàçÅ ÔËÍ

Á³åðÅñ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· ëñé f çÆ ÇÕÃî

(– ∞, – 2) (–) (–) > 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

(– 2, 3) (–) (+) < 0 f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË

(3, ∞) (+) (+) > 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

ÇÚ¼åð F.C

ÇÚ¼åð F.D
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À°çÅÔðä AB. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (x) = sin 3x, 0,
2

x π ∈  
(a) òèçÅ ÔËÍ (b) ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ
f (x) = sin 3x

Ü» f ′(x) = 3cos 3x

ÇÂÃ ñÂÆ,  f ′(x) = 0 éÅñ ÇîñçÅ ÔË cos 3x = 0 ÇÜÃ éÅñ ÃÅù
33 ,

2 2
x π π

=

(ÇÕÀ°ºÇÕ 0,
2

x π ∈  
 ⇒ 33 0,

2
x π ∈   

) êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ, 6
x π

=  Áå¶ 2
π

 ÔËÍ Ô¹ä Çì³çÈ

6
x π

= , Á³åðÅñ 0,
2
π 

  
 ù ç¯ éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ» a  0,

6
π 

 
 Áå¶ ,

6 2
π π 

  
 Çò¼Ú ò¿âçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÃÅð¶ 0,
6

x π ∈  
 ç¶ ñÂÆ ( ) 0f x >′  ÇÕÀ°ºÇÕ 0 0 3

6 2
x xπ π

≤ < ⇒ ≤ <  Áå¶ ÃÅð¶

,
6 2

x π π ∈ 
 

 ç¶ ñÂÆ ( ) 0f x <′  ÇÕÀ°ºÇÕ 33
6 2 2 2

x xπ π π π
< ≤ ⇒ < ≤

ÇÂÃ ñÂÆ Á³åðÅñ 0,
6
π 

 
 Çò¼Ú f ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË Áå¶ Á³åðÅñ ,

6 2
π π 

    Çò¼Ú ÃÖåÆ

éÅñ ØàçÅ ÔËÍ ÇÂÃç¶ éÅñ ÔÆ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé  x = 0 Ü» 
6

x π
=  å¶ ñ×ÅåÅð òÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

êÌî¶ï 1 å¯º,  f,  0,
6
π 

  
 Çò¼Ú òèçÅ Áå¶ ,

6 2
π π 

  
 Çò¼Ú ØàçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. Á¿åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú f (x) = sin x + cos x, 0 ≤ x ≤ 2π ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ
ëñé f, ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Ü» ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù Çç¼åÅ ÔË ÇÕ
f (x) = sin x + cos x,       0 ≤ x ≤ 2π

Ü» f ′(x) = cos x – sin x

Ô¹ä ( ) 0f x =′  éÅñ sin x = cos x ÇÜÃ éÅñ ÃÅù 4
x π

= , 
5
4
π

 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ 0 2x≤ ≤ π ,

ÇÚ¼åð F. E
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Çì³çÈ 4
x π

=  Áå¶ 
5
4

x π
=  Á³åðÅñ [0, 2π] ù Çå¿é éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ», ÁðæÅå 0,

4
π 

 
,

5,
4 4
π π 

    Áå¶ 5 ,2
4
π π  

Çò¼Ú ò¿âç¶ ÔéÍ

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 5( ) 0 0, ,2
4 4

f x x π π   > ∈ ∪ π′       
;fn

ÇÂÃ åð·» Á³åðÅñ» a 0,
4
π 

 
 

 Áå¶ 
5 ,2
4
π π  

 Çò¼Ú ëñé f ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

Áå¶ 5( ) 0, ,
4 4

f x x π π ′ < ∈ 
 

;fn

ÇÂÃ åð·» f  Á³åðÅñ 
5,

4 4
π π 

    Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

Á³åðÅñ ( )f x′ çÅ ÇÚ¿é· ëñé çÆ ÇÕÃî

0,
4
π 

 
> 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

5,
4 4
π π 

   < 0 f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË

5 ,2
4
π π  

> 0 f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË

ÁÇíÁÅÃ F.B
1. ÇÃ¼è Õð¯ R å¶  f (x) = 3x + 17 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
2. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R å¶ f (x) = e2x éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ
3. ÇÃ¼è Õð¯  f (x) = sin x éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

(a) 0,
2
π 

 
 

Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ,
2
π π 

 
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

(c)  (0, π) Çò¼Ú éÅ å» òèçÅ ÔË Áå¶ éÅ ØàçÅ ÔËÍ
4. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú f (x) = 2x2 – 3x éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

ÇÚ¼åð F. F

Üç̄º

Üç̄º
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(a) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
5. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú  f  (x) = 2x3 – 3x2 – 36x + 7 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

(a) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ
6. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé f  ÃÖåÆ éÅñ òèç¶ Ü» Øàç¶ Ôé :

(a) x2 + 2x + 5 (b) 10 – 6x – 2x2

(c) –2x3 – 9x2 – 12x + 1 (d)  6 – 9x – x2

(e) (x + 1)3 (x – 3)3

7. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ
2log(1 )

2
xy x
x

= + −
+

, x > – 1, ÁÅêä¶ Ã¿êÈðé êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ

8. x ç¶ À°Ô î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» ñÂÆ  y = [x(x – 2)]2 ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ

9. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú 4sin

(2 cos )
y θ

= − θ
+ θ

, θ  çÅ ÇÂ¼Õ òèçÅ ëñé ÔËÍ

10. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ñØÈ×äé ëñé 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

11. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (– 1, 1) Çò¼Ú f (x) = x2 – x + 1 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé éÅ å» òèçÅ Áå¶ éÅ
ÔÆ ØàçÅ ÔËÍ

12. Ô¶á ÇñÖÆÁ» Çò¼Ú ÇÕÔó¶ ëñé 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ Øàç¶ Ôé?

(A) cos x (B) cos 2x (C) cos 3x (D) tan x
13. Ô¶á ÇñÖÆÁ» Á³åðÅñ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú f (x) = x100 + sin x –1 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ

ëñé  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

(A) (0,1) (B) ,
2
π π  

(C) 0,
2
π 

   (D)  ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ Õ¯ÂÆ éÔÆº

14. a çÅ À°Ô ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ñÂÆ Á³åðÅñ [1, 2] Çò¼Ú f (x) = x2 + ax + 1 éÅñ
Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f] ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

15. î³é ñÀ° [–1, 1] éÅñ ÇÂ¼Õ éÅ Ü¹óÅ Á³åðÅñ I Ô¯ò¶ å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ I Çò¼Ú 1( )f x x
x

= +

éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f] ñ×ÅåÅð òèçÅ ÔËÍ

16. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  f (x) = log sin x , 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔË Áå¶ ,

2
π π  

 Çò¼Ú

ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
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17. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé f (x) = log cos x  Á³åðÅñ 0,
2
π 

  
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔË

Áå¶ 3 , 2
2
π π 

 
 Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

18. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R å¶ f (x) = x3 – 3x2 + 3x – 100 å¯º Çç¼åÅ ëñé òèçÅ ÔËÍ
19. Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú  y = x2 e–x òèçÅ ÔËÍ

(A) (– ∞, ∞) (B) (– 2, 0) (C) (2, ∞) (D) (0, 2)

6.4  Ãêðô ð¶ÖÅò» Áå¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅò» (Tangents and Normals)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Çâëð¶ÇôÂ¶ôé ç¶ êÌï¯× éÅñ ÇÕÃ¶ òÕð å¶ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶
ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä êåÅ Õð»×¶Í

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ (x0, y0) åº̄ Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ÃÆÇîå ãñÅé (slope)  m òÅñÆ
ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðé

y – y0 = m (x – x0) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  òÕð  y = f (x) ç¶ Çì³çÈ  (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ

ãñÅé 0
( , )0 0

[ ( )]
x y

dy f x
dx

 = ′
 éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

(x0, y0) å¶ òÕð y = f (x) çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä
y – y0 =f ′(x0)(x – x0) Ô¹¿çÆ ÔË

ÇÂÃ ç¶ éÅñ ÔÆ, ÇÕÀ°ºÇÕ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ, Ãêðô ð¶ÖÅ å¶ ¦ì Ô¹¿çÆ ÔË
ÇÂÃ ñÂÆ y = f (x) ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

 
0

1
( )f x
−
′

 ÔËÍ (Ü¶ 0( ) 0f x ≠′ ), ÇÂÃ ñÂÆ òÕð  y = f (x)

ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðé Ô¶á ÇñÖÆ ÔË :

y – y0 = 0
0

1 ( )
( )

x x
f x

−
−

′

ÁðæÅå 0 0 0( ) ( ) ( )y y f x x x′− + − = 0

AÇà¼êäÆ    Üç¯º y = f (x) çÆ Õ¯ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ çÆ èé ÇçôÅ éÅñ θ Õ¯ä ìäÅÂ¶, åç

tandy
dx

= = θLi’kZ js[kk dh ioz .krk

ÇÚ¼åð F.G

 Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ
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Çòô¶ô ÃÇæåÆÁ» (Particular cases)
(i) Üç¯º Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé ÇÃøð ÔË,  tanθ = 0 Áå¶ ÇÂÃ åð·» θ = 0 ÇÜÃ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ Ãêðô

ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðé y = y0 Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ

(ii) Üç¯º 
2
π

θ → , åç tanθ → ∞, ÇÜÃçÅ Áðæ ÔË ÇÕ Ãêðô ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ å¶ ¦ì ÔË ÁðæÅå y-è¹ð¶

ç¶ Ãî»åð ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðé x = x0 Ô¹¿çÆ ÔËÍ (ÇÕÀ°º?)A
À°çÅÔðä AD. x = 2 å¶ òÕð  y = x3 – x çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð çÆ x = 2 å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

2x

dy
dx =




= 2
2

3 1 11
x

x
=

− = ÔËÍ

À°çÅÔðä AE. òÕð 4 3 1y x= − −  å¶ À°Ô Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé
2
3  ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y)  å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé
dy
dx

 =
1

21 2
(4 3) 4

2 4 3
x

x

−

− ⋅ =
−

ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ ãñÅé 
2
3
 Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

2
4 3x −

 =
2
3

Ü» 4x – 3 = 9
Ü» x = 3
Ô¹ä 4 3 1y x= − −  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º x = 3, 4(3) 3 1 2y = − − =  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ Çì³çÈ (3, 2) ÔËÍ

À°çÅÔðä AF. ãñÅé B òÅñÆÁ» ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 
2 0

( 3)
y

x
+ =

−
ù Ãêð²ô ÕðçÆÁ» Ôé :
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð ç¶ Çì³çÈ (x,y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

dy
dx

 = 2
2

( 3)x −
ÔËÍ

ÇÕÀ¹ºÇÕ ãñÅé B Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
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2
2

( 3)x −
 = 2

Ü» (x – 3)2 = 1
Ü» x – 3 = ± 1
Ü» x = 2, 4

Ô¹ä x = 2 éÅñ y = 2 Áå¶ x = 4 éÅñ y = – 2 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», Çç¼å¶ òÕð çÆ ãñÅé
B òÅñÆ ç¯ Ãêðô ð¶ÖÅò» Ôé Ü¯ ́ îòÅð Çì³çÈÁ» (2] 2) Áå¶ (4] &2) å¯º ¦ØçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃ åð·»
(2] 2) å¯º ¦ØçÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä :

y – 2 = 2(x – 2) ÔËÍ
Ü» y – 2x + 2 = 0
Áå¶ (4] &2) å¯º ¦ØçÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä :

y – (– 2) = 2(x – 4)
Ü» y – 2x + 10 = 0 gSA

À°çÅÔðä AG. òÕð 
2 2

1
4 25
x y

+ =  å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» (i) x-è¹ð¶ ç¶

Ãî»åð ÔË (ii) y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

Ô¼ñ : 
2 2

1
4 25
x y

+ =  ù x, ç¶ ìÅìå Çâëð¶ºÇôÂ¶ô²é Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2
2 25
x y dy

dx
+  = 0

Ü»
dy
dx

 =
25
4

x
y

−

(i) Ô¹ä Ãêðô ð¶ÖÅ x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË Üç¯º ÇÕ À°Ã çÆ ãñÅé ÇÃøð ÔË, ÇÜÃ å¯º

0dy
dx

= ⇒ 25 0
4

x
y

−
=  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÔ åç Ã¿íò ÔË Üç¯º x = 0 Ô¯ò¶ ÇÂÃ åð·»

2 2

1
4 25
x y

+ =  Çò¼Ú x = 0 å¶ y2 = 25,ÁðæÅå y = ± 5 ÇîñçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ  (0, 5) Áå¶

(0, – 5) ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÜ¼æ¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» x&è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
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(ii) Ãêðô ð¶ÖÅ  y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË Üç¯º ÇÕ ÇÂÃ ç¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé ÇÃøð ÔË ÇÜÃ å¯º s

4 0
25

y
x

= , Ü» y = 0 ÇîñçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»Í 
2 2

1
4 25
x y

+ =  å¶ y = 0 å¯º x = ± 2 ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» À°Ô Çì³çÈ (2] 0) Áå¶ (&2] 0) Ôé, ÇÜ¼æ¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ

À°çÅÔðä AH. òÕð 
7

( 2)( 3)
xy

x x
−

=
− −

 å¶ À°Ôé» Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ ÇÂÔ

x-è¹ð¶ ù Õ¼àçÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ x-è¹ð¶ å¶ y = 0 Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º y = 0, åç òÕð ç¶ ÃîÆÕðä éÅñ

x = 7 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» òÕð x-è¹ð¶ ù (7, 0) å¶ Õ¼àçÅ ÔËÍ Ô¹ä òÕð ç¶ ÃîÆÕðé ù x ç¶ ìÅìå
Çò¼Ú Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

dy
dx

 =
1 (2 5)
( 2)( 3)

y x
x x
− −
− − (ÇÕÀ°º)

Ü»
(7,0)

dy
dx




 =
1 0 1

(5)(4) 20
−

= êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·», Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ (7, 0) å¶ ãñÅé 
1
20 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (7, 0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðé ÔË :

10 ( 7)
20

y x− = − Ü» 20 7 0y x− + = ÔËÍ

À°çÅÔðä AI. òÕð 
2 2
3 3 2x y+ =  ç¶ Çì³çÈ (1, 1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : 
2 2
3 3 2x y+ =  çÆ x, ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

1 1
3 32 2

3 3
dyx y
dx

− −

+  = 0

Ü»
dy
dx

 =

1
3y

x
 − 
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ÇÂÃ ñÂÆ, (1, 1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé 
(1,1)

1dy
dx

 = −
 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (1]1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä
   y – 1 = – 1 (x – 1)        Ü»        y + x – 2 = 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (1] 1) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé
1 1−

=
(1]1)ij Li’khZ dh ioz .krk

ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, (1] 1) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ÃîÆÕðä
   y – 1 = 1 (x – 1)         Ü»        y – x = 0 ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. x = a sin3 t , y = b cos3 t åº̄ Çç¼å¶ òÕð ... (1)

ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ, ÇÜ¼æ¶  2
t π

=  ÔË, å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : (1) çÅ t ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶

23 sin cosdx a t t
dt

= Áå¶ 23 cos sindy b t t
dt

= −

Ü»

dy
dy dt

dxdx
dt

=  =
2

2
3 cos sin cos

sin3 sin cos
b t t b t

a ta t t
− −

=

ÇÂÃ åð·» 2
t π

=  åç 
2

t

dy
dx π=


  =

cos
2 0

sin
2

b

a

π
−

=
π  å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

Áå¶ Üç¯º 
2

t π
= , åç x = a Áå¶ y = 0 ÔËÍ ÇÂÃ åð·» 

2
t π

=  å¶ ÁðæÅå (a, 0) å¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð

çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä y – 0 =0 (x – a) ÁðæÅå  y = 0 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ F.C
1. òÕð y = 3x4 – 4x å¶ x = 4 å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

2. òÕð 1 , 2
2

xy x
x

−
= ≠

−
 å¶ x = 10 å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

3. òÕð y = x3 – x + 1 çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé À°Ã Çì³çÈ å¶ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ x-Çéðç¶ô Á³Õ B ÔËÍ

å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé
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4. òÕð y = x3 –3x +2 çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé À°Ã Çì³çÈ å¶ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ
x-Çéðç¶ô Á³Õ C ÔËÍ

5. òÕð 3 3cos , sinx a y a= θ = θ  å¶ 
4
π

θ =   å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

6. òÕð 21 sin , cosx a y b= − θ = θ  å¶ 
2
π

θ =  å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé êåÅ Õð¯Í

7. òÕð  y = x3 – 3x2 – 9x + 7 å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» x&è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
8. òÕð  y = (x – 2)2  å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ, Çì³çÈÁ» a (2] 0) Áå¶

(4] 4) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ÜÆòÅ ç¶, Ãî»åð ÔËÍ
9. òÕð  y = x3 – 11x + 5 å¶ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ  y = x – 11 ÔËÍ

10. ãñÅé – 1 òÅñÆ ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÆ ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 1
1

y
x

=
−

, x ≠ – 1  ù

Ãêðô ÕðçÆÁ» ÔéÍ

11. ãñÅé B òÅñÆÁ» ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÆ ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 1
3

y
x

=
−

, x ≠ 3 ù

Ãêðô ÕðçÆÁ» ÔéÍ

12. ãñÅé @ òÅñÆ ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò» çÆ ÃîÆÕðé» êåÅ Õð¯ Ü¯ òÕð 2
1
2 3

y
x x

=
− +

ù Ãêðô

ÕðçÆÁ» ÔéÍ

13. òÕð  
2 2

1
9 16
x y

+ =  å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò»

(i)  x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ (ii) y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
14. Ô¶á» Çç¼å¶ òÕð» å¶ Çç¼å¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðé» êåÅ Õð¯Í

(i) y = x4 – 6x3 + 13x2 – 10x + 5 ç¶ (0, 5) å¶
(ii) y = x4 – 6x3 + 13x2 – 10x + 5 ç¶ (1, 3) å¶
(iii) y = x3 ç¶ (1, 1) å¶
(iv) y = x2 ç¶ (0, 0) å¶
(v) x = cos t, y = sin t ç¶ 

4
t π

=  å¶
15. òÕð y = x2 – 2x +7 çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯

(a) ð¶ÖÅ 2x – y + 9 = 0 ç¶ Ãî»åð ÔËÍ
(b) ð¶ÖÅ  5y – 15x = 13 å¶ ¦ì ÔËÍ

16. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÕð y = 7x3 + 11 ç¶ Çì³çÈÁ» å¶, ÇÜ¼æ¶ x = 2 Áå¶ x = – 2 ÔË, Ãêðô ð¶ÖÅò»
Ãî»åð ÔéÍ
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17. òÕð y = x3 å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé Çì³çÈ ç¶
y-Çéðç¶ô Á³Õ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

18. òÕð  y = 4x3 – 2x5, å¶ À°Ô Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» îÈñ Çì³çÈ åº̄ Ô̄ Õ¶ ¦ØçÆÁ» ÔéÍ
19. òÕð x2 + y2 – 2x – 3 = 0 ç¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ À°Ô

x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
20. òÕð ay2 = x3  ç¶ Çì³çÈ (am2, am3) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯Í
21. òÕð y = x3 + 2x + 6 ç¶ À°Ôé» ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðé» êåÅ Õð¯ Ü¯ ð¶ÖÅ x + 14y + 4 = 0

ç¶ Ãî»åð ÔéÍ
22. êËðÅì¯ñÅ y2 = 4ax ç¶ Çì³çÈ (at2, 2at) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðä» êåÅ Õð¯Í
23. ÇÃ¼è  Õð¯ ÇÕ òÕð x = y2 Áå¶ xy = k ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ù ÃîÕ¯ä* å¶ Õ¼àçÆÁ» Ôé, Üç¯º 8k2 = 1Ô¯ò¶Í

24. ÔÅÂÆêðì¯ñÅ
2 2

2 2 1x y
a b

− =  ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶  ÁÇí¦ì çÆÁ» ÃîÆÕðä»  êåÅ ÕðÍ̄

25. òÕð 3 2y x= −  çÆ À°Ã Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ ð¶ÖÅ 4 2 5 0x y− + = ç¶
Ãî»åð ÔËÍ

êÌôé BF Áå¶ BG Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í
26. òÕð y = 2x2 + 3 sin x ç¶ x = 0 å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé ÔË :

(A) 3 (B)
1
3 (C) –3 (D)

1
3

−

27. ÇÕÃ Çì³çÈ å¶  y = x + 1, òÕð y2 = 4x çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ÔË?
(A) (1, 2) (B) (2, 1) (C) (1, – 2) (D) (– 1, 2) ÔËÍ

6.5  ñ×í×åÅò» (Approximation)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ êÇðîÅä» ç¶ ñ×í× î¹¼ñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Çâøð¶ºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õð»×¶Í

î³é ñÀ° f : D → R, D ⊂ R, ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé ÔË Áå¶ y = f(x) Çç¼åÆ ×ÂÆ òÕð ÔËÍ
î³é ñÀ° ∆x, Ô¯ä òÅñÆ ÇÕÃ¶ Û¯à¶ òÅè¶ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ïÅç Õð¯ ÇÕ x Çò¼Ú Ô¯Â¶ Û¯à¶ òÅè¶  ∆x

ç¶ Ã¿×å y Çò¼Ú Ô¯Â¶ òÅè¶ ù ∆y éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ∆y = f (x + ∆x) – f (x) ÔËÍ ÁÃÆº
Ô¹ä Ô¶á ÇñÇÖÁ» ù êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

(i) x ç¶ Çâøð¶ºÇôÁñ ù dx éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Ü» dx = ∆x éÅñ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í

(ii)  y ç¶ Çâøð¶ºÇôÁñ ù dy éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Ü» dy = f ′(x) dx Ü» 
dydy x
dx

 = ∆ 
 

éÅñ

êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú x çÆ å°ñéÅ Çò¼Ú  dx = ∆x Û¯àÅ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ∆y çÅ ñ×í× ÃÔÆ î¹¼ñdy Ô¹¿çÅ

* ç¯ òÕð ÁÅêÃ Çò¼Ú ÃîÕ¯ä å¶ Õ¼àç¶ Ôé Üç¯º À°Ôé» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» ÁÅêÃ Çò¼Ú ¦ì Ô¯äÍ
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ÔË Áå¶ ÇÂÃ ×¼ñ ù dy ≈ ∆y éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í
∆x, ∆y,  dx Áå¶ dy ç¶ ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ ÇÚ¼åð F. H ç¶Ö¯Í

AÇà¼êäÆ    À°êð¯Õå ÚðÚÅ Áå¶ ÇÚ¼åð ù ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼Öç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çéðíð Úñ
(Dependent variable) çÅ ÇâøðËºÇôÁñ, Úñ ç¶ òÅè¶ ç¶ ìðÅìð éÔÆº ÔË Üç¯º ÇÕ ÁÅ÷Åç Úñ
(Independent variable) çÅ ÇâøðËºÇôÁñ, Úñ ç¶ òÅè¶ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. 36.6  çÆ ñ×í×åÅ êåÅ Õðé
ç¶ ñÂÆ ÇâøðËºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õð¯Í

Ô¼ñ : y x=  ñò¯ ÇÂ¼æ¶ x = 36 Áå¶ î³é ñÀ° ∆x
= 0.6 ÔËÍ
åç ∆y =

36.6 36 36.6 6x x x+ ∆ − = − = −

36.6  = 6 + ∆y

Ô¹ä ∆y ñ×í× dy ç¶ ìðÅðìð ÔË Áå¶ Ô¶á ÇñÖ¶
Áé°ÃÅð çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

dy =
1 (0.6) ( )

2
dy x y x
dx x

  ∆ = =  
D;kfas d

=
1

2 36
 (0.6) = 0.05

ÇÂÃ åð·», 36.6  çÅ ñ×í× î¹¼ñ 6 + 0.05 = 6.05 ÔËÍ

À°çÅÔðé BB.  
1
3(25) çÆ ñ×í×åÅ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Çâøð¶ºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  
1
3y x=  ÇÂ¼æ¶  x = 27 Áå¶ 2x∆ = −  ÔËÍ

åç ∆y =
1 1
3 3( )x x x+ ∆ −

=
1 1 1
3 3 3(25) (27) (25) 3− = −

Ü»
1
3(25)  = 3 + ∆y

ÇÚ¼åð F. H

ÇÕÀ°ºÇÕ
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Ô¹ä ∆y  ñ×í× dy ç¶ ìðÅìð ÔË Áå¶ Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

dy =
dy x
dx

 ∆ 
 

=
1
3

2
3

1 ( 2) ( )
3

y x
x

− =D; kasfd

= 1
23

1 2( 2) 0.074
27

3((27) )

−
− = = −

ÇÂÃ åð·», 
1
3(25)  çÅ ñ×í× î¹¼ñ ÔË :

3 + (– 0. 074) = 2.926

À°çÅÔðä BC. f (3.02) çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ f (x) = 3x2 + 5x + 3 ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  x = 3 Áå¶ ∆x = 0.02 ÔËÍ
f (3. 02) = f (x + ∆x) = 3 (x + ∆x)2 + 5(x + ∆x) + 3

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ∆y = f (x + ∆x) – f (x) ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ f (x + ∆x) = f (x) + ∆y

≈ f (x) + f ′(x) ∆x (ÇÕÀ°ºÇÕ dx = ∆x)
≈ (3x2 + 5x + 3) + (6x + 5) ∆x

f (3.02) = (3(3)2 + 5(3) + 3) + (6(3) + 5) (0.02) (ÇÕÀ°ºÇÕ x =3, ∆x = 0.02)
= (27 + 15 + 3) + (18 + 5) (0.02)
= 45 + 0.46 = 45.46

ÇÂÃ åð·»  f (3.02) çÅ ñ×í× î¹¼ñ 45-46 ÔËÍ

À°çÅÔðä BD. x îÆàð í¹ÜÅ òÅñ¶ Øä çÆ í¹ÜÅ Çò¼Ú 2% ç¶ òÅè¶ ÕÅðé éÅñ Øä ç¶ ÁÅÇÂåé Çò¼Ú
ñ×í× ìçñÅò êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
V = x3

Ü» dV =
Vd x

dx
 ∆ 
 

 = (3x2) ∆x

= (3x2) (0.02x)        (ÇÕÀ°ºÇÕ x çÅ 2% = .02x)
= 0.06x3 m3

ÇÕÀ°ºÇÕ
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ÇÂÃ åð·», ÁÅÇÂåé Çò¼Ú ñ×í× ìçñÅò 0.06 x3 m3  ÔËÍ
À°çÅÔðä BE. ÇÂ¼Õ ×¯ñ¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 9 cm îÅÇêÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú 0-03 cm çÆ ×ñåÆ
ÔËÍ ÇÂÃç¶ ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ×¯ñ¶ çÅ ÁðèÇòÁÅÃ r ÔË Áå¶ ÇÂÃ ç¶ îÅêä Çò¼Ú ×ñåÆ ∆r ÔËÍ ÇÂÃ åð·» r = 9
cm Áå¶ ∆r = 0.03 cm ÔËÍ Ô¹ä ×¯ñ¶ çÅ ÁÅÇÂåé V

V = 34
3

rπ  éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Ü»
Vd

dr
 = 4π r2

ÇÂÃ ñÂÆ dV =
2V (4 )d r r r

dr
  ∆ = π ∆  

= [4π(9)2] (0.03) = 9.72π cm3

ÇÂÃ åð·» ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ 9.72π cm3 ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ F.D
1. ÇâøðËºÇôÁñ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ ñ×í× î¹¼ñ çôîñò ç¶ Çå¿é

ÃæÅé» å¼Õ êåÅ Õð¯ :
(i) 25.3 (ii) 49.5 (iii) 0.6

(iv)
1
3(0.009) (v)

1
10(0.999) (vi)

1
4(15)

(vii)
1
3(26) (viii)

1
4(255) (ix)

1
4(82)

(x)
1
4(401) (xi)

1
2(0.0037) (xii)

1
3(26.57)

(xiii)
1
4(81.5) (xiv)

3
2(3.968) (xv)

1
5(32.15)

2.  f (2.01) çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ f (x) = 4x2 + 5x + 2 ÔËÍ
3.  f (5.001) çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ f (x) = x3 – 7x2 + 15 ÔËÍ
4. x m í¹ÜÅ òÅñ¶ Øä çÆ í¹ÜÅ Çò¼Ú 1% òÅè¶ ç¶ ÕÅðé Øä ç¶ ÁÅÇÂåé Çò¼Ú Ô¯ä òÅñÅ ñ×í×

ìçñÅò êåÅ Õð¯Í
5. x m í¹ÜÅ òÅñ¶ Øä çÆ í¹ÜÅ Çò¼Ú 1% ØÅà¶ ç¶ ÕÅðé Øä ç¶ Ãå·Å ç¶ Ö¶åðëñ Çò¼Ú Ô¯ä òÅñÅ
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ñ×í× ìçñÅò êåÅ Õð¯Í
6. ÇÂ¼Õ ×¯ñ¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ 7 m îÅÇêÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú 0-02 m çÆ ×ñåÆ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶

ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ êåÅ Õð¯Í
7. ÇÂ¼Õ ×¯ñ¶ çÅ ÁðèÇòÁÅÃ 9 m îÅÇêÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú 0.03 cm çÆ ×ñåÆ ÔËÍ ÇÂÃç¶

Ãå·Å ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Çò¼Ú ñ×í× ×ñåÆ êåÅ Õð¯Í
8. Üç¯º  f (x) = 3x2 + 15x + 5 Ô¯, å» f (3.02) çÅ ñ×í× î¹¼ñ ÔË :

(A) 47.66 (B) 57.66 (C) 67.66 (D) 77.66
9. í¹ÜÅ Çò¼Ú 3% òÅè¶ ç¶ ÕÅðé í¹ÜÅ x ç¶ Øä ç¶ ÁÅÇÂåé Çò¼Ú ñ×í× ìçñÅò ÔË :

(A) 0.06 x3 m3 (B) 0.6 x3 m3 (C) 0.09 x3 m3 (D) 0.9 x3 m3

6.6  ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Maximum and Minimum)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú, ÁÃÆº ò¼Ö-ò¼Ö ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» çÆ ×äéÅ Õðé Çò¼Ú âËðÆò¶Çàò
ç¶ Ã¿Õñê çÆ òðå¯º Õð»×¶Í ÁÃñ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ Áñ¶Ö ç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈÁ» (Turning
points) çÅ êåÅ Õð»×¶Í ÇÂÃ åð·» À°Ôé» Çì³çÈÁ» çÅ êåÅ Õð»×¶ ÇÜÃ å¶ Áñ¶Ö ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
(Ü» ÇéÀ±éåî) å¶ êÔ¹¿ÚçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈÁ» çÅ Ç×ÁÅé ÇÂ¼Õ ëñé çÅ Áñ¶Ö ÇÖ¼Úä Çò¼Ú ìÔ¹å
À°êï¯×Æ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ éÅñ ÔÆ ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ëñé çÅ ÁÃñ ÁÇèÕåî î¹¼ñ (Absolute maximum
value) Áå¶ ÁÃñ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Absolute minimum value) òÆ êåÅ Õð»×¶ Ü¯ ÕÂÆ ÇòÔÅðÕ
Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ Ô¼ñ ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ ÔËÍ
ÁÅÀ° ÁÃÆº ð¯÷ÅéÅ ÜÆòé çÆÁ» Ô¶á ÇñÖÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

(i) Ã¿åÇðÁ» ç¶ çð¼Öå» ç¶ ÇÂ¼Õ ìÅ× åº̄ Ô¯ä òÅñÅ ñÅí ëñé P(x) = ax + bx2 ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ a,b +ÁÚñ ÔË Áå¶ x êÌåÆ Â¶Õó Çò¼Ú Ã¿åð¶ ç¶ çð¼Öå» çÆ Ç×äåÆ ÔËÍ êÌåÆ Â¶Õó
ÇÕ¿é¶ çð¼Öå ÁÇèÕåî ñÅí ç¶ä×¶º?

(ii) ÇÂ¼Õ 60 m À°µÚ¶ íòé å¯º ÔòÅ Çò¼Ú Ã¹¼àÆ ×ÂÆ ÇÂ¼Õ ×¶ºç 
2

( ) 60
60
xh x x= + −  ç¶ éÅñ çðÃÅÂ¶

ðÃå¶ å¶ ÚñçÆ ÔË, ÇÂ¼æ¶  x íòé å¯º ×¶ºç çÆ ñ¶àòÆº çÈðÆ Áå¶  h(x) À°ÃçÆ À°ÚÅÂÆ ÔËÍ ×¶ºç ÇÕ¿éÆ
ÁÇèÕåî À°ÚÅÂÆ å¼Õ êÔ¹¿Ú¶×Æ?

(iii) ç¹ôîä çÅ ÇÂ¼Õ ÁêÅÚ¶ ÔËñÆÕÅêàð òÕð f (x) = x2 + 7 éÅñ çðÃÅÂ¶ ðÃå¶ å¶ À°µâ ÇðÔÅ ÔËÍ
Çì³çÈ (1] 2) å¶ ÃÇæå ÇÂ¼Õ ÃËÇéÕ À°Ã ÔËñÆÕÅêàð ù ×¯ñÆ îÅðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË Üçº̄ ÔËñÆÕÅêàð
À°Ã ç¶ é¶ó¶ åº̄ é¶ó¶ ÔËÍ ÇÂÔ ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÇÕ¿éÆ ÔË?
À°êð¯Õå Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Çò¼Ú Õ°¼Þ Ã»ÞÅ ÔË ÁðæÅå ÁÃÆº ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô»Í ÇÂÔé» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ã¹ñÞÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ðÃîÆ å½ð
å¶ ÇÂ¼Õ ëñé çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Áå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ» ç¶ Çì³çÈÁ» Áå¶ ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù ÇéðèÅÇðå Õðé ç¶ êðÆÇÖÁä ù êÇðíÅÇôå Õð»×¶Í
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êÇðíÅôÅ C.  î¿é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé  f  êÇðíÅÇôå ÔË, åç
(a)   f çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ I Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË, Üç¯º I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ

( ) ( )f c f x≥ , ÃÅð¶ ∀  x ∈ I ñÂÆ ÔËÍ
Ã¿ÇÖÁÅ  f (c) ù I Çò¼Ú f  çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ Çì³çÈ c ù  I Çò¼Ú f  ç¶ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ òÅñÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(b)  f  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ I Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË Üçº̄ ÇÕ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ  c  çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ f (c) ≤ f (x),
ÃÅð¶ ∀ x ∈ I ñÂÆ ÔËÍ
Ã¿ÇÖÁÅ f (c) ù I Çò¼Ú  f  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ Çì³çÈ c ù I Çò¼Ú f ç¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ òÅñÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

(c) I Çò¼Ú f  ÇÂ¼Õ Úðî î¹¼ñ (extreme value) ð¼Öä òÅñÅ ëñé ÁÅÖç¶ Ô» Üç¯º I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯
ÇÜÔ¶ Çì³çÈ c çÆ Ô¯ºç ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ f (c),  f çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú f (c), I ù f  çÅ Úðî î¹¼ñ ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ Çì³çÈ c ÇÂ¼Õ Úðî Çì³çÈ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ  ÇÚ¼åð 6.9 (a), (b) Áå¶ (c) Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ ÖÅÃ ëñé» ç¶ Áñ¶Ö êÌçðÇôå ÕÆå¶ Ôé
ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÃÔÅÇÂåÅ ÇîñçÆ
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú Áñ¶Ö éÅñ ÁÃÆº À°Ôé» ëñé» ç¶ òÆ Ü¯ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº Ô¹¿ç¶ Ôé, ç¶ ÁÇèÕåî
/ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í (À°çÅÔðé BG)A

À°çÅÔðä BF. f (x) = x2, x ∈ R éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ
ÔË å», êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶, ëñé ç¶ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F. A@) å¯º ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ f (x) = 0 Üç¯º x = 0 ÔË
Áå¶

f (x) ≥ 0, ÃÅð¶ x ∈ R ç¶ ñÂÆ

ÇÚ¼åð F. I
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ÇÂÃ ñÂÆ,  f çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ @ ÔË Áå¶  f  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ x = 0 ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ éÅñ
ÔÆ Áñ¶Ö å¯º ÇÂÔ òÆ ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ëñé f  çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔË, ÇÂÃ åð·» R Çò¼Ú
f ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ

AÇà¼êäÆ     Ü¶ ÁÃÆº ëñé ç¶ êÌ»å ù Õ¶òñ [– 2, 1] å¼Õ ÃÆÇîå ÕðÆÂ¶ åç x = – 2 å¶ f çÅ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ (– 2)2 = 4 Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä BG.  f (x) = |x |, x ∈ R ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶
Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å», êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé çÅ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F. AA) å¯º
f (x) ≥ 0, ÃÅð¶ x ∈ R ñÂÆ Áå¶ f (x) = 0  Üç¯º ÇÕ  x = 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ,  f çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ @ ÔË Áå¶ f  ç¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ x = 0 ÔËÍ Áå¶ Áñ¶Ö éÅñ ÇÂÔ òÆ Ãêôà ÔË R Çò¼Ú a
f  çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔË ÇÂÃ åð·» R Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ çÅ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ
Çà¼êäÆ

(i) Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº ëñé ç¶ êÌ»å ù Õ¶òñ [– 2, 1] å¼Õ ÃÆîå
ÕðÆÂ¶,å» f çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ |– 2 | = 2 Ô¯ò¶×ÅÍ

(ii) À°çÅÔðé BG Çò¼Ú ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ëñé f ,  x = 0 å¶ Çâëð¶ºÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
À°çÅÔðä BH.  f (x) = x, x ∈ (0, 1) ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ ×Â¶
ëñé ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ ÕÂ̄Æ Ôò̄¶ å», êåÅ ÕðÍ̄

Ô¼ñ : Çç¼å¶ Á³åðÅñ (0] 1) Çò¼Ú Çç¼åÅ ëñé ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð
òèçÅ ëñé ÔËÍ ëñé f  ç¶ Áñ¶Ö (ÇÚ¼åð F. AB) å¯º ÇÂÃ
åð·» êÌåÆå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ëñé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ @ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶
ç¶ é¶óñ¶ Çì³çÈ Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 1 ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ ç¶ é¶óñ¶
Çì³çÈ å¶ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÕÆ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈ À°êñìè Ôé?
ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈÁ» ù Á³ÇÕå ÕðéÅ Ã¿íò éÔÆº ÔËÍ ÁÃñ

Çò¼Ú, Üç¯º @ çÅ é¶óñÅ Çì³çÈ x0 Ô¯ò¶ å» ÃÅù 0
02

x
x<  ÃÅð¶

0 (0,1)x ∈  ç¶ ñÂÆ, Çîñ Ü»çÅ ÔË Áå¶ Ü¶ 1 çÅ é¶óñÅ Çì³çÈ x1 Ô¯ò¶ å» ÃÅð¶ 1 (0,1)x ∈  ç¶ ñÂÆ

1
1

1
2

x
x

+
>  Çîñ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. A@

ÇÚ¼åð F. AA
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ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé çÅ Á³åðÅñ (0] 1) Çò¼Ú éÅ å» Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË Áå¶ éÅ Õ¯ÂÆ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  êÅáÕ ç¶Ö ÃÕç¶ Ôé ÇÕ À°çÅÔðé BH Çò¼Ú Üçº̄ÇÕ
f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú 0 Áå¶ 1 ù ôÅîñ Õð ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÁðæÅå
f  ç¶ êÌ»å ù òèÅ Õ¶ [0, 1] Õð Çç¼åÅ ÜÅÂ¶ å» ëñé çÅ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ x = 0 å¶ 0 Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ x = 1 å¶ 1
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÃÅù Ô¶á ÇñÖ¶ éåÆÜ¶ Çîñç¶ Ôé (ÇÂÔé»
éåÆÇÜÁ» ç¶ ÃìÈå ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ Ö¶åð å¯º ìÅÔð Ôé)A
Ôð¶Õ ÇÂ¼Õ ÇçôÅòÆ (monotonic) ëñé ÁÅêä¶ êÇðíÅÇôå êÌ»å
ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî@ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ éåÆÜ¶ çÅ Ô¯ð ÇòÁÅêÕ ðÈê ÇÂÔ ÔË ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ å¶ Ôð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé ç¶ ÁÇèÕåî
Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

AÇà¼êäÆ :  ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇçôÅòÆ  (monotonic)  ëñé f  éÅñ ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ
I Çò¼Ú ëñé f  Ü» å» òèçÅ ÔË Ü» ØàçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ å¶ êÇðíÅÇôå ëñé ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» ç¶ ìÅð¶
ìÅÁç Çò¼Ú ÇòÚÅð Õð»×¶Í

ÁÅÀ° Ô¹ä ÇÚ¼åð F. AC Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ Áñ¶Ö çÅ ÁÇèÁËé ÕðÆÂ¶Í ç¶Ö¯ ÇÕ ëñé
çÅ Áñ¶Ö Çì³çÈÁ» A, B, C Áå¶ D å¶ Øàç¶ åº̄ òèçÅ Ü» ÇÂÃ ç¶ À°ñà òèç¶ å¯º ØàçÅ ÔË íÅò  ÁÅêäÅ
Ã¹íÅò ìçñçÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé ç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈ ÁÅÖç¶ Ô»Í ÇèÁÅé Ççú ÇÕ
ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈÁ» å¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Û¯àÆ êÔÅóÆ Ü» Û¯àÆ ØÅàÆ ìäçÆ ÔËÍ î¯à¶ å½ð å¶ Çì³çÈÁ» A Áå¶
C Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ×¹Á»ã Çò¼Ú ëñé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔË, Ü¯ À°Ôé» çÆÁ» ÁÅêäÆ ÁÅêäÆ ØÅàÆÁ» ç¶
Ô¶áñ¶ ÇÃð¶  å¶  ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» Çì³çÈÁ» B Áå¶ D Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ×¹Á»ã Çò¼Ú ëñé çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË,
Ü¯ À°Ôé» çÆÁ» ÁÅêäÆ ÁÅêäÆ êÔÅóÆÁ» ç¶ À°êðñ¶ ÇÃð¶ å¶ ÔËÍ ÇÂÃ ÕÅðé éÅñ Çì³çÈÁ» A Áå¶ C ù
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Ü» î¹ÕÅìñåé ÇéÀ±éåî î¹¼ñ) çÅ Çì³çÈ Áå¶ B Áå¶ D ù ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ (Ü» î¹ÕÅìñåé ÁÇèÕåî î¹¼ñ) ç¶ Çì³çÈ ÃîÇÞÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ëñé ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ
Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» ù ´îòÅð : ëñé ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ÇÕÔÅ
Ü»çÅ ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ðÃîÆ å½ð å¶ Ô¶á ÇñÖÆ êÇðíÅôÅ Çç³ç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ D.  î³é ñÀ°  f   ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ëñé ÔË Áå¶ c ëñé  f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Á³çðñÅ
Çì³çÈ ÔËÍ åç

(a) c ù ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ h > 0 ÔË ÇÕ Á³åðÅñ

ÇÚ¼åð F. AB
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(c – h, c + h) å¶ ÃÅð¶ x ç¶ ñÂÆ f (c) > f (x) Ô¯ò¶Í åç  f (c), ëñé  f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

(b) c ù ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ h > 0 ÔË ÇÕ Á³åðÅñ (c –
h, c + h) å¶ ÃÅð¶  x ç¶ ñÂÆ  f (c) < f (x)  Ô¯ò¶Í åç  f  (c), ëñé  f   çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 ÇÜîÅÇÂåÆ ÇçzôàÆÕ¯ä éÅñ, À°êð¯Õå êÇðíÅôÅ çÅ Áðæ ÔË ÇÕ Ü¶  x = c, ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË, å»  c  ç¶ ×¹Á»ã çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð  6-14(a) ç¶ Áé°ÃÅð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇèÁÅé Ççú
ÇÕ Á³åðÅñ (c – h, c) Çò¼Ú ëñé f òèçÅ ÔË (ÁðæÅå f ′(x) > 0)  Áå¶ Á³åðÅñ (c, c + h) Çò¼Ú
ëñé ØàçÅ (ÁðæÅå f ′(x) < 0) ÔËÍ
ÇÂÃ çÅ ÇÂÔ íÅò ÔË ÇÕ f ′(c) ÷ðÈð ÔÆ ÇÃøð Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·», Üç¯º ÇÕ c , ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË å» c ç¶ ×¹Á»ã çÅ Áñ¶Ö ÇÚ¼åð  6-
14(b) ç¶ Áé°ÃÅð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂ¼æ¶ Á³åðÅñ (c – h, c) Çò¼Ú f  ØàçÅ (ÁðæÅå  f ′(x) < 0) ÔË Áå¶
Á³åðÅñ (c, c + h) Çò¼Ú f  òèçÅ (ÁðæÅå, f ′(x) > 0) ÔËÍ ÇÂÔ Çëð ÃÅù Ã¹ÞÅÁ Çç³çÅ ÔË ÇÕ f ′(c)
÷ðÈð ÔÆ ÇÃøð Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. AC
òè

çÅ

Øàç¶Øàç¶Øàç¶

òè
çÅ

ÇÚ¼åð F. AC

ÇÚ¼åð F. AD

Øàç
¶ òèçÅ Øàç¶ òè

çÅ
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À°êð¯Õå ÚðÚÅ éÅñ ÃÅù Ô¶á ÇñÇÖÁÅ êÌî¶ï êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË (Çìé» ÃìÈå)A

êÌî¶ï B. î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ Ö¹¼ñ¶· Á³åðÅñ I Çò¼Ú  f  ÇÂ¼Õ êÇðíÅÇôå ëñé ÔËÍ î³é ñÀ° c ∈ I Õ¯ÂÆ Çì³çÈ
ÔËÍ Ü¶ f  çÅ x = c å¶ ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Ü» ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔË å» f ′(c) = 0 ÔË
Ü» f  Çì³çÈ  c å¶ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå êÌî¶ï çÅ À°ñà ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË ÇÕ Ã¼Ú Ô¯ò¶ ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÇÜÃ å¶ âËðÆò¶Çàò
ÇÃøð Ô¯ Ü»çÅ ÔË å» ÇÂÔ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔËÍ
À°çÅÔðé ç¶ å½ð å¶, Üç¯º ÇÕ f (x) = x3 Ô¯ò¶ å» f ′(x) = 3x2 Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f ′(0) = 0 ÔËÍ êð¿å± @
éÅ å» ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶ éÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ (ÇÚ¼åð F. AE) ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈÍ

AÇà¼êäÆ :  ëñé  f  ç¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c, ÇÜÃ å¶ Ü» å»  f ′(c) = 0 ÔË Ü» f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ
éÔÆº ÔË, f  çÅ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ (Critical Point) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Ü¶ f  Çì³çÈ c å¶
ñ×ÅåÅð ÔË Áå¶ f ′(c) = 0 ÔË å» ÇÂ¼æ¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» h > 0 çÆ Ô¯ºç ÔË ÇÕ Á³åðÅñ (c – h, c +
h) Çò¼Ú f ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÃðø êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä çÆ òðå¯º ÕðÕ¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
Çì³çÈ Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ ê¶ô Õð»×¶Í
êÌî¶ï C. (êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä) î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f  ÇÕÃ¶ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ  I å¶
êÇðíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f  Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÃÇæå éÅ÷¹Õ
Çì³çÈ c å¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ åç

(i) x ç¶ Çì³çÈ c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ&éÅñ, Üç¯º f ′(x)
çÅ ÇÚ¿é· èé å¯º Çðä Çò¼Ú ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå Üç¯º
ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ãç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ
Çì³çÈ å¶ f ′(x) > 0 Áå¶ c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ ìÔ¹å
é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x) < 0 Ô¯ò¶ å» c ÇÂ¼Õ
ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔËÍ

(ii) x ç¶ Çì³çÈ  c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ&éÅñ, Üç¯º
f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· Çðä å¯º èé Çò¼Ú ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå
Üçº̄ ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ã ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶  f ′(x) < 0 Ü» c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶
Áå¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x) >0 Ô¯ò¶ å» c ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F². AE

ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ
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(iii) x ç¶ Çì³çÈ  c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ Üç¯ºÇÕ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· éÔÆº ìçñçÅ å» c  éÅ å» ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈÍ ÁÃñ Çò¼Ú, ÇÂÃ  åð·» ç¶ Çì³çÈ  ù ÇÂéëñËÕôé
Çì³çÈ (Point of Inflection) (ÇÚ¼åð F. AE) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í

AÇà¼êäÆ :  Üç¯º c ëñé f  çÅ ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË å» f(c) ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» Üçº̄ c ëñé  f  çÅ ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË å» f(c) ëñé  f
çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ ÇÚ¼åð F.AE Áå¶ F.AF êÌî¶ï C çÆ  ÇÜîÅÇÂåÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õðç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä BI. f (x) = x3 – 3x + 3 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  ç¶ ñÂÆ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» çÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ f (x) = x3 – 3x + 3

Ü» f ′(x) = 3x2 – 3 = 3 (x – 1) (x + 1)

Ü»                                    f ′(x) = 0 ⇒ x = 1 Áå¶ x = – 1

ÇÂÃ åð·», Õ¶òñ x = ± 1 ÔÆ ÇÂÃ åð·» ç¶ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ Ôé Ü¯ f  ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶/Ü»
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Ã¿íÅÇòå Çì³çÈ Ô¯ ÃÕç¶ ÔéÍ êÇÔñ¶ ÁÃÆº x = 1 å¶ êðÆÇÖÁä Õðç¶ Ô»Í

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Aç¶ é¶ó¶ Áå¶ A ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶  f ′(x) > 0 ÔË Áå¶ A ç¶ é¶ó¶ Áå¶ A ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶  f ′(x)
< 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ´î ç¶ âËðÆòËÇàò êÌ¶Öä x  = 1] ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË å¶ ÃæÅéÕ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  f (1) = 1 ÔËÍ

x = – 1 çÆ ÔÅñå Çò¼Ú –1 ç¶ é¶ó¶ Áå¶ –1 ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ f ′(x) > 0 Áå¶ &1 ç¶ é¶ó¶ Áå¶ &1 ç¶
Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ f ′(x) < 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò êÌ¶Öä  x =  –1 ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî  Çì³çÈ ÔË
Áå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (–1) = 5 ÔËÍ

ÇÚ¼åð F². AF

ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÇâøðËºÇôÂ¶ôé Áå¶ ÃæÅéÕ
 ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ

ÇâøðËºÇôÂ¶ôé Áå¶ ÃæÅéÕ
 ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ

ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî
 Çì³çÈ
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 x ç¶ î¹¼ñ ( ) 3( 1)( 1)f x x x′ = − + çÅ ÇÚ¿é·

1 osQ fudV     
 >0

<0
nk;ha vksj (ekuk1 -1)

ck;ha vkjs (ekuk 0 - 9)

–1 osQ fudV   
 0
 0

–
–

<
>

nk;ha vksj (ekuk 0 - 9)

ck;ha vkjs (ekuk 1-1)

À°çÅÔðä C@. f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x +5 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f   ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x + 5
Ü» f ′(x) = 6x2 – 12x + 6 = 6 (x – 1)2

Ü»                f ′(x) = 0 ⇒ x = 1
ÇÂÃ åð·» Õ¶òñ  x = 1 ÔÆ f  çÅ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ Çì³çÈ å¶  f  ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî

Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶ ñÂÆ êÌ¶Öä Õð»×¶Í ÇèÁÅé éÅñ ç¶Ö¯ ÇÕ Ôð¶Õ  x ∈ R ç¶ ñÂÆ f ′(x) ≥ 0
Áå¶ Çòô¶ô ðÈê éÅñ A ç¶ é¶ó¶ Áå¶ A ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ f ′(x) > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò  êÌ¶Öä  Çì³çÈ  x = 1 éÅ å» ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÃæÅéÕ
ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» x = 1 ÇÂ¼Õ ÇÂéëñËÕôé (inflection) Çì³çÈ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   ÇèÁÅé Ççú ÇÕ À°çÅÔðé C@ Çò¼Ú  f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· Á³åðÅñ R Çò¼Ú Õç¶ òÆ éÔÆº
ìçñçÅÍ ÇÂÃ åð·»  f  ç¶ Áñ¶Ö Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ÇéðäÅÇÂÕ Çì³çÈ éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî Ü»  ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Õ¯ÂÆ òÆ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶  êÌ¶Öä ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ
çÈÃðÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ ê¶ô Õð»×¶Í ÇÂÔ êÌ¶Öä, êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä çÆ å°ñéÅ Çò¼Ú ÁÅî
å½ð å¶ Ã½ÖÅ ÔËÍ
êÌî¶ï D.  (çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä) î³é ñÀ° ÇÕ  f, ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ
ëñé ÔË Ü» c ∈ I ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f, c å¶ ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔËÍ åç

(i) Üç¯º ÇÕ f ′(c) = 0 Áå¶  f ″(c) < 0 å» x = c ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(ii) Üç¯º ÇÕ ( ) 0f c =′  Áå¶  f ″(c) > 0 å» x = c ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(iii) Üç¯º ÇÕ  f ′(c) = 0 Áå¶  f ″(c) = 0 ÔË å» ÇÂÔ êðÆÖÇÁä ÁÃëñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº òÅêÃ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä å¶ òÅêÃ ÜÅ Õ¶ ÇÂÔ êåÅ
Õðç¶ Ô» ÇÕ c ÁÇèÕåî, ÇéÀ±éåî Ü» ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔËÍ

ç¶ é¶ó¶

ç¶ é¶ó¶

 > 0
< 0

nk;ha vksj (ekuk1-1)

ck;ha vkjs (ekuk 0 - 9)

 0
 0

–
–

<
>

nk;ha vksj (ekuk 0 - 9)

ck;ha vkjs (ekuk 1 -1)

Ö¼ì¶ êÅÃ¶ (î³ÇéÁÅ @.I)

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ (î³ÇéÁÅ A.A)

Ö¼ì¶ êÅÃ¶ (î³ÇéÁÅ-A.A)
(î³ÇéÁÅ- @.I)

                       x ç¶ î¹¼ñ                                       ( ) 3( 1)( 1)f x x x′ = − + çÅ ÇÚ¿é·
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AÇà¼êäÆ  Çì³çÈ c å¶ f  ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔË ÇÂÃ å¯º ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ c å¶  f  ç¶
çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆòËÇàò çÆ Ô¯ºç ÔËÍ

À°çÅÔðé CA.  f (x) = 3 + |x |, x ∈ R éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé  f çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé x = 0 å¶ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ
éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÈÜ¶ ´î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä ÁÃëñ Ô¯
Ü»çÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä Õðé çÆ
Õ¯Çôô Õðç¶ Ô»Í ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ @ ëñé f çÅ ÇÂ¼Õ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ
ÔËÍ Ô¹ä @ ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶,  f (x) = 3 – x Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) =
– 1 < 0 ÔËÍ éÅñ ÔÆ @ ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶,  f (x) = 3 + x ÔË Áå¶ ÇÂÃ
ñÂÆ  f ′(x) = 1 > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä
x = 0, f çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË Ü» f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ  f (0) = 3 ÔËÍ
À°çÅÔðä CB.  f (x) = 3x4 + 4x3 – 12x2 + 12 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

f (x) = 3x4 + 4x3 – 12x2 + 12

Ü» f ′(x) = 12x3 + 12x2 – 24x = 12x (x – 1) (x + 2)

Ü» x = 0, x = 1 Áå¶ x = – 2 å¶ f ′(x) = 0 ÔËÍ
Ô¹ä f ″(x) = 36x2 + 24x – 24 = 12 (3x2 + 2x – 1)

ÇÂÃ åð·»
(0) 12 0
(1) 48 0

( 2) 84 0

f
f

f

′′ = − <
 ′′ = >
 ′′ − = >

ÇÂÃ ñÂÆ, çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä x  = 0 ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶  f çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ f (0) = 12 ÔËÍ Üçº̄ÇÕ x = 1 Áå¶ x = – 2 ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ Ôé Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ
´îòÅð f (1) = 7 Áå¶ f (–2) = –20 ÔéÍ
À°çÅÔðä CC.  f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x +5  éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f ç¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Áå¶
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

f (x) = 2x3 – 6x2 + 6x +5

Ü»            
2 2( ) 6 12 6 6( 1)

( ) 12( 1)
f x x x x
f x x

 ′ = − + = −


′′ = −

       ÇÚ¼åð F². AG
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Ô¹ä  f ′(x) = 0 å¯º x = –1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü» f ″(1) = 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼æ¶ çÈÜ¶ ´î çÅ âËðÆòËÇàò
êÌ¶Öä ÁÃëñ ÔËÍ ÇÂÃ ÕðÕ¶ ÁÃÆº êÇÔñ¶ ´î ç¶ âËðÆòËÇàò êÌ¶Öä ò¼ñ òÅêÃ ÜÅò»×¶Í ÁÃÆº êÇÔñ» ÔÆ
(À°çÅÔðé C@) Çò¼Ú ç¶ÇÖÁÅ ÔË ÇÕ êÇÔñ¶ ´î ç¶ âËðÆòËÇàò ðÅÔÆº êÌ¶Öä éÅñ x =1 éÅ å» ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ ÔË, ÇÂÃ åð·» ÇÂÔ ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔËÍ
À°çÅÔðä CD.  ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó AE ÔË Áå¶ ÇÜÔé» ç¶ òð×»
çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ êÇÔñÆ Ã¿ÇÖÁÅ  x ÔË åç çÈÃðÆ Ã¿ÇÖÁÅ 15 – x Ô¯ò¶×ÆÍ î³é ñÀ° ÇÂÔ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶
òð×» çÅ Ü¯ó  S(x) éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ åç

S(x) = x2 + (15 – x)2 = 2x2 – 30x + 225

Ü» S ( ) 4 30
S ( ) 4

x x
x

′ = −
 ′′ =

Ô¹ä  S′(x) = 0 éÅñ 15
2

x =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Ü» 15S 4 0
2

 ′′ = > 
 

 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ çÈÜ¶ ´î ç¶

âËðÆò¶Çàò  êÌ¶Öä  S ç¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ Çì³çÈ 15
2

x = ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Üç¯º Ã¿ÇÖÁÅò» 15
2

 Áå¶

15 1515
2 2

− = Ô¯ä å» Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ òð×» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶×ÅÍ

Çà¼êäÆ : À°çÅÔðä CD çÆ åð·» ÇÂÔ ÇÃ¼è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÃ åð·» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» ÇÜÔé» çÅ

Ü¯ó  k ÔË Áå¶ ÇÜÔé» ç¶ òð×» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî ÔË å» Ã¿ÇÖÁÅò» ,
2 2
k k

  Ô¯ä×ÆÁ»Í

À°çÅÔðä CE.  Çì¿çÈ (0, c) å¶ êËðÅì¯ñÅ y = x2 çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶ 0 ≤ c ≤ 5 ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° êËðÅì¯ñÅ  y = x2  å¶  (h, k) Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ÔËÍ î³é ñÀ° (h, k) Áå¶ (0, c) ç¶ Çò¼Ú çÈðÆ
D ÔËÍ åç

                      2 2 2 2D ( 0) ( ) ( )h k c h k c= − + − = + − ... (1)

ÇÕÀ°ºÇÕ (h, k) êËðÅì¯ñÅ y = x2 å¶ ÃÇæå ÔË ÇÂÃ åð·» k = h2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  (1) å¯º

D ≡ D(k) = 2( )k k c+ −

Ü» D′(k) =
2

1 2( )

( )

k c

k k c

+ −

+ −
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Ô¹ä D′(k) = 0 å¯º 2 1
2

ck −
=  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Üçº̄  2 1
2

ck −
< , åç 2( ) 1 0k c− + < ,ÁðæÅå D ( ) 0k′ <  ÔË Ü» Üçº̄

2 1
2

ck −
>

åç 2( ) 1 0k c− + >  ÔËÍ ÁðæÅå D ( ) 0k′ >  (ÇÂÃ åð·» êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä 
2 1

2
ck −

=

å¶ k ÇéÀ±éåî ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ

22 1 2 1 2 1 4 1D
2 2 2 2

c c c cc− − − −   = + − =   
   

 ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   êÅáÕ ÇèÁÅé ç¶ä ÇÕ À°çÅÔðé CE Çò¼Ú ÁÃÆº çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä çÆ æ»
å¶ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò Ã¿Ö¶ê çÆ òðå¯º ÕÆåÆ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Ã½ÖÅ Áå¶ Ã¿Ö¶ê ÔËÍ

À°çÅÔðä CF.  î³é ñÀ° Çì³çÈ A Áå¶ B å¶ ´îòÅð AP Áå¶ BQ ç¯ ¦ìÕÅðÆ Ö³í¶ ÔéÍ Üç¯º ÇÕ
AP = 16 m, BQ = 22 m Áå¶ AB = 20 m Ô¯ò¶ å» AB å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ R å¯º A çÆ çÈðÆ êåÅ Õð¯ å»
ÇÕ RP2 + RQ2 ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í
Ô ¼ñ  : î³é ñÀ° AB å¶ ÇÂ¼Õ Çì³ç È R ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ
AR = x m ÔËÍ åç  RB = (20 – x)m (ÇÕÀ°ºÇÕ AB = 20 m) ÇÚ¼åð F. AH å¯º

RP2 = AR2 + AP2

Áå¶ RQ2 = RB2 + BQ2

ÇÂÃ ñÂÆ RP2 + RQ2 = AR2 + AP2 + RB2 + BQ2

     = x2 + (16)2 + (20 – x)2 + (22)2

     = 2x2 – 40x + 1140

î³é ñÀ° ÇÕ  S ≡S(x) = RP2 + RQ2 = 2x2 – 40x + 1140 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» S′(x) = 4x – 40 ÔËÍ

Ô¹ä S′(x) = 0 éÅñ  x = 10 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ  x ç¶
ñÂÆ S″(x) = 4 > 0 ÔË  Áå ¶ ÇÂÃ ñÂÆ
S″(10) > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò êÌ¶Öä  x =10,
S çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» AB å¶ R çÆ A å¯º çÈðÆ AR = x = 10 m ÔËÍ

       ÇÚ¼åð F².AH
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À°çÅÔðä CG. Üç¯ºÇÕ ÇÂ¼Õ Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü ç¶ ÁèÅð ç¶ ÇÂñÅòÅ Çå¿é» í¹ÜÅò» çÆ ¦ìÅÂÆ A@ cm ÔË
åç Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü çÅ ÁÇèÕåî Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ñ¯óÆºçÆ Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü ù ÇÚ¼åð F. AI éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ  AB  å¶ DP Áå¶ CQ
¦ì ÇÖ¼Ú¯Í î³é ñÀ° ÇÕ AP = x cm ÔË ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ∆APD ≅ ∆BQC ÔË ÇÂÃ ñÂÆ QB = x cm

ÔË Áå¶ êÅÇÂæÅ×¯ðÃ êÌî¶ï å¯º  DP = QC = 2100 x−  ÔËÍ î³é ñÀ° Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ
A ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» A ≡ A(x)

 =
1
2

(Ãî»åð í¹ÜÅò»

çÅ Ü¯ó) (À°ÚÅÂÆ)
=

( )21 (2 10 10) 100
2

x x+ + −

=

( )2( 10) 100x x+ −

Ü»  A′(x) = ( )2
2

( 2 )( 10) 100
100

xx x
x

−
+ + −

−

=
2

2

2 10 100

100

x x

x

− − +

−
Ô¹ä     A′(x) =0  éÅñ 2x2 + 10x – 100 = 0, ÇÜÃ éÅñ x  = 5  Áå¶ x = –10 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÕÀ°ºÇÕ x çÈðÆ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ Çðä éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x = 5 ÔËÍ

 Ô¹ä A″(x) =

2 2
22

2

( 2 )100 ( 4 10) ( 2 10 100)
100

100

xx x x x
x

x

−
− − − − − − +

−

−

=
3

3
2 2

2 300 1000

(100 )

x x

x

− −

−
 (Ãðñ Õðé å¶)

ÇÂÃ åð·» A″(5) =
3

3
2 2

2(5) 300(5) 1000 2250 30 0
75 75 75

(100 (5) )

− − − −
= = <

−

 ÇÚ¼åð F². AI
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ÇÂÃ åð·» x = 5  å¶ Ãî¦ì çÅ Ö¶åðëñ ÁÇèÕåî ÔË Áå¶ ÁÇèÕåî Ö¶åðëñ

A(5) = 2 2(5 10) 100 (5) 15 75 75 3 cm+ − = = ÔËÍ

À°çÅÔðä CH. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ô¿Õ± ç¶ Á³åð×å, ÁÇèÕåî òÕð Ãå·Å Ö¶åðëñ òÅñ¶, ò¶ñä çÅ
ÁðèÇòÁÅÃ À°Ã ô¿Õ± ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÅ Á¼èÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ô¿Õ± ç¶ ÁèÅð çÅ ÁðèÇòÁÅÃ  OC = r Áå¶
À°ÚÅÂÆ OA = h ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ô¿Õ± ç¶ Á³åð×å ò¶ñä ç¶
ÁèÅð ç¶ Ú¼Õð çÅ ÁðèÇòÁÅÃ OE = x ÔË (ÇÚ¼åð F. B@)A ò¶ñä
çÆ À°ÚÚÅÂÆ QE ç¶ ñÂÆ

QE
OA

 =
EC
OC

   (ÇÕÀ°ºÇÕ ∆QEC ~∆AOC)

Ü» QE
h

 =
r x

r
−

Ü» QE =
( )h r x

r
−

î³é ñÀ° ò¶ñä çÆ òÕð Ãå·Å Ö¶åðëñ S  ÔËÍ åç

S  ≡ S (x) = 
2 ( )xh r x

r
π −

 = 22 ( )h rx x
r
π

−     ÇÚ¼åð F². B@

Ü»

2S ( ) ( 2 )

4S ( )

hx r x
r

hx
r

π ′ = −
 − π ′′ =


Ô¹ä S′(x) = 0 éÅñ 2
rx =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ Ôð¶Õ x ç¶ ñÂÆ S″(x) < 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

S 0
2
r ′′ < 

 
 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ 2

rx =  , S çÅ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», ÇÂ¼Õ ô¿Õ± ç¶ Á³çð, ÁÇèÕåî
òÕð Ãå·Å Ö¶åðëñ òÅñ¶ ò¶ñä çÅ ÁðèÇòÁÅÃ, À°Ã ô¿Õ± ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÅ Á¼èÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

6.6.1 ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ Ç ò¼Ú ÇÕÃ¶ ëñé çÅ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ (Maximum and
Minimum Values of a Function in a Closed Interval)

î³é ñÀ° ÇÕ  f (x) = x + 2, x ∈ (0, 1) éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÇÂ¼Õ ëñé f  ÔËÍ
ÇèÁÅé Ççú ÇÕ (0] 1) å¶ ëñé ñ×ÅåÅð ÔË Áå¶ ÇÂÃ Á³åðÅñ Çò¼Ú éÅ å» ÇÂÃ çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ ÔË Áå¶ éÅ ÔÆ ÇÂÃ çÅ Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ
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êð Üç¯º ÁÃÆº  f  ç¶ êÌ»å ù ì¿ç Á³åðÅñ [0, 1] å¼Õ òèÅ Çç³ç¶ Ô» åç òÆ f  çÅ ôÅÇÂç Õ¯ÂÆ
ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî (ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ éÔÆº Ô¯ò¶×Å êÌ¿å± ÇÂÃ çÅ ÇéôÇÚå ÔÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 3 = f (1)
Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 2 =  f (0) ÔËÍ  x = 1 å¶  f  çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 3] [0, 1] å¶ f  çÅ Çéðê¶Ö
ÁÇèÕåî î¹¼ñ (global maximum or greatest value) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», x = 0 å¶ f  çÅ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 2] [0, 1] å¶ f  çÅ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ(global minimum or least value)
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ  [a, b] å¶ êÇðíÅÇôå ÇÕÃ¶ ñ×ÅåÅð ëñé f  ç¶ ÇÚ¼åð F . BAÇò¼Ú êÌçðÇôå
Áñ¶Ö å¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÕ x = b å¶ ëñé f  çÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ
f (b) ÔËÍ ëñé f  çÅ x = c  å¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

éÅñ ÔÆ Áñ¶Ö å¯º ÇÂÔ òÆ Ãêôà ÔË ÇÕ  f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (a) Áå¶ Çéðê¶Ö
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ f (d) ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ÇÂñÅòÅ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî (ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ,
ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî (ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ éÅñ¯º ò¼ÖðÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ  I Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ ÁÃñ ÁÇèÕåî Áå¶  Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ»
ç¶ Çòô¶ Çò¼Ú ç¯ éåÆÇÜÁ» (Çìé» ÃìÈå) ç¶ Õæé ç¼Ã»×¶Í
êÌî¶ï E. î³é ñÀ° ÇÕ Á³åðÅñ I = [a, b] å¶  f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔËÍ åç f  çÅ  Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî
î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ I Çò¼Ú Ø¼à åº̄ Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅð f  ÇÂÔ î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË Áå¶ f  çÅ  Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶  I Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅð f  ÇÂÔ î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔËÍ
êÌî¶ï F. î³é ñÀ¹ ì¿ç Á³åðÅñ I å¶  f ÇÂ¼Õ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ëñé ÔË Áå¶ î³é  ñÀ° ÇÕ I ç¶ Á³çð Õ¯ÂÆ
ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÔËÍ åç

(i) Üç¯º c å¶ f   Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË, åç  f ′(c) = 0
(ii) Üç¯º c å¶ f   Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË, åç  f ′(c) = 0

À°êð¯Õå êÌî¶ï» çÆ ð½ôéÆ Çò¼Ú, Çç¼å¶ ×Â¶ ì¿ç Á³åðÅñ Çò¼Ú ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ
Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ Ô¶á ÇñÖÆ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. BA
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ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ
Õçî A: Çç¼å¶ ×Â¶ Á³åðÅñ Çò¼Ú  f  ç¶ ÃÅð¶ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÁðæÅå x ç¶ À°Ô ÃÅð¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯
ÇÕ ÇÜ¼æ¶ Ü» å» ( ) 0f x =′  Ü» f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
Õçî B: Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈ ñÀ°Í
Õçî C: ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶ (Õçî A Áå¶ Õçî B Çò¼Ú Á³ÇÕå) f  ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Õçî D: Õçî C Çò¼Ú ÕÆåÆ ×äéÅ åº̄ êÌÅêå  f  ç¶ î¹¼ñ» Çò¼Ú ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» ù ñÀ°Í ÇÂÔ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔÆ, f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, f  Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ä×¶Í

À°çÅÔðä CI. Á³åðÅñ [1, 5] Çò¼Ú f (x) = 2x3 – 15x2 + 36x +1 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f  ç¶ Çéðê¶Ö
ÁÇèÕåî Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ» çÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË
f (x) = 2x3 – 15x2 + 36x + 1

Ü» f ′(x) = 6x2 – 30x + 36 = 6 (x – 3) (x – 2)

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ f ′(x) = 0 éÅñ  x = 2 Áå¶ x = 3 êÌÅêå Ô¿¹çÅ ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» Áå¶ Á³åðÅñ [1, 5] ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» ÁðæÅå x = 1, x = 2, x = 3 Áå¶
x = 5 å¶ f  ç¶ î¹¼ñ çÆ ×äéÅ Õð»×¶Í Ô¹ä :

f (1) = 2 (13) – 15 (12) + 36 (1) + 1 = 24
f (2) = 2 (23) – 15 (22) + 36 (2) + 1 = 29
f (3) = 2 (33) – 15 (32) + 36 (3) + 1 = 28
f (5) = 2 (53) – 15 (52) + 36 (5) + 1 = 56

ÇÂÃ åð·», ÁÃÆº ÇÂÃ éåÆÜ¶ å¶ êÔ¹¿Úç¶ Ô» ÇÕ Á³åðÅñ [1, 5] å¶ ëñé f  ç¶ ñÂÆ x =5 å¶ Çéðê¶Ö
ÁÇèÕåî î¹¼ñ EF Áå¶ x = 1 å¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ BD ÔËÍ

À°çÅÔðä D@. 
4 1
3 3( ) 12 6 , [ 1, 1]f x x x x= − ∈ −  éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÂ¼Õ ëñé f  ç¶ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî

Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË

f (x) =
4 1
3 312 6x x−

Ü» f ′(x) =
1
3

2 2
3 3

2 2(8 1)16 xx
x x

−
− =

ÇÂÃ åð·»  f ′(x) = 0 éÅñ 1
8

x =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ x = 0 å¶ f ′(x)
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êÇðíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ ÇºÂÃ ñÂÆ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ x = 0 Áå¶ 1
8

x =  ÔËÍ Ô¹ä éÅ÷¹Õ Çì³çÈÁ» x = 0, 
1
8  Áå¶

Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈÁ» x = –1 Áå¶ x = 1 å¶ ëñé f  ç¶ î¹¼ñ çÆ ×äéÅ Õðé éÅñ

f (–1) =
4 1
3 312( 1 ) 6( 1 ) 18− − − =

f (0) = 12 (0) – 6 (0) = 0

1
8

f  
 
 

 =
4 1
3 31 1 912 6

8 8 4
−   − =   

   

f (1) =
4 1
3 312(1 ) 6(1 ) 6− =

êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ÇÂÃ ÇÃ¼à¶ å¶ êÔ¹¿Úç¶ Ô» ÇÕ x = –1 å¶  f çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî

î¹¼ñ AH ÔË Áå¶ 
1
8

x = å¶ f  çÅ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 9
4

−
 ÔËÍ

À°çÅÔðä DA.  ç¹ôîä çÅ ÇÂ¼Õ ÁêÅÚ¶ ÔËñÆÕÅêàð òÕð y = x2 + 7 Áé°ÃÅð À°µâ ÇðÔÅ ÔËÍ Çì³çÈ (3]
7) å¶ ÃÇæå ÇÂ¼Õ ÃËÇéÕ ÁÅêäÆ ÃÇæåÆ å¯º ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¶ À°Ã ÔËñÆÕÅêàð ù ÇéôÅéÅ ñÅÀ°äÅ
ÚÅÔ¹¿çÅ ÔËÍ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  x ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ ÔËñÆÕÅêàð çÆ ÃÇæåÆ Çì³çÈ (x, x2 + 7) ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (3, 7) å¶ ÃÇæå
ÃËÇéÕ Áå¶ ÔËñÆÕÅêàð ç¶ Çò¼Ú çÈðÆ 2 2 2( 3) ( 7 7)x x− + + − , ÁðæÅå 2 4( 3)x x− + ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = (x – 3)2 + x4

Ü» f ′(x) = 2(x – 3) + 4x3 = 2 (x – 1) (2x2 + 2x + 3)
ÇÂÃ ñÂÆ  f ′(x) = 0 éÅñ x = 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË å¶ 2x2 + 2x + 3 = 0 éÅñ Õ¯ÂÆ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ êÌÅêå
éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ Çç¼å¶ Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈ òÆ éÔÆº Ôé, ÇÜÔé» ù ÃîÈÔ Çò¼Ú ôÅÇîñ ÕÆåÅ ÜÅò¶ ÇÜÔé»
ñÂÆ  f ′ çÅ î¹¼ñ ÇÃøð ÔË ÁðæÅå Õ¶òñ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ, ÁðæÅå x = 1 ÔÆ ÇÂÃ åð·» çÅ ÔËÍ ÇÂÃ Çì³çÈ å¶
f çÅ î¹¼ñ f (1) = (1 – 3)2 + (1)4  = 5 çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·», ÃËÇéÕ Áå¶ ÔËñÆÕÅêàð ç¶
Çò¼Ú çÈðÆ  (1) 5f =  ÔËÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ 5  Ü» å» ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ (0)f  = 2 4(0 3) (0) 3 5− + = > ÔËÍ

ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ ( )f x   çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ 5  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃËÇéÕ Áå¶ ÔËñÆÕÅêàð
ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ 5  ÔËÍ
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ÁÇíÁÅÃ F. E

1. Ô¶á» Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å» êåÅ Õð¯Í
   (i)   f (x) = (2x – 1)2 + 3              (ii)   f (x) = 9x2 + 12x + 2

(iii) f (x) = – (x – 1)2 + 10 (iv) g (x) = x3 + 1

2. Ô¶á» Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å» êåÅ Õð¯Í
(i) f (x) = |x + 2 | – 1 (ii) g (x) = – |x + 1| + 3

(iii) h (x) = sin(2x) + 5 (iv) f (x) = | sin 4x + 3|
(v) h (x) = x + 1, x ∈ (– 1, 1)

3. Ô¶á» Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé» ç¶ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, Ü¶ Õ¯ÂÆ Ô¯ò¶ å» êåÅ Õð¯Í ÃæÅéÕ
ÁÇèÕåî Ü» ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, ÇÜÃ åð·» çÆ ÃÇæåÆ Ô¯ò¶, òÆ êåÅ Õð¯Í

(i) f (x) = x2 (ii) g (x) = x3 – 3x

(iii) h (x) = sin x + cos x, 0
2

x π
< <

(iv) f (x) = sin x – cos x, 0 2x< < π

(v) f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 15 (vi)
2( ) , 0

2
xg x x

x
= + >

(vii) 2
1( )

2
g x

x
=

+
(viii) ( ) 1 , 0 1= − < <f x x x x

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» çÅ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ
(i) f (x) = ex (ii) g (x) = log x

(iii) h (x) = x3 + x2 + x +1
5. Çç¼å¶ ×Â¶ Á³åðÅñ» Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ

êåÅ Õð¯Í
(i) f (x) = x3, x ∈ [– 2, 2] (ii) f (x) = sin x + cos x , x ∈ [0, π]

(iii) f (x) = 21 94 , 2,
2 2

x x x  − ∈ −  
(iv) 2( ) ( 1) 3, [ 3,1]f x x x= − + ∈ −

6. Üç¯ºÇÕ ñÅí ëñé p (x) =41 – 72x – 18x2  éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» ÇÕÃ¶ Õ¿êéÆ ò¼ñ¯º
ÕîÅÇÂÁÅ ÁÇèÕåî ñÅí êåÅ Õð¯Í

7. Á³åðÅñ [0, 3] å¶  3x4 – 8x3 + 12x2  – 48x + 25 ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌÅêå Õð¯Í
8. Á³åðÅñ [0, 2π] ç¶ ÇÕÔó¶ Çì³çÈÁ» å¶ ëñé sin 2x ÁÅêäÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË?
9. ëñé sin x + cos x çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÕÆ ÔË?
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10. Á³åðÅñ [1, 3] Çò¼Ú 2x3 – 24x + 107 çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í ÇÂÃ ëñé çÅ Á³åðÅñ
[–3, –1]  Çò¼Ú òÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

11. Üç¯º ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³åðÅñ [0, 2] Çò¼Ú  x = 1 å¶ ëñé x4 – 62x2 + ax + 9
ÁÇèÕåî î¹¼ñ êÌÅêå ÕðçÅ ÔË, å» a çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

12. [0, 2π] å¶ x + sin 2x çÅ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
13. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç ̄Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó BD ÔË Áå¶ ÇÜÔé» çÅ ×¹äéëñ ÁÇèÕåî Ôò̄¶Í
14. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò»  x Áå¶ y êåÅ Õð¯ å» ÇÕ x + y = 60 Áå¶ xy3 ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í
15. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» x Áå¶ y êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó CE Ô¯ò¶ Áå¶ ×¹äéëñ

x2 y5 ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í
16. ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ èé Ã¿ÇÖÁÅò» êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» çÅ Ü¯óëñ AF Ô¯ò¶ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Øä» çÅ

Ü¯óëñ ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í
17. 18 cm í¹ÜÅ ç¶ àÆé ç¶ ÇÕÃ¶ òð×ÕÅð à¹Õó¶ éÅñ Ôð¶Õ Õ¯é¶ å¯º ÇÂ¼Õ òð× Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÂÃ åð·»

ìä¶ àÆé ç¶ ëñÕ» ù î¯ó Õ¶ ÇÂ¼Õ ã¼Õä ðÇÔå ìÕÃÅ ìäÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Õ¼à¶ ÜÅä òÅñ¶ òð×
çÆ í¹ÜÅ ÇÕ¿éÆ Ô¯ò¶×Æ ÇÜÃ éÅñ ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

18. 45 cm × 24 cm çÆ àÆé çÆ ÁÅÇÂåÅÕÅð ÚÅçð ç¶ Õ¯é¶ å¶ òð× Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÂÃ åð·» ìä¶
àÆé ç¶ ëñÕ» ù î¯ó Õ¶ ÇÂ¼Õ ã¼Õä ðÇÔå ìÕÃÅ ìäÅÇÂÁÅ ÔËÍ Õ¼à¶ ÜÅä òÅñ¶ òð× çÆ í¹ÜÅ
ÇÕ¿éÆ Ô¯ò¶×Æ ÇÜÃ éÅñ ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

19. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ Ú¼Õð ç¶ Á³åð×å ÃÅðÆÁ» ÁÅÇÂå» Çò¼Úº̄ òð× çÅ Ö¶åðëñ ÁÇèÕåî Ô¹¿çÅ ÔËÍ
20. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇéôÇÚå Ãå·Å Ö¶åðëñ òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ò¶ñä çÅ ÁÅÇÂåé ÁÇèÕåî Ô¯ò¶×Å

Üç¯º À°Ã çÆ À°ÚÅÂÆ À°Ã ç¶ ÁèÅð ç¶ ÇòÁÅÃ ç¶ ìðÅìð Ô¯ò¶Í
21. 100 cm3 ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ÃÅð¶ ì¿ç ò¶ñäÅÕÅð (¦ì Ú¼ÕðÆ) â¼ÇìÁ» Çò¼Ú¯º ÇéÀ±éåî Ãå·Å

Ö¶åðëñ òÅñ¶ â¼ì¶ çÆÁ» ÇòîÅò» êåÅ Õð¯Í
22. ÇÂ¼Õ 28 cm ¦ì¶ åÅð ù ç¯ à¹ÕÇóÁ» Çò¼Ú ò¿â Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ à¹Õó¶ éÅñ òð× Áå¶

çÈÃð¶ çÅ Ú¼Õð ìäÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ç¯é» à¹ÕÇóÁ» çÆ ¦ìÅÂÆ ÇÕ¿éÆ Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔË å» ÇÕ òð×
Áå¶ Ú¼Õð ç¶  Ö¶åðëñ» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í

23. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ R Áðè ÇòÁÅÃ ç¶ ×¯ñ¶ ç¶ Á³åð×å ò¼â¶ åº̄ ò¼â¶ ô¿Õ± çÅ ÁÅÇÂåé, ×¯ñ¶ ç¶ ÁÅÇÂåé

çÅ 
8
27  ò» Ô¹¿çÅ ÔËÍ

24. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇéÀ±éåî òÕð Ãå·Å  Ö¶åðëñ Áå¶ ÇéôÇÚå ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ô¿Õ± çÆ
À°ÚÅÂÆ, ÁèÅð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÆ 2  ×¹äÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ

25. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇéôÇÚå ÇåðÛÆ À°ÚÅÂÆ Áå¶ ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ô¿Õ± çÅ Áðè ÇÃÖð Õ¯ä
1tan 2−  Ô¹¿çÅ ÔËÍ

26. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ãå·Å ç¶ Ö¶åðëñ Áå¶ ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ô¿Õ± çÅ Áðè
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ÇÃÖð Õ¯ä 1 1sin
3

−  
  

 Ô¹¿çÅ ÔËÍ

êÌôé Ã¿ÇÖÁÅ BG å¯º BI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
27.  òÕð x2 = 2y  å¶ (0, 5)  å¯º ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¶ ÃÇæå Çì³çÈ ÔË :

(A) (2 2,4) (B) (2 2,0) (C) (0, 0) (D) (2, 2)

28. x,  ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ 
2

2
1
1

x x
x x

− +
+ +

  çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔË :

(A) 0 (B) 1 (C) 3 (D)
1
3

29.
1
3[ ( 1) 1]x x − + , 0 1x≤ ≤   çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË :

(A)
1
31

3
 
  

(B)
1
2 (C) 1 (D) 0

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä DB.  ÇÂ¼Õ ÕÅð Ãî¶º t = 0 å¶ Çì³çÈ P å¯º Ú¼ñäÅ ô¹ðÈ ÕðÕ¶ Çì³çÈ Q å¶ ð¹Õ Ü»çÆ ÔËÍ ÕÅð ò¼ñ¯º
t ÃËÇÕ¿â Çò¼Ú åËÁ ÕÆåÆ çÈðÆ, x îÆàð Çò¼Ú

x = 2 2
3
tt  −    éÅñ çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔË

ÕÅð ù Q å¼Õ êÔ¹¿Úä Çò¼Ú ñ¼Ç×ÁÅ Ãî» êåÅ Õð¯ Áå¶  P Áå¶ Q ç¶ Çò¼Ú çÈðÆ òÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ t ÃËÇÕ¿â Çò¼Ú ÕÅð çÅ ò¶×  v ÔËÍ

Ô¹ä x = 2 2
3
tt  − 

 

Ü» v =
dx
dt

 = 4t – t2 = t (4 – t)

ÇÂÃ åð·»                   v = 0 å¯º  t =0 Áå¶ t = 4 êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
Ô¹ä P Áå¶ Q å¶ ÕÅð çÅ ò¶×  v = 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Q å¶ ÕÅð  4 ÃËÇÕ¿â» Çò¼Ú êÔ¹¿Ú¶×ÆÍ Ô¹ä D ÃËÇÕ¿â»
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Çò¼Ú ÕÅð ò¼ñ¯º åËÁ ÕÆåÆ ×ÂÆ çÈðÆ Ô¶á ÇñÖÆ ÔË :

x] t = 4 =
2 4 2 324 2 16 m

3 3 3
   − = =      

 

À°çÅÔðä DC.   êÅäÆ çÆ ÇÂ¼Õ àËºÕÆ çÅ ÁÅÕÅð, ¦ì è¹ð¶ òÅñ¶ ÇÂ¼Õ À°ñà¶ ¦ìÕÅðÆ ô¿Õ± òð×Å ÔË ÇÜÃ çÅ
ÇÃÖð Ô¶á» ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Áðè ÇÃÖð Õ¯ä  tan–1(0.5) ÔËÍ ÇÂÃ Çò¼Ú 5 m3/h çÆ çð éÅñ êÅäÆ íÇðÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ êÅäÆ ç¶ ê¼èð ç¶ òèä çÆ çð À°Ã êñ êåÅ Õð¯ Üçº̄ àËºÕÆ Çò¼Ú êÅäÆ çÆ À°ÚÅÂÆ 10 m ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  r, h  Áå¶ α  ÇÚ¼åð F. BB ç¶ Áé°ÃÅð ÔËÍ åç
tan r

h
α = ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ α = 1tan r
h

−  
 
 

 = tan–1(0.5)     (Çç¼åÅ ÔË)

ÇÂÃ åð·» r
h

 = 0.5  Ü»  r = 
2
h

î³é ñÀ° ô¿Õ± çÅ ÁÅÇÂåé  V ÔË åç
V =2 3

21 1
3 3 2 12

h hr h h π π = π =  

ÇÂÃ åð·»
Vd

dt
 =

3

12
d h dh
dh dt

 π
⋅ 

 
    (ñóÆ Çéïî éÅñ)

= 2

4
dhh
dt

π

Ô¹ä ÁÅÇÂåé ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÁðæÅå V 5d
dt

= m3/h Áå¶ h = 4 m ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 5 = 2(4)
4

dh
dt

π
⋅

Ü»
dh
dt

 =
5 35 22m/min

4 88 7
 = π =  π

ÇÂÃ åð·» êÅäÆ ç¶ ê¼èð ç¶ òèä çÆ çð 
35 m/min
88 ÔËÍ

À°çÅÔðä DD.   2 m À°ÚÅÂÆ çÅ ÁÅçîÆ 6 m À°µÚ¶ ÇìÜñÆ ç¶ Ö³í¶ å¯º çÈð  5 km/h çÆ ÇÂ¼Õ ÃîÅé
ÚÅñ éÅñ ÚñçÅ ÔËÍ À°Ã ç¶ êðÛÅò¶º çÆ ¦ìÅÂÆ çÆ òèä çÆ çð êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð F. BC Çò¼Ú î³é ñÀ°, AB ÇÂ¼Õ ÇìÜñÆ çÅ Ö³íÅ ÔËÍ  B Çì³çÈ å¶ ìñì ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ
ÇÂ¼Õ Çòô¶ô Ãî¶º t å¶ ÁÅçîÆ MN ÔËÍ î³é ñÀ° AM = l m Áå¶ ÁÅçîÆ çÅ êðÛÅò» MS ÔË Áå¶ î¹¼ñ
MS = s m ÔËÍ
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ  ∆ASB ~ ∆MSN

ÇÚ¼åð F. BB

h
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Ü»
MS
AS

 =
MN
AB

Ü» AS = 3s
[(ÇÕÀ°ºÇÕ MN = 2 m Áå¶ AB = 6 m  (Çç¼åÅ

ÔË)]
ÇÂÃ åð·» AM = 3s – s = 2s ÔËÍ êð¿å± AM =
l îÆàð ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ l = 2s

ÇÂÃ åð·»
dl
dt

 = 2 ds
dt

ÇÕÀ°ºÇÕ 
dl
dt

= 5 km/h ÔËÍ ÇÂÃ åð·» êðÛÅò¶º çÆ ¦ìÅÂÆ Çò¼Ú òÅèÅ 
5
2  km/h çÆ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé DE.   òÕð x2 = 4y ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ ÁÇí¦ì çÅ ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯ Ü ̄Çì³çÈ (1] 2) åº̄ ¦ØçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : x2 = 4y çÅ] x ç¶ ìÅìå ÇâøðËºÇôÂ¶ôé Õðé å¶
dy
dx

 =
2
x

î³é ñÀ° ÇÕ òÕð  x2 = 4y ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ Ãêðô Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (h, k) Ôé (h, k) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé

( , )h k

dy
dx


  =

2
h

⇒ (h, k) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ãñÅé  =
2

h
−

ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ (h, k) å¶ ÁÇí¦ì çÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

y – k =
2 ( )x h

h
−

− ... (1)

êð¿å± ÇÂÔ Çì³çÈ (1, 2) å¯º ¦ØçÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

22 (1 )k h
h

−
− = −  Ü»  

22 (1 )k h
h

= + − ... (2)
ÇÕÀ°ºÇÕ (h, k) òÕð x2 = 4y å¶ ÃÇæå ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

h2 = 4k ... (3)
Ô¹ä (2) Áå¶ (3), å¯º h = 2 Áå¶ k = 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ  h Áå¶ k ç¶ ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) Çò¼Ú ð¼Öä
å¶ ¦ìðÈê ð¶ÖÅ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä

21 ( 2)
2

y x−
− = − Ü»   x  + y  = 3 êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÚ¼åð F. BC
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À°çÅÔðä DF.   òÕð  y = cos(x + y), – 2π ≤ x ≤ 2π çÆÁ» À°Ô Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé
êåÅ Õð¯ Ü¯ ð¶ÖÅ  x + 2y = 0 ç¶ Ãî»åð ÔéÍ

Ô¼ñ : y = cos(x + y) çÅ x, ç¶ ìÅìå Çâøð¶ºÇôÂ¶ôé Õðé å¶
dy
dx

 =
sin ( )

1 sin ( )
x y
x y

− +
+ +

Ü» (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅé =
sin ( )

1 sin ( )
x y
x y

− +
+ +

ÇÕÀ°ºÇÕ Çç¼å¶ ×Â¶ òÕð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ x + 2y = 0 ç¶ Ãî»åð ÔË ÇÜÃçÆ ãñÅä
1

2
−

 ÔËÍ ÇÂÃ åð·»

sin( )
1 sin( )

x y
x y

− +
+ +  =

1
2
−

Ü» sin(x + y) = 1

Ü» x + y = nπ + (– 1)n ,
2
π

 n ∈ Z,

åç y = cos (x + y) = ,cos ( 1)
2

nn π π + −     n ∈ Z,

= 0 Ôð¶Õ  n ∈ Z ç¶ ñÂÆ

éÅñ ÔÆ ÇÕÀ°ºÇÕ 2 2x− π ≤ ≤ π , ÇÂÃ ñÂÆ 3
2

x π
= −  Áå¶ 

2
x π

=  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Çç¼å¶ ×Â¶

òÕð ç¶ Õ¶òñ Çì³çÈÁ» 3 ,0
2
π −  

 Áå¶ ,0
2
π 

    å¶ Ãêðô ð¶ÖÅò», ð¶ÖÅ x + 2y = 0 ç¶ Ãî»åð ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» ç¶ ÃîÆÕðé

y – 0 =
1 3

2 2
x− π + 

 
    Ü»   2 4 3 0x y+ + π =

Ü» y – 0 =
1

2 2
x− π − 

 
     Ü»   2 4 0x y+ − π =  ÔËÍ

À°çÅÔðä DG.  À°Ôé» Á³åðÅñ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» Çò¼Ú ëñé

f (x) = 4 3 23 4 363 11
10 5 5

x x x x− − + +

(a)  ÃÖåÆ éÅÿ òèçÅ (b) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
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Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

f (x) = 4 3 23 4 363 11
10 5 5

x x x x− − + +

Ü» f ′(x) =

3 23 4 36(4 ) (3 ) 3(2 )
10 5 5

x x x− − +

=
6 ( 1)( 2)( 3)
5

x x x− + − (Ãðñ Õðé å¶)

Ô¹ä f ′(x) = 0 éÅñ x = 1, x = – 2, Áå¶ x = 3 êÌÅêå Ô¹¿ç¶ ÔéÍ x = 1, – 2, Áå¶ 3 òÅÃåÇòÕ
Ã¿ÇÖÁÅ ð¶ÖÅ ù ÚÅð éÅ-Ü¹ó¶ Á³åðÅñ» ÇÜò¶º ÇÕ (– ∞, – 2), (– 2, 1), (1, 3) Áå¶ (3, ∞) Çò¼Ú ò¿â
Õðç¶ ÔéÍ (ÇÚ¼åð 6.24)

Á³åðÅñ (– ∞, – 2) ù ñÀ°, ÁðæÅå Üç¯º – ∞ < x < – 2 ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº  x – 1 < 0, x + 2 < 0 Áå¶ x – 3 < 0 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

(Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú x = –3 ç¶ ñÂÆ ç¶Öç¶ Ô» ÎÇÕ f ′(x) = (x – 1) (x + 2) (x – 3)

= (– 4) (– 1) (– 6) < 0) ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º  – ∞ < x < – 2 ÔË, åç  f ′(x) < 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» (– ∞, – 2) Çò¼Ú ëñé f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ
Á³åðÅñ (–2, 1), ù ñÀ° ÁðæÅå Üç¯º – 2 < x < 1 ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú

x – 1 < 0, x + 2 > 0 Áå¶ x – 3 < 0 ÔËÍ
 (Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú x = 0, ç¶ ñÂÆ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ f ′(x) = (x – 1) (x + 2) (x – 3) = (–1) (2)

(–3) = 6 > 0)
ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º – 2 < x < 1 ÔË, åç  f ′(x) > 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» (&2] 1) Çò¼Ú ëñé  f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

Ô¹ä Á³åðÅñ (1,3) ù ñÀ° ÁðæÅå Üç¯º 1 < x < 3 ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  x – 1 > 0, x  + 2 > 0
Áå¶ x – 3 < 0 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º  1 < x < 3 ÔË å» f ′(x) < 0 ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Á³åðÅñ (1, 3) Çò¼Ú ëñé  f  ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ Á³å Çò¼Ú Á³åðÅñ (3, ∞), ù ñÀ°
ÁðæÅå Üç¯º 3 < x < ∞ ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú x – 1 > 0, x + 2 > 0 Áå¶  x – 3 > 0 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Üç¯º
x > 3 ÔË, å» f ′(x) > 0 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» Á³åðÅñ (3, ∞) Çò¼Ú ëñé  f  ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ÔËÍ

–2 1 320–1
ÇÚ¼åð F. BD
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À°çÅÔðä DH.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = tan–1(sin x + cos x), x > 0 éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f ,

0,
4
π 

  
Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶
f (x) = tan–1(sin x + cos x), x > 0

Ü» f ′(x) = 2
1 (cos sin )

1 (sin cos )
x x

x x
−

+ +

=
cos sin
2 sin 2

x x
x

−
+

(Ãðñ Õðé å¶)

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ 0,
4
π 

   Çò¼Ú Ôð¶Õ x ç¶ ñÂÆ 2 + sin 2x > 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ f ′(x) > 0  Üç¯º ÇÕ cos x – sin x > 0

Ü» f ′(x) > 0  Üç¯º ÇÕ cos x > sin x  Ü» cot x > 1

Ô¹ä cot x > 1 Üç¯º ÇÕ  tan x < 1, ÁðæÅå Üç¯º  0
4

x π
< <

ÇÂÃ ñÂÆ Á³åðÅñ 0,
4
π 

  
 Çò¼Ú  f ′(x) > 0 ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» 0,
4
π 

 
 

 Çò¼Ú f  ÇÂ¼Õ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ ëñé ÔËÍ

À°çÅÔðä DI.  3 cm  Ãî Áðè ÇòÁÅÃ òÅñÆ ÇÂ¼Õ Ú¼ÕðÅÕÅð êñ¶à ×ðî ÕÆåÆ ÜÅ ðÔÆ ÔËÍ ëËñä
éÅñ ÇÂÃ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ @.@E cm/s çÆ çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ ÇÕÃ
çð éÅñ ò¼è ÇðÔÅ ÔË Üç¯º Áðè ÇòÁÅÃ C. B cm Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼åÆ ×ÂÆ êñ¶à çÅ Áðè ÇòÁÅÃ r ÔË Áå¶ A ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ åç
Ô¹ä A = π r2

Ü»
Ad

dt
 = 2 drr

dt
π (ñóÆ Çéïî éÅñ)

Ô¹ä Áðè ÇòÁÅÃ ç¶ òÅè¶ çÆ ñ×í× çð  = dr = 0.05dr t
dt

∆ = cm/s ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ Ö¶åðëñ ç¶ òÅè¶ çÆ ñ×í× çð

dA =
A ( )d t

dt
∆
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= 2 drr t
dt

 π ∆ 
 

 = 2πr (dr)

= 2π (3.2) (0.05) (r = 3.2 cm)
= 0.320π cm2/s

À°çÅÔðä E@.   ÁÅÇÂåÕÅð 3 m × 8 m ÁË¬îÆéÆÁî çÆ ÚÅçð éÅñ, Ôð¶Õ Õ¯é¶ å¯º ìðÅìð òð×
Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÕéÅð¶ À°µêð ò¼ñ î¯ó Õ¶ ÇÂ¼Õ Ö¹¼ñÅ ìÕÃÅ ÇåÁÅð ÕÆåÅ ÜÅäÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ Ãí å¯º ò¼â¶
ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° Õ¼à Õ¶ ÔàÅÂ¶ ×Â¶ Ôð¶Õ òð× çÆ í¹ÜÅ x îÆ ÔËÍ åç, ìÕÃ¶ çÆ À°ÚÅÂÆ x ¦ìÅÂÆ 8 – 2x
Áå¶ Ú½óÅÂÆ 3 – 2x Ô¯ò¶×ÆÍ (ÇÚ¼åð 6.25) Ü¶ ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé V(x) ÔË å»

V(x) = x (3 – 2x) (8 – 2x)

             =4x3 – 22x2 + 24x,

ÇÂÃ ñÂÆ 
2V ( ) 12 44 24 4( 3)(3 2)

V ( ) 24 44
x x x x x
x x

 ′ = − + = − −


′′ = −

Ô¹ä V′(x) = 0 å» x = 
2
3

 Áå¶ x = 3 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË êð¿å± x ≠ 3 (ÇÕÀ°º?)

ÇÂÃ ñÂÆ x =
2
3

Ô¹ä 2V
3

 ′′   
 =

224 44 28 0
3

  − = − <  

ÇÂÃ ñÂÆ, 2
3

x =  ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË ÁðæÅå Ü¶ ÁÃÆº Ôð¶Õ Õ¯é¶ å¯º í¹ÜÅ 
2 m
3  çÅ òð× Õ¼à

Õ¶ ÔàÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ìÅÕÆ ÚÅçð å¯º ìÕÃÅ ìäÅÀ°ºç¶ Ô» å» À°Ã ìÕÃ¶ çÅ ÁÅÇÂåé Ãí åº̄ ò¼è Ô¯ò¶×Å Áå¶
2V
3

 
 
 

 =
3 22 2 24 22 24

3 3 3
     − +     
     

 = 3200 m
27

ÇÚ¼åð F. BE
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À°çÅÔðé EA.   ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ òÃå±Á» ù Rs 5
100

x −    ð¹êÂ¶ êÌåÆ òÃå± ç¶ éÅñ ò¶Ú ÃÕçÅ ÔËÍ

x òÃå±Á» çÅ ÖðÆç î¹¼ñ Rs 500
5
x +    ð¹êÂ¶ ÔËÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ À°Ã ù ÇÕ¿éÆÁ» òÃå±Á» ò¶ÚäÆÁ»

ÚÅÔÆçÆÁ» Ôé ÇÜÃ éÅñ À°Ã ù ÁÇèÕåî ñÅí Ô¯ò¶Í
Ô¼ñ :  î³é ñÀ° S(x) òÃå±Á» çÅ ò¶Ú î¹¼ñ ÔË Áå¶ î³é ñÀ° C(x),  x òÃå±Á» çÅ ÖðÆç î¹¼ñ ÔËÍ åç, ÃÅù êåÅ ÔË

S (x) =
2

5 5
100 100

x xx x − = − 
 

Áå¶ C (x) = 500
5
x

+

ÇÂÃ åð·», ñÅí ëñé P (x) éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

P(x) =
2

S( ) C( ) 5 500
100 5
x xx x x− = − − −

ÁðæÅå P(x) =
224 500

5 100
xx − −

Ü» P′(x) =
24
5 50

x
−

Ô¹ä P′(x) = 0 éÅñ x = 240 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ 1P ( )
50

x −′′ = . ÇÂÃ ñÂÆ 1P (240) 0
50
−′′ = <  ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» x = 240 ÁÇèÕåî çÅ Çì³çÈ ÔË ÇÂÃ åð·» ÇéðîÅåÅ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅ ÃÕçÅ ÔË Üç¯º
À°Ô240 ÇÂÕÅÂÆÁ» ò¶ÚçÅ ÔËÍ

ÁÇèÁÅÇÂ F Óå¶  ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. ÇâëðËéôÆÁñ çÆ òðå¯º  ÕðÕ¶ Ô¶á» ÇñÖ¶ Ôð¶Õ çÅ ñ×í× î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :

(a)
1
417

81
 
  

(b) ( )
1
533 −

2. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ log( ) xf x
x

=  éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé x = e å¶ ÁÇèÕåî ÔËÍ
3. ÇÕÃÆ ÇéôÇÚå ÁÅèÅð  b ç¶ ÇÂ¼Õ Ãîç¯í¹ÜÆ Çåzí¹Ü çÆÁ» ìðÅìð í¹ÜÅò» 3 cm/s çÆ çð å¯º

Ø¼à ðÔÆÁ» ÔéÍ ÇÜÃ Ãî¶º Çåzí¹Ü çÆ ìðÅìð í¹ÜÅò» ÁÅèÅð ç¶ ìðÅìð Ô¯ä, À°Ã Ãî¶º Çåzí¹Ü çÅ
Ö¶åðëñ ÇÕ¿éÆ å¶ÜÆ éÅñ Ø¼à ÇðÔÅ ÔË?
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4. òÕð x2 = 4y ç¶ Çì³çÈ (1] 2) å¶ ÁÇí¦ì  çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
5. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÕð x = a cosθ + aθ sinθ, y = a sinθ – aθ cosθ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ θ å¶ ÁÇí¦ì

îÈñ Çì³çÈ å¯º ÁÚñ çÈðÆ å¶ ÔËÍ
6. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÜÃ å¶

4sin 2 cos( )
2 cos

x x x xf x
x

− −
=

+

éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé f (i) ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ (ii) ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ ÔËÍ

7. Á³åðÅñ êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ 3
3

1( ) , 0f x x x
x

= + ≠  éÅñ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé

(i) òèçÅ ÔË (ii) ØàçÅ ÔËÍ

8. ÇÂÇñêÃ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  ç¶ Á³åð×å À°Ã Ãîç¯í¹ÜÆ Çåzí¹Ü çÅ ÁÇèÕåî Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯

ÇÜÃçÅ ÇÃÖð, è¹ð¶ ç¶ ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ å¶ ÔËÍ
9. ÁÅÇÂåÕÅð ÁèÅð Áå¶ ÁÅÇÂåÕÅð çÆòÅð» çÆ 2 m â±¿ØÆ Áå¶ 8 m3 ÁÅÇÂåé çÆ ÇÂ¼Õ Çìé» ã¼Õä

çÆ àËºÕÆ çÅ ÇéðîÅä ÕðéÅ ÔËÍ Üçº̄ ÇÕ àËºÕÆ ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú ÁèÅð ç¶ ñÂÆ Rs 70/m2 Áå¶ çÆòÅð»
å¶ Rs 45/m2 çð éÅñ ÖðÚ ÁÅÀ°ºçÅ ÔË å» ÇéÀ±éåî ÖðÚ éÅñ ìäÆ àËºÕÆ çÆ ñÅ×å ÕÆ Ôò̄¶×Æ?

10. ÇÂ¼Õ Ú¼Õð Áå¶ ÇÂ¼Õ òð× ç¶ êÇðîÅê» çÅ Ü¯ó  k ÔË, ÇÂ¼æ¶ k ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ À°Ôé»
ç¶ Ö¶åðëñ» çÅ Ü¯ó ÇéÀ±éåî ÔË, Üçº̄ òð× çÆ í¹ÜÅ, Ú¼Õð ç¶ ÁðèÇòÁÅÃ çÆ ç¹¼×äÆ ÔËÍ

11. ÇÕÃ¶ ÁÅÇÂå ç¶ À°µêð ìäÆ Áðè-Ú¼ÕðÕÅð ÇÖóÕÆ çÅ Ã¿êÈðé êÇðîÅê 10 m ÔËÍ ÇÖóÕÆ çÅ
ÇòîÅò» êåÅ Õð¯ Üç¯º ÇÕ êÈðÆ Ö¹¼ñ·Æ ÇÖóÕÆ Çò¼Ú¯º ÁÇèÕåî ð¯ôéÆ ÁÅò¶Í

12. Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» å¯º a Áå¶ b çÈðÆ å¶ Çåzí¹Ü ç¶ Õðä å¶ ÃÇæå Çì³çÈ ÔËÍ ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Õðä

çÆ ÁÇèÕåî ¦ìÅÂÆ 
2 2 3
3 3 2( )a b+  ÔËÍ

13. À°Ôé» Çì³çÈÁ» ù êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» å¶ f (x) = (x – 2)4 (x + 1)3 éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé f çÅ]
(i) ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË (ii) ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔË

(iii) ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔË
14. f (x) = cos2 x + sin x, x ∈ [0, π] éÅñ Çç¼å¶ ×Â¶ ëñé  f  çÅ Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî Áå¶

Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
15. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ r ÁðèÇòÁÅÃ òÅñ¶ ×¯ñ¶ ç¶ Á³åð×å ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ

ô¿Õ± çÆ À°ÚÅÂÆ 
4
3
r

 ÔËÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



 âËðÆòËÇàò ç¶ ÁäÀ°êï¯×      261

16. î³é ñÀ° ÇÕ [a, b] å¶ êÇðíÅÇôå ÇÂ¼Õ ëñé f ÇÂÃ åð·» x ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ f ′(x) > 0 ÔË å»
ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ (a, b) å¶ f òèçÅ ëñé ÔËÍ

17. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ R ÁðèÇòÁÅÃ òÅñ¶ ×¯ñ¶ ç¶ Á³åð×å ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÅñ¶ ò¶ñä çÆ

À°ÚÅÂÆ 2R
3
 ÔËÍ ÁÇèÕåî ÁÅÇÂåé òÆ êåÅ Õð¯Í

18. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Áðè ÇÃÖð Õ¯ä α  Áå¶ À°ÚÅÂÆ h òÅñ¶ ¦ì Ú¼ÕðÆ ô¿Õ± ç¶ Á³åð×å, ÁÇèÕåî
ÁÅÇÂåé ç¶ ò¶ñä çÆ À°ÚÅÂÆ, ô¿Õ± çÆ À°ÚÅÂÆ çÆ ÇÂ¼Õ ÇåÔÅÂÆ ÔË Áå¶ ì¶ñä çÅ ÁÇèÕåî

ÁÅÇÂåé  3 24 tan
27

hπ α  ÔËÍ
AI å¯º BD å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯Í

19. ÇÂ¼Õ 10 m ÁðèÇòÁÅÃ çÆ ò¶ñäÕÅð àËºÕÆ Çò¼Ú 314 m3/h çÆ çð éÅñ ÕäÕ íðÆ Ü»çÆ
ÔËÍ íðÆ ×ÂÆ ÕäÕ çÆ â±¿ØÅÂÆ ç¶ òÅè¶ çÆ çð ÔË :
(A) 1 m/h (B) 0.1 m/h

(C)  1.1 m/h (D) 0.5 m/h
20. òÕð  x = t2 + 3t – 8, y = 2t2 – 2t – 5 ç¶ Çì³çÈ (2,– 1) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä ÔË :

(A)
22
7 (B)

6
7 (C)

7
6 (D)

6
7

−

21. ð¶ÖÅ y = mx + 1, òÕð  y2 = 4x çÆ ÇÂ¼Õ Ãêðô ð¶ÖÅ ÔË Üç¯ºÇÕ m çÅ î¹¼ñ ÔË :

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D)
1
2

22. òÕð 2y + x2 = 3 ç¶ Çì³çÈ (1,1) å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä ÔË :
(A) x + y = 0 (B) x – y = 0
(C) x + y +1 = 0 (D) x – y = 1

23. òÕð x2 = 4y çÅ Çì³çÈ (1,2) å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ ÔË :
(A) x + y = 3 (B) x – y = 3
(C) x + y = 1 (D) x – y = 1

24. òÕð 9y2 = x3 å¶ À°Ô Çì³çÈ ÇÜ¼æ¶ òÕð çÆ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ è¹ÇðÁ» ç¶ ìðÅìð Á³åð Ö³â ìäÅÀ°ºçÆ ÔË :

(A)
84,
3

 ± 
 

(B)
84,

3
− 

  

(C)
34,
8

 ± 
 

(D)
34,
8

 ± 
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ÃÅð-Á³ô

® Üç¯º ÇÕ ðÅôÆ y ÇÂ¼Õ çÈÃðÆ ðÅôÆ x ìÅìå ÇÕÃ¶ Çéïî ( )y f x=  ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯Â¶

ìçñçÆ ÔË å» 
dy
dx  (Ü» ( )f x′ )  x ìÅìå y ç¶ ìçñÅò çÆ çð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶

0x x

dy
dx =


  (Ü» 0( )f x′ ) 0x x= å¶) x ìÅìå y ç¶ ìçñÅò çÆ çð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® Üç¯º ç¯ Úñ» x Áå¶ y, t ìÅìå ìçñ ðÔ¶ Ô¯ä ÁðæÅå ( )x f t= Áå¶ ( )y g t= , åç ñóÆ
Çéïî éÅñ

dy dy dx
dt dtdx

= ,  Ü¶Õð 0dx
dt

≠

® ÇÂ¼Õ ëñé  f
(a) Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú òèçÅ ÔË Üç¯º ÇÕ

[a, b] Çò¼Ú x1 < x2   ⇒ f (x1) ≤  f (x2), ÃÅð¶ x1, x2 ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ
çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú Üç¯º ÇÕ Ôð¶Õ x  ∈ [a, b]  ç¶ ñÂÆ  f ′(x) ≥ 0, ÔËÍ
(b) Á³åðÅñ  [a, b] Çò¼Ú ØàçÅ ÔË Üç¯ºÇÕ

[a, b] Çò¼Ú x1 < x2  ⇒ f (x1) ≥ f (x2), ÃÅð¶ x1, x2 ∈ (a, b) ç¶ ñÂÆ
çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú Üç¯ºÇÕ Ôð¶Õ x  ∈ [a, b] ç¶ ñÂÆ  f ′(x) ≤ 0 ÔËÍ

®   òÕð y = f (x) ç¶ Çì³çÈ (x0, y0) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä

0 0

0 0
( , )

( )
x y

dyy y x x
dx

− = − ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ Çì³çÈ 0 0( , )x y å¶ 
dy
dx  çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË, å» ÇÂÃ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ y-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð

ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃîÆÕðé x = x0 ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ òÕð y = f (x) çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ x = x0  å¶, x&è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË å»  
0

0
x x

dy
dx =

 = ÔËÍ

® òÕð  y = f (x) ç¶ Çì³çÈ 0 0( , )x y  å¶ ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä
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0 0

0 0

( , )

1 ( )

x y

y y x x
dy
dx

−
− = −




ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ Çì³çÈ 0 0( , )x y  å¶ 
dy
dx  = 0 åç ¦ì ÁÇí¦ì ÃîÆÕðä x = x0 ÔËÍ

® Üç¯ºÇÕ Çì³çÈ 0 0( , )x y  å¶ 
dy
dx  çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÂÃ Çì³çÈ ÁÇí¦ì x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð ÔË Áå¶

ÇÂÃ çÅ ÃîÆÕðé y = y0 ÔËÍ

® î³é ñÀ°  y = f (x) Áå¶ ∆x, x  Çò¼Ú Û¯àÅ òÅèÅ ÔË Áå¶ x  çÆ òÅè¶ ç¶ Ã¿×å y Çò¼Ú òÅèÅ
∆y ÔË ÁðæÅå ∆y = f (x + ∆x) – f (x) å»

( )dy f x dx= ′  Ü» dydy x
dx

 = ∆ 
 

Üç¯º dx x= ∆ ÃÅê¶ÖåÅ ìÔ¹å Û¯àÅ ÔË å» ÇÂÔ  ∆y çÆ ÇÂ¼Õ Ú¿×Å ñ×í×åÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº
dy ≈ ∆y ç¶ éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

® ëñé f ç¶ êÌ»å Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çì³çÈ c ÇÜÃ å¶ Ü» å»  f ′(c) = 0 Ü»  f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº
ÔËÍ  f çÅ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® (êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä) î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f ÇÕÃ¶ Ö¹¼ñ·¶ Á³åðÅñ I å¶
ëñé f  êÌíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÃÇæå éÅ÷¹Õ Çì³çÈ c å¶ ñ×ÅåÅð f  ÔËÍ
(i) Üç¯º x ç¶ Çì³çÈ c å¯º Ô¯ Õ¶ ò¼èä ç¶ éÅñ Üç¯ºÇÕ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· èé å¯º Çðä Çò¼Ú

ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ãç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶
f ′(x) > 0 Áå¶ c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x) < 0 Ô¯ò¶ å» c ÇÂ¼Õ
ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ

(ii) Üç¯º x ç¶ Çì³çÈ  c Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ ò¼ñ ç¶ éÅñ éÅñ, Üç¯º f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· Çðä å¯º èé
Çò¼Ú ìçñçÅ ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ êÅÃ¶ Áå¶ À°Ã ç¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ç¶ Ôð¶Õ
Çì³çÈ å¶  f ′(x) < 0 Ü» c ç¶ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ Áå¶ ìÔ¹å é¶ó¶ ÇéÕà ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′(x)  >
0 Ô¯ å» c ÇÂ¼Õ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî Çì³çÈ ÔËÍ

(iii)  Üç¯º x ç¶ Çì³çÈ c ç¶ Ö¼ì¶ å¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ ò¼ñ ò¼èä ç¶ éÅñ Üç¯ºÇÕ f ′(x) çÅ ÇÚ¿é· éÔÆº
ìçñçÅ å» c éÅ å» ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî Çì³çÈ ÔË Áå¶ éÅ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî
Çì³çÈÍ ÁÃñ Çò¼Ú, ÇÂÃ åð·» ç¶ Çì³çÈ ù ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ (Point of Inflection)
(ÇÚ¼åð F. AE) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í
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® (çÈÜ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä) î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ Á³åðÅñ I å¶ f ÇÂ¼Õ êÌíÅÇôå
ëñé ÔË Ü» c ∈ I ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ f, c å¶ ç¯ òÅð ñ×ÅåÅð ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ÔËÍ åç
(i) Üç¯ºÇÕ f ′(c) = 0 Áå¶ f ″(c) < 0  å» x = c ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ

ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú
f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(ii) Üç¯ºÇÕ f ′(c) = 0 Áå¶ f ″(c) > 0 å» x = c ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî çÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔËÍ ÇÂÃ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú f  çÅ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ f (c) ÔËÍ

(iii) Üç¯ºÇÕ  f ′(c) = 0 Áå¶ f ″(c) = 0, ÔË å» ÇÂÔ êðÆÇÖÁä ÁÃëñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº òÅêÃ êÇÔñ¶ ́ î ç¶ âËðÆò¶Çàò ðÅÔÆº êðÆÇÖÁä å¶ òÅêÃ ÜÅ
Õ¶ ÇÂÔ êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ c ÁÇèÕåî, ÇéÀ±éåî Ü» ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ ÔËÍ

® ÁÃñ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Ü» ÁÃñ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ ÇòèÆ (Working Rule)
Õçî A. Çç¼å¶ ×Â¶ Á³åðÅñ Çò¼Ú f  ç¶ ÃÅð¶ éÅ÷¹Õ Çì³çÈ êåÅ Õð¯ ÁðæÅå x ç¶ À°Ô ÃÅð¶ î¹¼ñ
êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÜ¼æ¶ Ü» å» f ′(x) = 0 Ü» f  ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ
Õçî B. Á³åðÅñ ç¶ Á³å Çì³çÈ ñÀ°Í
Õçî C. ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶  (Õçî A Áå¶ Õçî B Çò¼Ú Á³ÇÕå) f  ç¶ î¹¼ñ» çÆ
Ç×äåÆ Õð¯Í
Õçî D. Õçî C Çò¼Ú ÕÆåÆ ×äéÅ å¯º êÌÅêå f  ç¶ î¹¼ñ» Çò¼Ú ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ» ù ñÀ°Í ÇÂÔ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔÆ, f çÅ ÁÃñ ÁÇèÕåî î¹¼ñ Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, f  çÅ
ÁÃñ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ä×¶Í

—v—
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Á³ÇåÕÅ

×Çäå Çò¼Ú ÃìÈå
(Proofs in Mathematics)

1

vProofs are to Mathematics what calligraphy is to poetry.
Mathematical works do consist of proofs just as

poems do consist of characters
— VLADIMIR ARNOLD v

A.1.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÜîÅå  IX] X Áå¶ XI Çò¼Ú ÁÃÆº Õæé, Ã¿ï°Õå Õæé, Õæé çÅ ÇéÖ¶èä, À°ñà Áå¶ êÌÇåèéÅåîÕ
ðÈê Áå¶ Áé°îÅéå Õæé, êÌî¶ï» Áå¶ Çé×îéÅåîÕ Çòò¶Úé çÆ Ã¿ÕñêéÅò» ç¶ ìÅð¶ êó· Ú¹¼Õ¶ Ô»Í
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ×ÇäåÆ À°ÕåÆÁ» ù ÇÃ¼è Õðé çÆÁ» ò¼Ö-ò¼Ö ÇòèÆÁ» å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í

A.1.2  ÃìÈå ÕÆ ÔË? (What is a Proof?)
ÇÕÃÆ ×ÎÇäåÆ Õæé ç¶ ÃìÈå Çò¼Ú Õæé» çÅ ÇÂ¼Õ ́ î Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÜÃ ç¶ Ôð¶Õ Õæé ç¶ îÕÃç ù ÇÕÃ¶
êÇðíÅÇôå êç Ü» ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ ðÅÔÆº êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô», ÇÜÃù Çé×îé ÇòèÆ Áå¶ Õ°Þ ÁêÇðíÅÇôå
êç» ðÅÔÆº Õ¶òñ î³é¶ Ô¯Â¶ åðÕ Çéïî» çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ êÇÔñ» Çç¼åÅ ÜÅ Ú¹¼ÇÕÁÅ Ô¯ò¶Í

ÇÂÃ åð·» Ôð¶Õ ÃìÈå Çé×îéÅåîÕ åðÕ» çÆ ÇÂ¼Õ ñóÆ Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÜÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÆ ÁÅêäÆ
êÇðÕñêéÅò» Áå¶ éåÆÜ¶ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁÕÃð ÁÃÆº ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ ù À°Ã Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ å¼æ» åº̄ êÌå¼Ö åð·»
ÇÃ¼è Õðç¶ ÔéÍ êð¿å± Õç¶-Õç¶ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è¶ ÇÃ¼è Õðé çÆ æ» À°Ãç¶ å°¼ñ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è ÕðéÅ ÁÃÅé
Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è Õðé çÆÁ» ç¯ ÇòèÆÁ» êÌçðÇôå Ô¹¿çÆÁ» Ôé, êÌå¼Ö ÃìÈå Áå¶
ÁêÌå¼Ö ÃìÈå Áå¶ ÇÂÃ åº̄ ÇÂñÅòÅ Ôð¶Õ ÇòèÆ Çò¼Ú Çå¿é ò¼Ö-ò¼Ö åðÆÕ¶ Ô¹¿ç¶ Ôé ÇÜÔé» çÆ ÚðÚÅ Ô¶á»
ÕÆåÆ Ô¯ÂÆ ÔËÍ

êÌå¼Ö ÃìÈå ÇÂÔ À°ÕåÆ çÅ À°Ô ÃìÈå ÔË, ÇÜÃù ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ å¼æ» å¯º ô¹ðÈ ÕðÕ¶ À°ÕåÆ
çÅ ÃìÈå Çç³ç¶ Ô»Í
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(i) ÇÃ¼èÆ ÁÅîç (Approach) ÇÂÔ åðÕ» çÆ ÇÂ¼Õ ñóÆ ÔË, Ü¯ Çç¼å¶ Ü» ÕñÇêå å¼æ» å¯º ÇÃ¼è¶ ô¹ðÈ
ÕðÕ¶ êÇðíÅÇôå êç» Áå¶ êÇÔñ» êÌîÅÇäå À°ÕåÆÁ» çÆ îçç éÅñ åðÕ ç¶ Çéïî» ç¶
ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÇÃ¼è ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ éåÆÜ¶ ù êÌîÅÇäå ÕðçÆ ÔËÍ

Ô¶á» Çç¼å¶ À°çÅÔðä å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

À°çÅÔðä A. Ü¶Õð x2 – 5x + 6 = 0 ÔË å» x = 3 Ü» x = 2 ÔËÍ

Ô¼ñ :  x2 – 5x + 6 = 0 (Çç¼åÅ ÔË)
⇒ (x – 3) (x – 2) = 0 (ÇÂ¼Õ ÇòÁ³ÜÕ ù Ãîå°¼ñ ÇòÁ³ÜÕ å¯º ìçñä å¶)
⇒ x – 3 = 0 Ü» x – 2 = 0 (êÇÔñ» êÌîÅÇäå À°ÕåÆ ab = 0 å» a = 0 Ü» b = 0, a, b ∈

R ðÅÔÆº)
⇒ x – 3 + 3 = 0 + 3  Ü»  x – 2 + 2 = 0 + 2  ( ÃîÆÕðä ç¶ ç¯ò¶º ê¼Ö» Çò¼Ú ìðÅìð Ã¿ÇÖÁÅ

Ü¯óé å¶ À°ÃçÆ êÌÇ´åÆ éÔÆº ìçñçÆ)
⇒ x + 0 = 3  Ü» x + 0 = 2  ( Ü¯ó Çò¼Ú Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ååÃîÕ (Identity) ×¹ä ç¶ ðÅÔÆº)
⇒ x = 3 Ü» x = 2 (Ü¯ó Çò¼Ú Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ååÃîÕ ×¹ä ðÅÔÆº)

x2 – 5x + 6 = 0 ⇒ x = 3 ;k x = 2

ÇÂ¼æ¶ p Çç¼åÅ Õæé  “x2 – 5x + 6 = 0” ÔË Áå¶ q éåÆÜÅ Õæé “x = 3 Ü» x = 2” ÔËÍ
Õæé p ç¶ ÇòÁ³ÜÕ x2 – 5x + 6 ù, ÇÂÃ ç¶ å¼¹ñ ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòÁ³ÜÕ(x – 3) (x – 2) å¯º ìçñ Õ¶

ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇòÁ³ÜÕ r : “(x – 3) (x – 2) = 0” êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í
ÇÂ¼æ¶ ç¯ êÌôé À°áç¶ Ôé :

(i) ÇòÁ³ÜÕ (x – 3) (x – 2) ÇÕÃ êÌÕÅð ÇòÁ³ÜÕ x2 – 5x + 6 ç¶ å°¼ñ ÔË?
(ii) ÇÕÃ¶ ÇòÁ³ÜÕ ù À°Ãç¶ ÃîÅé ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòÁ³ÜÕ å¯º ÁÃÆº ÇÕò¶º ìçñ ÃÕç¶ Ô»? ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º

êÇÔñ¶ ù ÁÃÆº ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ×¹äéÖ³â ðÅÔÆº ÇÃ¼è Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» :
íÅò  x2 – 5x + 6 = x2 – 3x – 2x + 6 = x (x – 3) – 2 (x – 3) = (x – 3) (x – 2)

çÈÜÅ êÌôé åðÕ ç¶ òËè ðÈê ðÅÔÆº Ã¿íò Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ç¶ ìÅÁç r êÈðò Õæé Ü» Çç¼åÅ Õæé Ô¯ Ü»çÅ ÔË, ÇÜÃ å¯º Õæé (Premise)

s: “ x – 3 = 0  Ü» x – 2 = 0” êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ôð¶Õ ê× (steps) çÅ îÕÃç ìËÌÕ¶à (brackets) Çò¼Ú  Çç¼åÅ ÔËÍ
ÇÂÔ ÕÅðòÅÂÆ ñ×ÅåÅð åç å¼Õ Ú¼ñçÆ ðÇÔ³çÆ ÔË Üç¯º å¼Õ ÁÅÖðÆ éåÆÜ¶ å¶ éÔÆº êÔ¹¿Úç¶Í

åðÕ çÆ êÌåÆÕÅåîÕ å°ñåÅ Çé×îé ðÅÔÆº ÇÂÔ êÌîÅÇäå Õðé Çò¼Ú ÔË ÇÕ p ⇒ q Ã¼Ú ÔËÍ
p å¯º ô¹ðÈ ÕðÕ¶ Çé×îé ðÅÔÆº p ⇒ r ⇒ s ⇒ … ⇒ q ù êÌîÅÇäå Õð¯Í ÇÂÃ åð·»

“p ⇒ q” Ã¼Ú ÔËÍ
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À°çÅÔðä B. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé f : R → R ÇÜÔóÅ f(x) = 2x + 5 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ÔË, ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ
(one-one) ëñé ÔËÍ
ÃìÈå : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ëñé f  ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2

(ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé çÆ êÇðíÅôÅ)
Ô¹ä î³é ñÀ° ÇÕ f (x1) = f (x2) íÅò 2x1+ 5 = 2x2 + 5

⇒                  2x1+ 5 – 5 = 2x2 + 5 – 5  (ç¯ò¶º ê¼Ö» Çò¼Ú ìðÅìð Ã¿ÇÖÁÅò» Ü¯óé å¶)
⇒                       2x1+ 0 = 2x2 + 0
⇒                            2x1 = 2x2   (òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Çò¼Ú ååÃîÕ ×¹ä ðÅÔÆº)

⇒                          1
2
2

x = 2
2
2

x  (ç¯ò¶º ê¼Ö» ù ìðÅìð ×Ëð-ÇÃøð Ã¿ÇÖÁÅ éÅñ íÅ× Õðé éÅñ)

⇒ x1 = x2

ÇÂÃ ñÂÆ ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ÔËÍ
(ii) ×ÇäåÆ ÁÅ×îé

×ÇäåÆ ÁÅ×îé, À°ÕåÆÁ» ù ÇÃ¼è Õðé çÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÇòèÆ ÔË, ÇÜÃçÅ ðÈê Çé×ÇîÕ Ô¹¿çÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú ÃìÈå êÈðÆ åð·» Ô¶á» Çç¼å¶ å¶ ÁèÅÇðå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
N ç¶ Çç¼å¶ À°ê-ÃîÈÔ S Çò¼Ú, Ü¶Õð

(i) êÌÇ´ÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅ 1 ∈ S Áå¶
(ii) êÌÇ´ÇåÕ Ã¿ÇÖÁÅ  k + 1 ∈ S Üç¯º k ∈ S, å» S = N

×ÇäåÆ ÁÅ×îé çÅ ÇÃè»å ÇÂÔ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Õæé  “S(n), n = 1 ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÓÓ(Ü» ÇÕÃ¶ Ô¯ð
ô¹ðÈÁÅåÆ Ã¿ÇÖÁ» j ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔË) Áå¶ Ü¶Õð Õæé n = k ñÂÆ Ã¼Ú Ô¯ä Çò¼Ú ÇÂÔ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ À°Ô n
= k + 1 ñÂÆ ÷ðÈðÆ å½ð å¶ Ã¼Ú ÔË (Üç¯º Õç¶ èé Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ k ≥  j), å» Çç¼åÅ Õæé ÇÕÃ¶ òÆ èé
Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ n, ÇÜ¼æ¶ n ≥  j ñÂÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðä ñËºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä C. Ü¶Õð A = 
cos sin
sin cos

θ θ 
 − θ θ 

,  å» çðÃÅÀ° ÇÕ  An = 
cos sin
sin cos

n n
n n
θ θ 

 − θ θ 

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ P(n) : An =
cos sin
sin cos

n n
n n
θ θ 

 − θ θ 
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ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ P(1) : A1 =
cos sin
sin cos

θ θ 
 − θ θ 

ÇÂÃ åð·» P(1) Ã¼Ú ÔËÍ
Ô¹ä î³é ñÀ° ÇÕ P(k) Ã¼Ú ÔË, íÅò,

P(k) : Ak =
cos sin
sin cos

k k
k k

θ θ 
 − θ θ 

å» ÁÃÆº î³é ÇñÁÅ ÇÕ P(k + 1) Ã¼Ú ÔË, Üç¯º Õç¶ P(k) Ã¼Ú ÔË, íÅò

P(k + 1) : Ak+1 =
cos ( 1) sin ( 1)

sin( 1) cos ( 1 )
k k
k k

+ θ + θ 
 − + θ + θ 

Ã¼Ú ÔË

ç¹ìÅðÅ : Ak+1 = Ak . A

ÇÕÀ°ºÇÕ P(k) Ã¼Ú ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

Ak+1 =
cos sin
sin cos

k k
k k

θ θ 
 − θ θ 

  
cos sin
sin cos

θ θ 
 − θ θ 

=
cos cos sin sin cos sin sin cos
sin cos cos sin sin sin cos cos

k k k k
k k k k

θ θ − θ θ θ θ + θ θ 
 − θ θ − θ θ − θ θ + θ θ 

(îËÇàzÕÃ çÆ ×¹äÅ ðÅÔÆº)

=
cos ( 1) sin ( 1)

sin( 1) cos ( 1 )
k k
k k

+ θ + θ 
 − + θ + θ 

ÇÂÃ ñÂÆ P(k + 1) Ã¼Ú ÔË, Üç¯º Õç¶ P(k) Ã¼Ú ÔËÍ
ÇÂÃ ÕðÕ¶ P(n), n ç¶ ÃÅð¶ î¹¼ñ» ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ
(iii) ò¼Ö ò¼Ö ÔÅñÅå» Çò¼Ú ÇòÖ³âé ðÅÔÆº Ü» Ã¼ÖäÅêä ðÅÔÆº ÃìÈå

Õæé  p ⇒ q ù ÇÃ¼è Õðé çÆ ÇÂÔ ÇòèÆ Õ¶òñ å» ÔÆ Ã¿íò ÔË, Üç¯º  p ù ÕÂÆ Õæé» r, s, t  (î³é
ñÀ°) Çò¼Ú ò¿ÇâÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ Ô¯ò¶ ÇÜò¶º ÇÕ p = r ∨  s ∨  t (ÇÜ¼æ¶ “ ∨ ” êÌåÆÕ “Ü»” ñÂÆ ÔË)
Ü¶Õð ìÅôðå Õæé» r ⇒ q;

s ⇒ q;

Áå¶
t ⇒ q
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vko‘Qfr A1-1

ù êÌîÅÇäå ÕÆåÅ ÜÅò¶, å» (r ∨  s ∨  t) ⇒ q, ÇÃ¼è Ô¯ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·»  p ⇒ q êÌîÅÇäå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú êÇðÕñêéÅ çÆ Ôð¶Õ Ã¿íò ÔÅñå ù Ü»ÇÚÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇòèÆ ÇòòÔÅÇðÕ ðÈê
éÅñ Õ¶òñ å» ÔÆ Ã¹ÇòèÅÜéÕ ÔË Üç¯º ÇòÖ³âé ðÅÔÆº êÌÅêå Õæé» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ø¼à Ô¯ò¶Í

À°çÅÔðä D. ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC, Çò¼Ú ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

a = b cos C + c cos B

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ p Õæé “ABC ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü ÔË” Áå¶ q Õæé

“a = b cos C + c cos B” ÔËÍ
î³é ñÀ° ÇÕ  ABC ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü ÔËÍ ÇÃÖð A  å¯º BC (å¶) ¦ì AD ÇÖ¼Ú¯Í
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ Çåzí¹Ü Ü» å» ÇéÀ±éÕ¯ä Çåzí¹Ü Ü» ÁÇèÕ Õ¯ä Çåzí¹Ü Ü» ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü Ô¹¿çÅ ÔË,

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº  p ù r, s Áå¶ t Çò¼Ú ÇòÖ³âå  Õð ÃÕç¶ Ô», ÇÜ¼æ¶
r : ABC ÇÂ¼Õ ÇéÀ±éÕ¯ä Çåzí¹Ü ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú  ∠ C  ÇéÀ±éÕ¯ä ÔËÍ
s : ABC ÇÂ¼Õ ÁÇèÕÕ¯ä Çåzí¹Ü ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú,  ∠ C ÁÇèÕ Õ¯ä ÔËÍ
t : ABC ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú,  ∠ C ÃîÕ¯ä ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº À°ÕåÆ ù À°µå¶ Çç¼åÆ Çå¿é» Ã¿íÅòéÅò» ñÂÆ ò¼Ö-ò¼Ö ÇÃ¼è Õðç¶ Ô»Í
ÔÅñå (i)  Üç¯º ∠ A, ∠ B, Áå¶ ∠ C Çå¿é¯º ÔÆ ÇéÀ±éÕ¯ä Ôé (ÇÚ¼åð A1.1)

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü  ADB, ðÅÔÆº
BD
AB

 = cos B

íÅò BD = AB cos B = c cos B

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ADC ðÅÔÆº
CD
AC

 = cos C

íÅò CD = AC cos C
= b cos C

Ô¹ä
a = BD + CD

= c cos B + b cos C ... (1)

ÇÚ¼åð
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ÔÅñå (ii)  Üç¯º ∠ C ÁÇèÕ Õ¯ä ÔË (ÇÚ¼åð A1.2)

ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü  ADB ðÅÔÆº
BD
AB

 = cos B

íÅò BD = AB cos B
= c cos B

ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü  ADC  ðÅÔÆº
CD
AC

 = cos ∠ ACD

= cos (180 – C)
= – cos C

íÅò CD = – AC cos C
= – b cos C

Ô¹ä a = BC = BD – CD

íÅò a = c cos B – ( – b cos C)
a = c cos B + b cos C ... (2)

ÔÅñå (iii)  Üç¯º ∠ C ÃîÕ¯ä ÔË (ÇÚ¼åð A1.3)

Çåzí¹Ü ACB, ðÅÔÆº
BC
AB

 = cos B

íÅò BC = AB cos B

Áå¶ a = c cos B,
b cos C = b cos 900 = 0

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» a = 0 + c cos B
= b cos C + c cos B ... (3)

ÃîÆÕðä (1), (2) Áå¶ (3) å¯º ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô», ÇÕ ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú
a = b cos C + c cos B

ÔÅñå (i) å¯º  r ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ
ÔÅñå (ii) å¯º s ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ
Áå¶ ÔÅñå (iii) å¯º t ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ  (r  ∨  s  ∨  t) ⇒ q êÌîÅÇäå ÔË íÅò p ⇒ q êÌîÅÇäå ÔËÍ

 ÇÚ¼åð A1-2

 ÇÚ¼åð A1-3
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ÁêÌå¼Ö ÃìÈå Çç¼åÆ ×ÂÆ À°ÕåÆ ù ÇÃ¼è¶ êÌîÅÇäå Õðé çÆ æ» å¶, ÁÃÆº À°Ã ç¶ Ãîå°¼ñ ÇÕÃ¶ À°ÕåÆ
ù ÇÃ¼è ÕðÕ¶, Çç¼åÆ À°ÕåÆ ù êÌîÅÇäå Õðç¶ ÔéÍ

(i) Çòð¯è ðÅÔÆº ÃìÈå (Reductio Ad Absurdum):
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº îÅéåÅ éÅÿ ô¹ðÈ Õðç¶ Ô» ÇÕ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ×¼ñ Ã¼Ú ÔË Áå¶ éåÆÜÅ ÞÈá ÔËÍ åðÕ ç¶
Çéïî» ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÁÃÆº ÇÂÃ éåÆÜ¶ å¶ êÔ¹¿Úç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ÜÅä± Ã¼Ú Õæé, ÞÈá ÔË,
ÇÜÔóÅ ÇÂ¼Õ Çòð¯è ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Õæé Ã¼Ú ÔË ÇÂÃ ÇòèÆ ù ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ðÅÔÆº ÃîÞç¶
Ô»Í

À°çÅÔðä E. ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÁÃÆÇîå (Infinite)  Ô¹¿çÅ ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò»  (Prime Numbers) çÅ ÃîÈÔ P ÔË ÇÜÔóÅ ÁÃÆÇîå ÔËÍ
ÁÃÆº ÇÂÃ Õæé ç¶ Çòð¯è ù íÅò ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÁÃÆÇîå éÔÆº ÔË, Ã¼Ú î³é ñËºç¶ Ô»,
íÅò ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» ÃÆÇîå ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» ù ÃÈÚÆòÅð Õð
ÃÕç¶ Ô»Í î³é ñÀ° ÇÕ P1, P2, P3,..., Pk  ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ ÃÈÚÆ ÔËÍ Ô¹ä î³é ñÀ°

N = (P1 P2 P3…Pk)  + 1 ... (1)
Ãêôà ÔË ÇÕ N ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ ÃÈÚÆ Çò¼Ú éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÃÈÚÆ çÆ ÇÕÃ¶ òÆ Ã¿ÇÖÁÅ å¯º

ò¼è ÔËÍ
N Ü» å» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ü» Ã¿ï°Õå Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

Ü¶Õð N ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË å» (1) å¯º Ãêôà Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ çÆ Ô¯ºç
ÔË, ÇÜÔóÆ ÃÈÚÆ Çò¼Ú éÔÆº ÔËÍ

çÈÜÆ åð·», Ü¶Õð N ÇÂ¼Õ Ã¿ï°Õå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, å» ÇÂÃ çÅ Ø¼à¯ Ø¼à ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ íÅÜÕ (Divisor)
Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ êð¿å± ÃÈÚÆ çÆ Õ¯ÂÆ òÆ Ã¿ÇÖÁÅ N ù ÇòíÅÇÜå éÔÆº Õð ÃÕçÆ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ôé» Çò¼Úº̄
ÇÕÃ¶ ðÅÔÆº N ù ÇòíÅÇÜå Õðé å¶ ìÅÕÆ Ôî¶ôÅ A ìÚçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ N çÅ ÁíÅÜ íÅÜÕ ÃÈÚÆ ç¶
ÇÂñÅòÅ Õ¯ÂÆ Ô¯ð Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
êð¿å± ÇÂÔ, ÇÂÃ Õæé çÅ ÇÕ ÃÅù ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ ÃÈÚÆ ìäÅ ñÂÆ ÔË, Çòð¯è ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
ÃÅâÆ êÇÔñ» î³éÆ èÅðéÅ ÇÕ ÃÅðÆÁ» ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÃÆÇîå ÔË, ÞÈá ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅðÆÁ»
ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ ÁÃÆÇîå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ  (ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ À°µå¶ Çç¼åÅ ÃìÈå Çò¼Ú ò¼Ö ò¼Ö ÔÅñå» Çò¼Ú ÇòÖ³âé ðÅÔÆº ÃìÈå
çÆ ÇòèÆ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ òÆ ÔËÍ)

(ii)  Çç¼å¶ Õæé çÅ êÌÇåèéÅåîÕ (contrapositive) ç¶ Õæé ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº ÃìÈå :
 ÇÂ¼æ¶ ìÅôðå Õæé  p ⇒ q  ù ÇÃ¼è Õðé çÆ æ» å¶ ÁÃÆº À°Ãç¶ Ãîå°¼ñ Õæé ~ q ⇒ ~ p  ù
ÇÃ¼è Õðç¶ Ô»Í ( ÇòÇçÁÅðæÆ Ãîå°ñåÅ ù ÃÅÇìå Õð ÃÕç¶ Ô»)A

ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ìÅôðå Õæé ç¶ éåÆÜ¶ Áå¶ êÇðÕñêéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ À°Ôé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ
ÇéÖ¶èé å¯º Çç¼å¶ Õæé çÅ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé ìäçÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä F. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ f (x) = 2x + 5 ðÅÔÆº êÇðíÅÇôå ëñé f : R → R ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ

Ô¼ñ : ëñé ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¶Õð  f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2.
ÇÂÃ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ ÃÅù êÌîÅÇäå ÕðéÅ ÔË ÇÕ  “2x1+ 5 = 2x2 + 5” ⇒ “x1 = x2” ÇÂÔ p ⇒
q, ç¶ ðÈê çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ 2x1+ 5 = 2x2 + 5 Õæé p ÔË Áå¶  x1  = x2 Õæé q ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ ù ÁÃÆº
À°çÅÔðä B Çò¼Ú ÒÒêÌå¼Ö ÇòèÆÓÓ ðÅÔÆº ÇÃ¼è Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í

ÁÃÆº ÇÂÃ ù Çç¼å¶ Õæé ç¶ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ðÅÔÆº òÆ êÌîÅÇäå Õð ÃÕç¶ Ô»Í
Çç¼å¶ ×Â¶ Õæé çÅ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé  ~ q ⇒ ~ p ÔË, íÅò, ÒÒÜ¶Õð f (x1) = f (x2) å» x1 = x2”
çÅ êÌÇåèéÅåîÕ ÔË ÒÒÜ¶Õð x1≠ x2 å» f (x1) ≠ f (x2)”

Ô¹ä x1 ≠ x2

⇒ 2x1 ≠ 2x2

⇒ 2x1+ 5 ≠ 2x2 + 5
⇒ f (x1) ≠ f (x2).
ÇÕÀ°ºÇÕ “~ q ⇒ ~ p”, Áå¶ “p ⇒ q” Ãîå°¼ñ ÔË, ÇÂÃ êÌÕÅð ÃìÈå êÈðÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. êÌîÅÇäå Õð¯ ÇÕ ÒÒÜ¶Õð îËÇàzÕÃ A, Invertible ÔË å» A, Non-singular ÔËÍ

Ô¼ñ : À°µå¶ Çç¼å¶ Õæé ù êÌåÆÕ ç¶ å½ð å¶ ÇñÖä å¶  p ⇒ q ÇÜ¼æ¶ p Õæé ÒÒîËÇàzÕÃ A, invertible
ÔËÓÓ Áå¶ q Õæé “A, non-singular ÔËÍÓÓ

Çç¼å¶ Õæé ù êÌîÅÇäå Õðé çÆ æ» ÁÃÆº ÇÂÃ ç¶ êÌÇåèéÅåîÕ Õæé ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô», íÅò
Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ non-singular îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔË å» îËÇàzÕÃ A invertible éÔÆº ÔËÍ
Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ non-singular îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔË å» ÇÂÃ çÅ îåñì Ô¯ÇÂÁÅ |A| = 0 ÔËÍ

Ô¹ä A–1 =
A

|A|
adj

 çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ |A | = 0 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ A, Invertible éÔÆº ÔËÍ
ÇÂï åð·» ÁÃÆº êÌîÅÇäå Õð Çç¼åÅ ÇÕ Ü¶Õð A ÇÂ¼Õ non-singular îËÇàzÕÃ éÔÆº ÔË å»A,

invertible éÔÆº ÔËÍ íÅò, ~ q ⇒ ~ p.
ÇÂÃ ñÂÆ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ A invertible ÔË å» A non-singular ÔËÍ
(iii) êÌÇå-À°çÅÔðä (counter example) ðÅÔÆº ÃìÈå :

×Çäå ç¶ ÇÂÇåÔÅÃ Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ÔÅñå òÆ ÁÅÀ°ºç¶ Ôé, Üçº̄ ÇÕÃ¶ êÇðÕñÇêå ÇòÁÅêÆÕðä
ç¶ ÜÅÇÂ÷ ÃìÈå ÜÅéä çÆÁ» ÃÅðÆÁ» Õ¯Çôô» ÁÃëñ Ô¯ Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ ÇòÁÅêÆÕðé çÅ Ã¼Ú
ÁÇéôÇÚå ìÇäÁÅ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ

ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ÔÅñå Çò¼Ú ÇÂÔ øÅÇÂç¶î³ç Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ Õæé ù ÞÈá ÃÅÇìå Õðé ñÂÆ, ÁÃÆº ÇÂ¼Õ
À°çÅÔðä ñ¼í ÃÕÆÂ¶Í ÇÕÃ¶ Õæé ù éÅ î³éä òÅñÅ À°çÅÔðä êÌÇå-À°çÅÔðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
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ÇÕÀ°ºÇÕ À°ÕåÆ p ⇒ q çÅ Ö³âé, À°ÕåÆ ~ (p ⇒ q) çÅ Õ¶òñ îÅåð ÇÂ¼Õ ÃìÈå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÂÔ òÆ ÃìÈå ç¶ä çÆ ÇÂ¼Õ ÇòèÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä H. Õæé Ôð¶Õ n ∈ N ñÂÆ ( 22
n + 1)  ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

ÇÂÔ Õæé Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð ÇÂ¼Õ Ã¼Ú Õæé î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÃÆ :
122 + 1 = 22 +  1 = 5 ÇÜÔóÆ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
222 + 1 = 24 + 1 = 17 ÇÜÔóÆ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
322 + 1 = 28 + 1 = 257 ÇÜÔóÆ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

ÔÅñ»ÇÕ, êÇÔñÆ òÅðÆ ò¶Öä å¶ ÇÂÔ ÇòÁÅêÆÕðé áÆÕ ñ×çÅ ÔËÍ ìÅÁç Çò¼Ú ÇÂÔ ò¶ÇÖÁÅ Ç×ÁÅ
ÇÕ  

522 + 1 = 232 + 1 = 4294967297 ÇÂ ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ éÔÆº Ô Ë ÇÕÀ° º ÇÕ
4294967297  =  641 × 6700417 ÔËÍ ÇÜÔóÅ ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ×¹äéëñ ÔË (A Áå¶ ÁÅêä¶ Ö¹ç å¯º
ÇÂñÅòÅ) ÇÂÃ åð·» ç¶ ÇòÁÅêÆÕðé ÇÕ ÒÒÔð¶Õ n ç¶ ñÂÆ n22 + 1 ÇÂ¼Õ ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ∀ n ∈
N+” ÞÈá ÔËÍ

ÇÃðø ÇÂÔ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ÇÕ 522 + 1 ÁíÅÜ éÔÆº ÔË, çÅ À°çÅÔðä ÒÒÇòÁÅêÆÕðé ù Ö³Çâå
Õðé ñÂÆ ÕÅøÆÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÃ¼è Õð Çç¼åÅ ÇÕ Õæé ÒÒÔð¶Õ n ∈ N ñÂÆ + 1 ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÓÓ Ã¼Ú éÔÆº ÔËÍ

À°çÅÔðä I. Õæé ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶éÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ ÔËÍÓÓ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

ÃìÈå : ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô» :
(i) f (x) = x2

(ii) g (x)  = ex

(iii) h (x)  = sin x

ÇÂÔ ÃÅð¶ ëñé x ç¶ ÃÅð¶ î¹¼ñ» ñÂÆ ñ×ÅåÅð ÔéÍ Ü¶Õð ÁÃÆº Çâøð¶ºÇôÂ¶ÇìÇñàÆ å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶
å» ÇÂÔ x ç¶ ÃÅð¶ îÅé» ñÂÆ Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ ÔéÍ ÇÂÔ ÃÅù ÇòôòÅÃ ñÂÆ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔË ÇÕ Õæé
ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ ÔËÓÓ Ã¼Ú ÔËÍ êð Ü¶Õð ÁÃÆº ëñé “φ(x) = |x |” çÆ
Çâøð¶ºéÇôÂ¶ÇìÇñàÆ ù Ü»ÚÆÂ¶, ÇÕ ÇÜÔóÅ ñ×ÅåÅð ÔË, å» ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÔ  x = 0 å¶
Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ íÅò ÔË ÇÕ Õæé ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ ÔË
ÒÒÞÈá ÔËÍ ëñé “φ(x) = |x |” çÅ Õ¶òñ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ÇòÁÅêÆÕðé çÅ Ö³âä Õðé ñÂÆ ÕÅøÆ
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ëñé  “φ(x) = |x |” ù Çç¼å¶ Õæé íÅò, ÒÒÔð¶Õ ñ×ÅåÅð ëñé Çâøð¶ºéÇôÂ¶ìñ Ô¹¿çÅ
ÔËÓÓ ç¶ Ö³âé çÅ êÌÇåÀ°çÅÔðä ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

—v—
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A.2.1 íÈÇîÕÅ  (Introduction)
Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº ×ÇäåÕ Çéçðôé ù òÅÃåÇòÕ ÜÆòé çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ Õ¼¹Þ Á³ô» çÅ
×ÇäåÕ íÅôÅ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ç¶ ÇÂ¼Õ À°êðÅñ¶ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅä Ú¹¼Õ¶ Ô», ÁðæÅå À°êð¯Õå êÌÇåì¿è» ç¶
À°êï¯× éÅñ ÇÕÃ¶ í½ÇåÕ ÃÇæåÆ çÅ ×ÇäåÕ ð¹ê»åðä ÔÆ ×ÇäåÕ Çéçðôé ÔËÍ î¹¼Ö ðÈê Çò¼Ú ×ÇäåÆ
Çéçðôé ÇÂ¼Õ êÌÇÕÇðÁÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÁÅêäÆ ð¹ÚÆ ç¶ ÃÅèé» Ü» òÃå±Á» ç¶ ÇòòÔÅð çÅ òðäé
Õðé ÇÔå Çéçðô»(Models)çÆ ðÚéÅ, ÇòÇí¿é êÌÕÅð ç¶ ôìç», ÁÅñ¶Ö» Ü» ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð», Õ¿ÇêÀ±àð
êÌ¯×ðÅî, ×ÇäåÕ ÃÈåð» ÁÅÇç ç¶ êÌï¯× ç¹ÁÅðÅ Õðç¶ Ô»Í

ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ ÔË ÇÕ ÇòÇí¿é ×ÇäåÕ Ã¿ÕñêéÅò» ç¶ À°êï¯× éÅñ Ã¿ì¿Çèå
òè¶ð¶ êÌôé» ç¶ Ô¼ñ ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ êÌÕÅð ç¶ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂÔ
îÔ¼åòêÈðä ÔË ÇÕ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÅ ÁÇèÁËé ÇÂ¼Õ ò¼Öð¶ Çòô¶ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ç¹ìÅðÅ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÅ ÁÇèÁËé òÅÃåÇòÕ ÜÆòé çÆÁ» Õ°¼Þ ÁÇÜÔÆÁ»
Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ñÂÆ Õð»×¶ ÇÜÔé» Çò¼Ú îËÇàzÕÃ, Õñé Áå¶ ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× çÆÁ» åÕéÆÕ» çÅ
À°êï¯× ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

A.2.2 ×ÇäåÕ Çéçðôé ÇÕÀ°º? (Why Mathematical Modelling?)
ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ù Á³Õ ×Çäå, ìÆÜ ×Çäå, ÇåÕ¯äÇîåÆ Áå¶ ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× ÁÅÇç ç¶ ôÅìÇçÕ
êÌôé» ù Ô¼ñ Õðé çÅ Ç×ÁÅé ÔËÍ Õç¶ Õç¶ ÁÃÆº ÃÇæåÆÜéÕ êÌôé» ù í½ÇåÕ ðÈê Çò¼Ú À°Ôé» çÆ
×ÇÔðÅÂÆ Çò¼Ú ×Â¶ Çìé» ÔÆ Ãðñ Õðç¶ Ô»Í

êÌôé» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ í½ÇåÕ ðÈê Çò¼Ú À°Ôé» çÆ ×ÇÔðÅÂÆ Çò¼Ú ÜÅä çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË,
íÅò í½ÇåÕ Çéïî» Áå¶ Õ°¼Þ êÌåÆÕ» ç¶ À°êï¯× çÆ ÷ðÈðå ÇÜÃ ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ×ÇäåÕ êÇðäÅî» çÅ
Ã¿×å êÌï¯Ç×Õ î¹¼ñ» éÅñ å°ñéÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕ¶Í Áé¶Õ Çç¼å¶ êÌÃå°å êÌôé» ù Ãðñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù
ÇÂ¼Õ Õ¯ôñ çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË ÇÜÃ ù ÁÃÆº ×ÇäåÕ Çéçðôé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÅÀ° ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå
Ãî¼ÇÃÁÅò» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ :

(i) ÇÕÃ¶ éçÆ çÆ Ú½óÅÂÆ êåÅ ÕðéÅ (Çòô¶ô ðÈê éÅñ Üç¯º éçÆ ù êÅð ÕðéÅ î¹ôÇÕñ Ô¯ò¶)A

Á³ÇåÕÅ 2
×ÇäåÕ Çéçðôé

(Mathematical Modelling)
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(ii) ÇÕÃ¶ ×¯ñ¶ ù Ã¹¼àä ñÂÆ Áé°Õ±ñåî Õ¯ä êåÅ ÕðéÅ (×¯ñÅ Ã¹¼àä òÅñ¶ çÆ À°ÚÅÂÆ, îÅÇèÁî çÅ
êÌÇåð¯è, ×ð¹¼åÅÁÅÕðôé g ÁÅÇç Úñ å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô¯ò¶)Í

(iii) ÇÕÃ¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ êåÅ ÕðéÅ (Çòô¶ô ðÈê Çò¼Ú Üç¯º îÆéÅð çÅ ÇÃÖðå¶ éÔÆº êÔ¹¿ÇÚÁÅ ÜÅ
ÃÕçÅ)Í

(iv) ÃÈðÜ çÆ Ãå·Å çÅ åÅêîÅé êåÅ ÕðéÅÍ
(v) êåÅ ÕðéÅ ÇÕ Ççñ ç¶ ð¯×ÆÁ» ù Çñëà çÅ êÌï¯× òðÇÜå ÇÕÀ°º ÔË (Çìé» îé°¼ÖÆ ôðÆð ÇÕÇðÁÅ

ÇòÇ×ÁÅé ÜÅä¶)Í
(vi) èðåÆ çÅ ê¹¿Ü êåÅ ÕðéÅÍ
(vii) ÖóÆ ëÃñ éÅñ íÅðå Çò¼Ú çÅñ» çÆ êËçÅòÅð çÅ Áé°îÅé ñ×ÅÀ°äÅ (Üç¯º ÇÕÃ¶ ù ëÃñ ç¶

Õ¼àä çÆ ÁÅÇ×ÁÅ éÔÆº ÔË)Í
(viii) ÇÕÃ¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ôðÆð Çò¼Ú ÖÈé çÅ ÁÅÇÂðé êåÅ ÕðéÅ (ÇòÁÕåÆ çÅ ÖÈé Õ¼ãä çÆ

ÁÅÇ×ÁÅ éÔÆº ÔË)Í
(ix) ÃÅñ B@@I ÂÆ. Çò¼Ú íÅðå çÆ ÜéÃ¿ÇÖÁÅ çÅ Áé°îÅé ñ×ÅÀ°äÅ  (Üç ÇÕ ÃÅñ B@@I ÂÆ.

å¼Õ ÇÂ³åÜÅð Õðé çÆ ÁÅÇ×ÁÅ éÔÆº ÔË)Í
À°êð¯Õå ÃÅðÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù ×ÇäåÕ Çéçðôé ç¶ À°êï¯× ç¹ÁÅðÅ Ãðñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË

Áå¶ òÅÃåò Çò¼Ú Ãðñ ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Õ°¼Þ Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ãðñ Õðé çÆÁ» ÇòèÆÁ»
çÅ ÁÇèÁËé å°ÃÆº ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ Çò¼Ú Õð¯×¶Í Çëð òÆ ÇÂÔ Ç×ÁÅéòÅÚÕ Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð å°ÃÆº ÇÂÔé»
ù ÁÅê Ãðñ Õðé çÅ À°êðÅñÅ Õð¯ À°Ô òÆ Çìé» ×Çäå ç¶ À°êï¯× ÕÆå¶ Çìé»Í åç å°ÃÆº ×Çäå çÆ
ï¯×åÅ Áå¶ ×ÇäåÆ Çéçðôé çÆ ñ¯ó ç¶ îÔ¼åò ù ÃîÞ ÃÕ»×¶Í

A.2.3 ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ ÇÃè»å (Principles of Mathematical Modelling)
×ÇäåÆ Çéçðôé ÇÂ¼Õ ÇÃè»å ï°Õå ÇÕÇðÁÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ éÅñ Ã¿ì¿Çèå Õ°¼Þ ÇÃè»å ÔéÍ ÇÂÔé»
ÇÃè»å» çÅ ÃðÈê ñ×í× çÅðôÇéÕ ÔËÍ ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ Õ°¼Þ îÈñ ÇÃè»å» ù Çéðç¶ôÅåîÕ ðÈê Çò¼Ú
Ô¶á ÃÈÚÆ ì¼è ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË :

(i) Çéçðô çÆ ÷ðÈðå ù êÇÔÚÅä¯ (ÁÃÆº îÅâñ ÇÕÀ°º Ö¯Ü ðÔ¶ Ô»)Í
(ii) îÅâñ ç¶ ñÂÆ êËðÅîÆàð/Úñ ù ÃÈÚÆ ì¼è Õð¯ (ÁÃÆº ÕÆ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô»)Í
(iii) À°êñìè ã¹¼Õò¶º/Ã¿×å Á³ÕÇóÁ» ù êÇÔÚÅä¯(ÕÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË)Í
(iv) êÌï¯× ï¯× êÌÃÇæåÆÁ» ù êÇÔÚÅä¯ (êÈðòèÅðéÅ, ÕñêéÅ)Í
(v) ôÅôÕ/êÌì¿èÕ í½ÇåÕ Çéïî» ù êÇÔÚÅä¶Í
(vi) êÇÔÚÅä¯ :

(a) ÃîÆÕðé ÇÜé·» çÆ òðåº̄ ÕÆåÆ ÜÅò¶×ÆÍ
(b) ×äéÅ Ü¶ êåÅ ÕðéÆ ÔËÍ
(c) Ô¼ñ Ü¯ êÌÅêå Ô¯ò¶×ÅÍ
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(vii) À°Ôé» êðÆÖä» ù êÇÔÚÅä¯ ÇÜÃ éÅñ ÇéîéÇñÖå Ü»Ú ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕ¶ :
(a) îÅâñ Áå¶ À°Ã éÅñ Ã¿ì¿Çèå Çéïî» Áå¶ ÕñêéÅò» çÅ Ã¿×å Ô¯äÅÍ
(b) îÅâñ çÆ À°êï¯×åÅ

(viii) À°Ôé» êËðÅîÆàð» ù êÇÔÚÅä¯ Ü¯ îÅâñ ù Ã¹èÅð ÃÕäÍ
Çéðç¶ôé ç¶ À°êï°Õå ÇÃè»å» ç¶ ÁÅèÅð å¶ ÃÅù ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ ÇéîéÇñÖå êç êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé:
ê× A: í½ÇåÕ ÃÇæåÆ ù êÇÔÚÅä¯Í
ê× B: êËðÅîÆàð /Úñ» çÆ Ú¯ä Áå¶ êÌÅêå í½ÇåÕ Çéïî» Áå¶ êÌåÆÕ» ç¶ À°êï¯× ç¹ÁÅðÅ í½ÇåÕ
ÃÇæåÆ ù ×ÇäåÆ îÅâñ Çò¼Ú êÇðòðÇåå ÕðéÅÍ
ê× C: ×ÇäåÆ êÌôé» ç¶ Ô¼ñ êÌÅêå Õð¯Í
ê× D: êÌÅêå êÇðäÅî çÆ îÈñ êÌôé (Ãî¼ÇÃÁÅ) ç¶ Ã¿çðí Çò¼Ú ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð¯ Áå¶ À°Ãç¶ (êÇðäÅî)
êÌ¶Öä» Ü» êÌï¯×» éÅñ å°ñéÅ Õð¯Í
ê× E: Ü¶Õð êÇðäÅî ñ×í× î¶ñ Ö»ç¶ Ôé å» îÅâñ ù ÃòÆÕÅð Õð¯ éåÆÜÅ í½ÇåÕ ÃÇæåÆ çÆ
êÇðÕñêéÅ /ÕñêéÅ ù êÇðòðÇåå Õð¯ Áå¶ êç B å¶ ÜÅúÍ
À°êð¯Õå êç» ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ ÁÅñ¶Ö Çò¼Ú ç¶ÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
À°çÅÔðä A. ×ÇäåÆ Çéçðôé ç¶ À°êï¯× ç¹ÁÅðÅ ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ê× A.  ÒÒÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ êåÅ ÕðéÅÓÓ Çç¼åÆ ×ÂÆ í½ÇåÕ ÃÇæåÆ ÔËÍ
ê× B.  î³é ñÀ° ÇÕ  AB Çç¼åÆ ×ÂÆ îÆéÅð ÔË (ÇÚ¼åð A.2.2)Í î³é ñÀ°  PQ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ
éÅêä òÅñÅ ÇÂ¼Õ êÌ¶Öä ÔË; ÇÜÃ çÆ Á¼Ö Çì³çÈ P å¶ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ  PQ = h  Áå¶ îÆéÅð çÆ À°ÚÅÂÆ
H ÔËÍ Çëð å¯º î³é ñÀ° ÇÕ êÌ¶Öä çÆ Á¼Ö å¯º îÆéÅð ç¶ ÇÃÖð çÅ Õ¯ä α ÔË Áå¶  l = QB = PC

˙Ú…åð A.2.1

Ô…æ ÕðØ å¶ ˙ò`¯˙Ö`¯ 

Õðfl

Øå˘Ü¶ ˙îæç¶ Ü„æç¶ ÔØ
ŒÌ¶Öä» ç˘ å°æØ¯ Õðfl

˙ØçðôØ 

ˆò˘Õ¯ð Õðfl

í‰˙åÕ 

ˆ˙æå˘

î„…ªæ¶ ŒÌôØ

ç¯ Ô…æ
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Ô¹ä tan α =
AC H
PC

h
l
−

=

Ü» H = h + l tan α ... (1)

ê× C: ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ êËðÅîÆàð h, l Áå¶ α ç¶ î¹¼ñ ÇéðÆÖÕ ù êåÅ Ôé Áå¶ êÇðäÅî (1) éÅñ
Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Ô¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ê× D: À°Ã çôÅ Çò¼Ú Üç¯º îÆéÅð çÅ ÁèÅð éÅ êÔ¹¿Úäï¯× Ô¯ò¶, ÁðæÅå Üç¯º ÇéðÆÖÕ ù l çÅ î¹¼ñ
êåÅ éÔÆº Ô¯ò¶, åç î³é ñÀ° ÇÕ îÆéÅð ç¶ ÁèÅð B çÅ Çì³çÈ P åº̄ ÇéòÅä Õ¯ä β ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ∆ PQB

ÇÚ¼åð A.2.2

å¯º ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

tan β =
PQ
QB

h
l

=  Ü»  l = h cot β

ê× E: ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇÂÃ Úðä çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ h, l, α Áå¶ β  êËðÅîÆàð» ç¶ ÃÔÆ îÅé
êåÅ ÔéÍ
À°çÅÔðä B. î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇòòÃÅÇÂÕ ëðî Çå¿é êÌÕÅð ç¶ À°åêÅç P1, P2 Áå¶ P3 çÅ À°åêÅçé
ÕðçÆ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú Çå¿é êÌÕÅð ç¶ Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Áå¶ R3çÅ À°êï¯× Ô¹¿çÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ëðî å¯º
ç¯ ×ÅÔÕ F1 Á²å¶ F2 ÖðÆç çÆ î³× Õðç¶ ÔéÍ ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ëðî ç¶ Õ¯ñ R1, R2 Áå¶ R3 çÆ
ÃÆîå îÅåðÅ ÔË, ÇÂ¼Õ îÅâñ ìäÅú, Ü¯ î³× ù êÈðÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Á²å¶ R3 çÆ îÅåðÅ
ù ÇéôÇÚå Õð¯Í
Ô¼ñ : ê× A. ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú í½ÇåÕ ÃÇæåÆ çÆ êÇÔÚÅä íñÆí»å Ô¹¿çÆ ÔËÍ
ê× B. î³é ñÀ° ÇÕ A ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ ÔË, Ü¯ ×ÅÔÕ» F1 Áå¶ F2 çÆ ÷ðÈðå ù ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔËÍ åç A
çÅ ðÈê ÁÇÜÔÅ Ô¯ò¶×ÅÍ
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1 2 3

1

2

P P P
F • • •

A
F • • •

 
=  

 

î³é ñÀ° ÇÕ B ....... ÔË, Ü¯ À°åêÅç P1, P2 Áå¶ P3 çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ ç¶ À°åêÅçé ÇÔ¼å Õ¼Ú¶ îÅñ  R1,
R2 Áå¶ R3, çÆ ñ¯óÆºçÆ îÅåðÅò» ù ÇéðÈÇêå ÕðçÅ ÔËÍ åç B Ô¶á Çç¼å¶ ×Â¶ êÌÕÅð çÅ Ô¯ò¶×Å ;

1 2 3

1

2

3

R R R
• • •P

B P • • •
P • • •

 
 =  
  

ê× C. ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ A Áå¶ B îËÇàzÕÃ» çÅ ×¹äéëñ (Ü¯ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÔË)
ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

1 2 3

1

2

R R R
F • • •

AB
F • • •

 
=  

 

ÇÂÃ éÅñ òÅÃåò Çò¼Ú ×ÅÔÕ» F1 Áå¶ F2 çÆÁ» ëðîÅÇÂô» ù êÈðÅ Õðé ÇÔ¼å Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Áå¶
R3 çÆÁ» ñ¯óÆºçÆÁ» îÅåðÅò» Ç×ÁÅå Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ
À°çÅÔðä C. À°çÅÔðä B ç¶ îÅâñ çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð¯, Üç ÇÕ

3 4 0
10 15 6

A= , B 7 9 3
10 20 0

5 12 7

 
   =       

Áå¶ Õ¼Ú¶ îÅñ çÆ À°êñìè îÅåðÅò» R1 çÆÁ» CC@ ÇÂÕÅÂÆÁ»,  R2 çÆÁ» DEE ÇÂÕÅÂÆÁ» Áå¶ R3

çÆÁ» AD@ ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ

3 4 0
10 15 6

AB= 7 9 3
10 20 0

5 12 7

 
   
       

 = 

1 2 3

1

2

R RR
F 165 247 87
F 170 220 60

 
 
 

ÇÂÔ Ãêôà çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ F1 Áå¶ F2 çÆ î³× ù êÈðÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¼Ú¶ îÅñ R1 çÆÁ» CEE
ÇÂÕÅÂÆÁ»Í R2 çÆÁ»  DFG ÇÂÕÅÂÆÁ» Áå¶ R3 çÆÁ» ADG ÇÂÕÅÂÆÁ» çÆ ÷ðÈðå ÔË Ü¯ ÇÕ Õ¼Ú¶ îÅñ
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çÆÁ» À°êñìè îÅåðÅò» åº̄ òè¶ð¶ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ Çå¿éº̄ À°åêÅç» çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÇéðîÅä ÇÔ¼å Õ¼Ú¶ îÅñ
çÆÁ» ñ¯óÆºçÆÁ» îÅåðÅò» ÇéôÇÚå Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº Ü» å» Õ¼Ú¶ îÅñ çÆÁ» À°êñìè îÅåðÅò» ù
òèÅÀ°ä çÆ î³× Õð ÃÕç¶ Ô» Ü» ÁÃÆº ×ÅÔÕ» ù À°Ôé» çÆÁ» î³×» ù Ø¼à Õðé çÆ ì¶éåÆ Õð ÃÕç¶ Ô»Í
Çà¼êäÆ :  Ü¶Õð ÁÃÆº À°çÅÔðä C Çò¼Ú A ù A1 éÅñ ìçñ ç¶ÂÆÂ¶, ÇÜ¼æ¶

1

9 12 6
A

10 20 0
 

=  
 

íÅò Ü¶Õð ×ÅÔÕ ñ¯Õ ÁÅêäÆÁ» î³×» ù Ø¼à Õðé ç¶ ñÂÆ î³é Ü»ç¶ Ôé, å»

1

3 4 0
9 12 6

A B 7 9 3
10 20 0

5 12 7

 
   =        

 
141 216 78
170 220 60

 
=  

 

ÇÜ¼æ¶ R1 çÆÁ» 311, R2 çÆÁ» DCF Áå¶ R3 çÆÁ» ACH ÇÂÕÅÂÆÁ» ñ¯óÆºçÆÁ» Ôé Ü¯ ÇÕ Õ¼Ú¶ îÅñ çÆÁ»
À°êñìè îÅåðÅò» ÁðæÅå R1 çÆÁ» CC@, R2 çÆÁ» DEE Áå¶ R3 çÆÁ» AD@ ÇÂÕÅÂÆÁ» å¯º Ø¼à ÔéÍ

AÇà¼êäÆ :  ÁÃÆº  A ù Çëð å¯º ÇÂÃ åð·» êÇðòðÇåå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ éÅñ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ
çÅ êÈðò ðÈê Çò¼Ú À°êï¯× Ô¯ ÜÅò¶Í

ÇÂÃ åð·» Ü¶Õð ×ÅÔÕ» çÆ î³× ù êÈðÅ Õðé ç¶ ñÂÆ A1 ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÖðÆç ÁÅç¶ô Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé, å»
ëðî ç¯ò¶º ×ÅÔÕ» ç¶ ÖðÆç ÁÅç¶ô ù ÃðñåÅ éÅñ êÈðÅ Õð ÃÕçÅ ÔËÍ

ê¹¼ÛÇ×¼Û : Çç¼å¶ B Áå¶ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ çÆÁ» ÇéðèÅÇðå îÅåðÅò» ç¶ ñÂÆ ÕÆ ÁÃÆº, ëðî ç¶
îÅñÕ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ, ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ×ÇäåÕ îÅâñ ìäÅ ÃÕç¶ Ô», ÇÜÃ éÅñ À°Ô ×ÅÔÕ» ù ì¶éåÆ
Õð ÃÕ¶ ÇÕ À°Ô ÁÅêäÆÁ» î³×» ù ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðòðÇåå Õð¯ ÇÕ À°êñìè Õ¼ÚÅ îÅñ êÈðä ðÈê Çò¼Ú
À°êï¯× Çò¼Ú ÁÅ ÜÅò¶Í
ÇÂÃ ê¹¼ÛÇ×¼Û çÅ À°µåð ÇéîéÇñÖå À°çÅÔðä Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË :
À°çÅÔðä D. î³é ñÀ° ÇÕ P1, P2, P3 Áå¶ R1, R2, R3 À°Ã¶ åð·» ÔË ÇÜò¶º À°çÅÔðä B Çò¼Ú Çç¼åÅ ÔËÍ
î³é ñÀ° ÇÕ ëðî ç¶ Õ¯ñ R1 çÆÁ» CC@ R2 çÆÁ» DEE Áå¶  R3 çÆÁ» AD@ ÇÂÕÅÂÆÁ» À°êñìè Ôé
Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Çå¿é¯º À°åêÅç» çÆ Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÇéðîÅä ç¶ ñÂÆ Õ¼Ú¶ îÅñ R1, R2 Áå¶ R3, çÆÁ»
îÅåðÅò» ÇéîéÇñÖå îËÇàzÕÃ åº̄ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË :

1 2 3

1

2

3

R R R
P 3 4 0

B P 7 9 3
P 5 12 7

 
 =  
  

Ôð¶Õ À°åêÅç çÆÁ» ÇÕ¿éÆÁ» ÇÂÕÅÂÆÁ» ìäÅÂÆÁ» Ôé ÇÕ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ çÅ À°êï¯× êÈðÅ Ô¯
ÜÅò¶?
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Ô¼ñ : ê× A. ÃÇæåÆ ÃðñåÅ éÅñ êÇÔÚÅä ï¯× ÔËÍ
ê× B.  î³é ñÀ° ÇÕ ëðî P1 çÆÁ»  x ÇÂÕÅÂÆÁ», P2 çÆÁ» y Áå¶ P3çÆÁ» z ÇÂÕÅÂÆÁ» çÅ
À°åêÅçé ÕðçÆ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ À°åêÅç P1 ç¶ ñÂÆ R1 çÆÁ» 3, P2 ç¶ ñÂÆ R1 çÆÁ» G Áå¶ P3 ç¶ ñÂÆ
R1 çÆÁ» E ÇÂÕÅÂÆÁ» çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË (îËÇàzÕÃ B ò¶Ö¯) Áå¶ R1 çÆÁ» Õ°¼ñ CC@ ÇÂÕÅÂÆÁ»
À°êñìè Ôé, ÇÂÃ åð·» :

3x + 7y + 5z = 330 (Õ¼Ú¶ îÅñ R1 ç¶ ñÂÆ)
ÇÂÃ åð·» 4x + 9y + 12z = 455 (Õ¼Ú¶ îÅñ R2 ç¶ ñÂÆ)
Áå¶ 3y + 7z = 140 (Õ¼Ú¶ îÅñ R3 ç¶ ñÂÆ)
ÇÂÃ (À°êï°Õå) ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ ù îËÇàzÕÃ ðÈê Çò¼Ú Çéîé êÌÕÅð ÇòÁÕå Õð ÃÕç¶ Ô» :

3 7 5
4 9 12
0 3 7

x
y
z

   
   
   
     

 =
330
455
140

 
 
 
  

ê× C.  ÁÅð¿ÇíÕ ÕåÅð Ã¿ÇÕÇðÁÅ ç¹ÁÅðÅ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

1 0 0
0 1 0
0 0 1

x
y
z

   
   
   
     

 =
20
35
5

 
 
 
  

ÇÂÃ åð·» x = 20, y = 35 Áå¶ z = 5 ÇîñçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ëðî P1 çÆÁ» 20, P2 çÆÁ» CE Áå¶
P3 çÆÁ» E ÇÂÕÅÂÆÁ» À°åê³é Õð ÃÕçÆ ÔËÍ
Çà¼êäÆ:  Õ¯ÂÆ òÆ ç¶Ö ÃÕçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ÇéðîÅåÅ ×ÅÔÕ»  F1 Áå¶ F2 çÆÁ» î³×» a (ÇÜò¶º À°çÅÔðä
C Çò¼Ú ÔË) å¶ ÇòÚÅð ÕÆå¶ Çìé» ÔÆ Õ¶òñ À°êñìè Õ¼Ú¶ îÅñ ç¶ Áé°ÃÅð À°åêÅçé Õðé çÅ ëËÃñÅ
ñËºçÅ ÔË, å» À°Ô À°Ôé» çÆÁ» î³×» ù êÈðÅ éÔÆº Õð ÃÕçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ F1 é¶ P3 çÆÁ» F ÇÂÕÅÂÆÁ»
î³×ÆÁ» Ôé Üç¯º ÇÕ ÇéðîÅåÅ À°ÃçÆÁ» Õ¶òñ E ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔÆ ìäÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä E.  ÇÂ¼Õ çòÅ ÇéðîÅåÅ M1 Áå¶ M2 çòÅÂÆÁ» ç¶ À°åêÅçé çÆ ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  M1
çÆÁ» B@,@@@ Áå¶ M2 çÆÁ» D@,@@@ ì¯åñ» ç¶ ñÂÆ çòÅÂÆ ìäÅÀ°ä ÇÔ¼å ñ¯óÆºçÅ Õ¼ÚÅ îÅñ
À°êñìè ÔËÍ êð¿å± À°Ôé» Õ¯ñ Õ¶òñ DE,@@@ ì¯åñ» Ôé, ÇÜÃ Çò¼Ú À°Ôé» ç¯ò» Çò¼Ú¯º òÆ çòÅ íð
ÃÕçÅ ÔËÍ M1 çÆÁ» A@@@ ì¯åñ» íðé ç¶ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ îÅñ ÇåÁÅð Õðé Çò¼Ú Çå¿é Ø³à¶ Áå¶ M2
çÆÁ» A@@@ ì¯åñ» íðé ç¶ ñ¯óÆºçÅ îÅñ ÇåÁÅð Õðé Çò¼Ú A Ø³àÅ ñ¼×çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ êÌÇÕÇðÁÅ ç¶
ñÂÆ Õ¶òñ FF Ø³à¶ À°êñìè ÔéÍ M1 çÆ Ôð¶Õ ì¯åñ å¶ H ð¹êÂ¶ Áå¶ M2 çÆ Ôð¶Õ ì¯åñ å¶ G ð¹êÂ¶ çÅ
ñÅí Ô¹¿çÅ ÔËÍ çòÅ ÇéðîÅåÅ îÔ¼åî ñÅí êÌÅêå Õðé ÇÔ¼å ÁÅêäÆ À°åêÅçé ï¯ÜéÅ ÇÕÃ êÌÕÅð
ìäÅÂÆ ÜÅò¶?
ê× A.  Çç¼åÆ êÇðÕñêéÅ ç¶ Áé°ÃÅð, îÔ¼åò ñÅí êÌÅêå Õðé ÇÔ¼å çòÅÂÆÁ» M1 Áå¶ M2 çÆÁ»
ì¯åñ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå ÕðéÅÍ
ê× B.  î³é ñÀ° ÇÕ çòÅ M1  çÆÁ» x Áå¶ çòÅ M2 çÆÁ» y ì¯åñ» ÔéÍ ÇÕÀ°ºÇÕ M1 çÆÁ» ì¯åñ»
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å¶ ñÅí H ð¹êÂ¶ Áå¶ M2 çÆ Ôð¶Õ ì¯åñ å¶ ñÅí G ð¹êÂ¶ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ À°åêÅçé ëñé(objective
function)] ÇÜÃ ù ÁÇèÕåî ÕðéÅ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃîÆÕðé ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Z ≡ Z (x, y) = 8x + 7y
ÇÂÃ À°ç¶ô ëñé çÅ ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð ÁÇèÕåî ÕðéÅ ÔË (ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ AB å¶ ÇèÁÅé ÇçÀ°)Í

20000
40000

45000
3 66000

0, 0

x
y
x y
x y

x y

≤ 
≤ + ≤ 
+ ≤ 

≥ ≥ 

... (1)

ê× C. Çç¼å¶ êÌÇåì¿è (constraints) (1) ç¶ ÁèÆé ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð OPQRST Áé°Õ±ñåî
Ö¶åð ÔË (ÇÚ¼åð A.2.3) Çì³çÈÁ» O, P, Q, R, S Áå¶ T Õ¯ÇéÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð : (0, 0),
(20000, 0), (20000, 6000), (10500, 34500), (5000, 40000) Áå¶ (0, 40000) ÔËÍ

ÇÚ¼åð A.2.3
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é¯à Õð¯ ÇÕ :
P (0, 0) å¶ Z  = 0

P (20000, 0) å¶ Z = 8 × 20000 = 160000

Q (20000, 6000) å¶ Z  = 8 × 20000 + 7 × 6000 = 202000

R (10500, 34500) å¶ Z = 8 × 10500 + 7 × 34500 = 325500

S = (5000, 40000) å¶ Z = 8 × 5000 + 7 × 40000   = 320000

T = (0, 40000)  å¶ Z = 7 × 40000 = 280000

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ x = 10500 Áå¶ y = 34500 å¶ îÔ¼åî ñÅí êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¯ ÇÕ CBEE@@ ð¹êÂ¶ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» ÇéðîÅåÅ (À°åêÅçÕ) ù 325500 ð¹êÂ¶ çÅ îÔ¼åî ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ M1 çÆÁ»
A@E@@ Áå¶ M2 çÆÁ» CDE@@ ì¯åñ» À°åê³é ÕðéÆÁ» ÚÅÔÆçÆÁ» ÔéÍ
À°çÅÔðä F.  î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ Õ¿êéÆ Õ¯ÂÆ éò» À°åêÅç ìäÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË, ÇÜÃ å¶ Õ°¼Þ ñÅ×å
(ÃÇæð Áå¶ Úñ ñÅ×å) ÁÅÀ°ºçÆ ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Õ¿êéÆ À°Ã À°åêÅç ù ÇÂ¼Õ ÃÇæð î¹¼ñ å¶ ò¶Úä
çÆ ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ñÅí-ÔÅéÆ ç¶ êðÆÖä ÇÔ¼å ÇÂ¼Õ ×ÇäåÕ îÅâñ ìäÅÀ°Í
Ô¼ñ : ê× A.  ÇÂ¼æ¶ ÃÇæåÆ Ãêôà ðÈê Çò¼Ú êÇÔÚÅä ï¯× ÔËÍ
ê× B.  ÃÈåðÆÕðé å¯º ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ñÅ×å ç¯ êÌÕÅð çÆ Ô¹¿çÆ ÔË, ÃÇæð Áå¶ ÚðÍ ÃÇæð ñÅ×å
À°åêÅç çÆ Ã¿ÇÖÁ» åº̄ Ãòå¿åð Ô¹¿çÆ ÔË (ÇÜò¶º ÇÕðÅÇÂÁÅ, àËÕÃ ÁÅÇç)Í Üç ÇÕ Úñ ñÅ×å À°åêÅç
çÆ Ã¿ÇÖÁÅ òèä éÅñ òèçÆ ÔË (ÇÜò¶º Ãî¼×ðÆ, êËÇÕ¿× ÁÅÇç) ÁÅð¿í Çò¼Ú ÁÃÆº î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ Úñ
ñÅ×å À°åêÅç çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÆ ÇÃ¼èÅ Áé°êÅåÆ ÔËÍ ÇÂÃ éÅñ ÃÅâÅ îÅâñ Ãðñ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ Õ¿êéÆ ù
Õ°¼Þ èé ðÅôÆ ò¶Úä ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË Áå¶ À°Ô (Õ¿êéÆ)ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË ÇÕ ÇÂÔ
êÌÅêå èé îÔ¼åî ÔËÍ Ã¹ÇòèÅ ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº ÇÂÔ î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ Ôð¶Õ À°åêÅÇçå ÇÂÕÅÂÆ å°ð¿å ò¶Ú
Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔËÍ
×ÇäåÕ îÅâñ
î³é ñÀ° ÇÕ À°åê³é Áå¶ ò¶ÚÆÁ» ×ÂÆÁ» ÇÂÕÅÂÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ  x ÔËÍ

C = À°åêÅçé çÆ Õ°¼ñ ñÅ×å ÔË (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)
I = ò¶Ú î¹¼ñ å¯º êÌÅêå Ô¯ä òÅñÆ Õ°¼ñ ÁÅîçé ÔË (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)
P = Õ°¼ñ ñÅí ÔË (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)

ÃÅâÆ I À°êð¯Õå îÅéåÅ (assumption) ç¶ Áé°ÃÅð C  ç¯ íÅ×» å¯º Çîñ Õ¶ ìäçÅ ÔË :
ÃÇæð ñÅ×å = a (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú a),

Úð ñÅ×å = b (ð¹êÂ¶ êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ)
Áå¶ C = a + bx ... (1)
éÅñ ÔÆ Õ°¼ñ ÁÅîçé I ò¶ÇÚÁÅ Ç×ÁÅ î¹¼ñ s (ð¹êÂ¶ êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ) å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔËÍ
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ÇÂÃ åð·» I = sx ... (2)

ñÅí P ÁÅîçé Áå¶ ñÅ×å ç¶ Á³åð ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔË, ÇÂÃ åð·»
P = I – C

= sx – (a + bx)
= (s – b) x – a ... (3)

ÇÂÃ åð·» Ô¹ä ÁÃÆº Úñ ðÅôÆÁ» x, C, I, P, a, b, Áå¶ s ç¶ Çò¼Ú (1)] (2) Áå¶ (3) Çò¼Ú çðÃÅÂ¶
êðÃêð Ã¿ì¿è» çÅ ÇÂ¼Õ ×ÇäåÆ îÅâñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÔé» Úñ ðÅôÆÁ» çÅ òð×ÆÕðä ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË :
Ãòå¿åð x

ÁÅôÇðå (Çéðíð) C, I, P

êËðÅîÆàð a, b, s

À°åêÅçÕ ù x, a, b, s, çÆ ÜÅäÕÅðÆ ÔË Áå¶ À°Ô P êåÅ Õð ÃÕçÅ ÔËÍ
ê× C.  Ã¿ì¿è (3) ç¹ÁÅðÅ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Ãî ÇòÛ¶çé  Çì¿çÈ  (éÅ Õ¯ÂÆ ñÅí Áå¶ éÅ Õ¯ÂÆ ÔÅéÆ)

ç¶ ñÂÆ P = 0, ÁðæÅå, 
ax

s b
=

−
 ÇÂÕÅÂÆÁ»Í

ê× D Áå¶ E Ãî ÇòÛ¶çé Çì³çÈ ç¶ ÇòÚÅð éÅñ ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð Õ¿êéÆ Õ°Þ

ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔÆ À°åêÅÇçå ÕðçÆ ÔË ÁðæÅå ax
s b

=
−

ÇÂÕÅÂÆÁ» å¯º Ø¼à Ô¯ò¶ å» À°Ã ù ÔÅéÆ Ô¯ò¶×Æ

Áå¶ Ü¶Õð À°Ô òè¶ð¶ ÇÂÕÅÂÆÁ» À°åêÅÇçå ÕðçÆ ÔË ÁðæÅå 
a

s b−
ÇÂÕÅÂÆÁ» å¯º òè¶ð¶ ÇÂÕÅÂÆÁ»

éÅñ À°Ã ù ñÅí Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ Ü¶Õð Ãî ÇòÛ¶çé Çì³çÈ ÁòÅÃåÇòÕ ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔË, åç Õ¯ÂÆ
Ô¯ð îÅâñ À°êï°Õå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Ü» èé êÌòÅÔ éÅñ Ã¿ì¿Çèå èÅðéÅò» Çò¼Ú êÇðòðåé ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : Ã¿ì¿è (3) å¯º ÃÅù ÇÂÔ òÆ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

Pd
d x

 = s – b

íÅò x ç¶ ÃÅê¶Ö P ç¶ êÇðòðåé çÆ çð, ðÅôÆ s – b å¶ Çéðíð ÕðçÆ ÔË Ü¯ ÇÕ À°åêÅç ç¶ ò¶Ú î¹¼ñ Áå¶
À°Ã çÆ Úñ ñÅ×å ç¶ Á³åð ç¶ ìðÅìð ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ ðÅôÆ ù èéÅåîÕ
Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË Áå¶ òÅèÈ îÅåðÅ Çò¼Ú ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù ìÔ¹å ÁÇèÕ îÅåðÅ À°åê³é ÕðéÆ
ÚÅÔÆçÆ ÔË, ÇÂÃ ç¶ éÅñ Úñ ñÅ×å ù Ø¼à Õðé çÅ ïåé òÆ ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



284        ×Çäå

À°çÔÅðä G.  î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ àËºÕ Çò¼Ú A@@@ ñÆàð ÖÅðÅ Üñ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú êÌåÆ ñÆàð 250 g ÖÅðÅ
ÔËÍ  200 g/L ÖÅðÅ òÅñÅ ÖÅðÅ Üñ, 25 L/min  çÆ çð éÅñ àËºÕ Çò¼Ú ÁÅ ÇðÔÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·» êÌÅêå
Çîôðä ÃîÅé çð éÅñ àËºÕ å¯º ìÅÔð ÇéÕñ ÇðÔÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ Ãî¶º  t å¶ àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ ÕÆ ÔË?
Ô¼ñ : ê× A ÇÂ¼æ¶ ÃÇæåÆ ÃðñåÅ ç¶ éÅñ êÇÔÚÅéä ç¶ ï¯× ÔËÍ
ê× B. î³é ñÀ° ÇÕ  y = y (t) ç¹ÁÅðÅ Á³åð êÌòÅÔ, ìÅÔð êÌòÅÔ ÁÅð¿í Ô¯ä ç¶ ìÅÁç, ÇÕÃ¶ Ãî¶º t
(Çî³à Çò¼Ú) å¶, àËºÕ Çò¼Ú À°êÃÇæå ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ (ÇÕñ¯×ðÅî Çò¼Ú) ÃÈÇÚå (êÌ×à) Ô¹¿çÆ ÔËÍ Üç¯º
t = 0, ÁðæÅå Á³åð êÌòÅÔ Áå¶ ìÅÔð êÌòÅÔ ô¹ðÈ Ô¯ä å¯º êÇÔñ» y = 250 g × 1000 = 250 kg
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ y Çò¼Ú êÇðòðåé, Çîôðä Çò¼Ú Á³åð êÌòÅÔ, ìÅÔð êÌòÅÔ ç¶ ÕÅðä Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ Üñ çÅ Á³åð êÌòÅÔ 5 kg/min (ÇÕÀ°ºÇÕ 25 × 200 g  = 5 kg) çÆ çð éÅñ

ÖÅðÅ ÇñÁÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÖÅð¶ Üñ çÅ ìÅÔð êÌòÅÔ Áå¶ Á³åð êÌòÅÔ 25 kg/min
1000 40

y y  =  

(ÇÕÀ°ºÇÕ t Ãî¶º å¶ àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ 1000
y

 kg ÔËÍ)

ÇÂÃ åð·» t ç¶ ÃÅê¶Ö àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ Çò¼Ú êÇðòðåé çÆ çð ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä åº̄ êÌÅêå
Ô¹¿çÆ ÔË :

dy
dt  = 5

40
y

− (ÇÕÀ°º?)

Ü»
1
40

dy y
dt

+  = 5 ... (1)

ÇÂÔ éåÆÜÅ Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ ×ÇäåÕ îÅâñ Çç³çÅ ÔËÍ
ê× C. éåÆÜÅ /êÇðäÅî (1) ÇÂ¼Õ ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä ÔË, ÇÜÃ ù ÁÃÅéÆ éÅñ Ãðñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ
ÔËÍ ÃîÆÕðä (1) çÅ Ô¼ñ Ô¶á Çç¼åÅ ÔË :

40
t

y e  = 40200 C
t

e +   Ü»   y (t) = 200 + C 40
t

e
−

... (2)
ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ³àð×ð¶ôé/Áé°Õ±ñé ÁÚ¼ñ ÔË
ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ Üç¯º  t = 0, y = 250. ÇÂÃ åð·» 250 = 200 + C
Ü» C = 50
åç ÃîÆÕðä  (2) ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÇðòðÇåå Ô¯ Ü»çÅ ÔË

y = 200 + 50 40
t

e
−

... (3)

Ü»
200

50
y −

 = 40
t

e
−
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Ü» 40
t

e  =
50
200y −

ÇÂÃ åð·» t =
50

40log
200y

 
 − 

... (4)

ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðä (4) À°Ô Ãî» t Çç³çÅ ÔË Üç¯º àËºÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ y kg ÔËÍ

Úðä D. ÃîÆÕðä (3) å¯º ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ Ôî¶ôÅ y > 200 ÇÕÀ°ºÇÕ 40
t

e
−  çÅ î¹¼ñ Ôî¶ô»

èéÅåîÕ ðÇÔ³çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» àËÕ Çò¼Ú ÖÅð¶ çÆ ÇéÀ±éåî îÅåðÅ ñ×í× B@@ kg (êð¿å± áÆÕ áÆÕ 200 kg éÔÆºa) Ô¯
ÃÕçÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÃîÆÕðä  (4) åº̄ ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ  t > 0 Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð
0 < y – 200 < 50 ÁðæÅå Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð 200 < y < 250 ÁèÆé àËºÕ ç¶ ÖÅð¶ Üñ ç¶ Á³åð
êÌòÅÔ Áå¶ ìÅÔð êÌòÅÔ ç¶ ô¹ðÈ Ô¯ä ç¶ ìÅÁç ÖÅð¶ çÆ îÅåðÅ B@@ kg Áå¶ BE@ kg ç¶ î¼è Çò¼Ú ÔËÍ

×ÇäåÕ Çéçðôé çÆÁ» ÃÆîÅò» (Limitations)
Ô¹ä å¼Õ Áé¶Õ ×ÇäåÆ îÅâñ ÇòÕÇÃå ÕÆå¶ ×Â¶ Ôé Áå¶ À°Ôé» çÆ òðåº̄ (application) ìÔ¹å

êÇðÃÇæåÆÁ» ù ×¿íÆðåÅ éÅñ ÃîÞä Çò¼Ú ÃëñåÅêÈðòÕ ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔËÍ Õ°¼Þ Çòô¶ ÇÜò¶º ×ÇäåÆ,
í½ÇåÕÆ, ×ÇäåÆ Áðæ ôÅÃåð, Ã¿ÇÕÇðÁÅ ÇòÇ×ÁÅé (operations research)] ÜÆò ×Çäå (Bio-
mathematics) ÁÅÇç, ×ÇäåÕ Çéçðôé ç¶ (ñ×í×) ÃîÅéÁðæÆ ÔËÍ

êð¿å± Á¼Ü òÆ ÕÂÆ êÇðÃÇæåÆÁ» ÁÇÜÔÆÁ» Ôé ÇÜÔé» ç¶ îÅâñ ÁÜ¶ ìäé¶ ÔéÍ ÇÜÃ ç¶ Çê¼Û¶ ÕÅðä
ÇÂÔ ÔË ÇÕ Ü» å» À°Ô êÇðÃÇæåÆÁ» ìÔ¹å ÜÇàñ Ôé Ü» ÇòÕÇÃå îÅâñ ×Çäå Áé°ÃÅð ê¶ÚÆçÅ ÔéÍ

ôÕåÆôÅñÆ Õ¿ÇêÀ±àð» Áå¶ Ã¹êð Õ¿ÇêÀ±àð»  (Super Computers) ç¶ ÇòÕÅÃ é¶ êÇðÃÇæåÆÁ»
ù ÇÂ¼Õ ìÔ¹å ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ñÂÆ, ×Çäå Áé°ÃÅð îÅâñ ìäÅÀ°ä Çò¼Ú ÃÅù ï¯× ìäÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

å¶÷ (fast) Áå¶ À°µéå Õ¿ÇêÀ±àð» ç¶ ÕÅðä ÇÂÔ Ã¿íò Ô¯ ÃÇÕÁÅ ÔË ÇÕ ÁÃÆº òè¶ð¶ ïæÅðæ
îÅâñ» çÆ ðÚéÅ Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÔé» ç¶ ç¹ÁÅðÅ êÌ¶Öä ç¶ éÅñ ò¼è ÃÇÔîåÆ êÌÅêå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ç¶ éÅñ ÃÅâ¶ Õ¯ñ, ÇÕÃ¶ ×ÇäåÕ îÅâñ Çò¼Ú ï°Õå ÇòÇí¿é Úñ» çÆ Ú¯ä Áå¶ ÇÂÔé» Úñ» ç¶
îÈñÁ³Õä ÇÔ¼å òè¶ð¶ îÅð×çðôé ÇÃè»å éÔÆº ÔéÍ òÅÃåò Çò¼Ú ÁÃÆº ê³Ü é» Û¶ Úñ» çÆ Ú¯ä ÕðÕ¶
ÇÕÃ¶ òÆ Á³Õó¶ ç¶ ñÂÆ ìÔ¹å Ô¼ç å¼Õ ÇòÁðæ  (accurate) îÅâñ» çÅ ÇéðîÅä Õð ÃÕç¶ ÔËÍ ÇÂÔé»
ç¶ áÆÕ áÆÕ î¹¦Õä ÇÔ¼å ÃÅù Úñ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ Ø¼à å¯º Ø¼à ð¼ÖäÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ

ò¼âÆ ÜÇàñ êÇðÃÇæåÆÁ» ç¶ ×ÇäåÕ Çéçðôé çÆ ÁÅêäÆ Çòô¶ô Ãî¼ÇÃÁÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð
çÆÁ» êÇðÃÇæåÆÁ» ÁÅî å½ð å¶ òÅåÅòðä (environment)] Ãî¹¿çð ÇòÇ×ÁÅé (oceanography)]
Ü¿é Ã¿ÇÖÁÅ Çéï¿åðä (population control) ÁÅÇç ç¶ ñ¯Õ Çéçðô» (world models) ç¶¶
ÁÇèÁËé Çò¼Ú ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÇÃ¼ÇÖÁÅ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ÃÅÖÅò» ×Çäå, Õ¿ÇêÀ±àð ÇòÇ×ÁÅé, í½ÇåÕÆ,
ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³×, ÃîÅÜ ôÅÃåð ÁÅÇç å¶ ×ÇäåÆ Çéçðôé, ÇÂÃ Ú¹ä½åÆ çÅ ÃÅÔîäÅ ÃÅÔÃêÈðòÕ Õð
ðÔ¶ ÔéÍ

—v—

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



×Çäå286

ÁÇíÁÅÃ A.A
1. (i) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ

(ii) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ
(iii) Çé¼ÜòÅÚÕ Áå¶ ÃÕðîÕ êð¿å± ÃîÇîåÂÆ éÔÆº
(iv) Çé¼ÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ
(v) (a) Çé¼ÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ

(b) Çé¼ÜòÅÚÕ, ÃîÇîåÂÆ Áå¶ ÃÕðîÕ
(c) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ å» ÃÕðîÕ
(d) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº êð¿å± ÃÕðîÕ
(e) Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÕðîÕ

3. Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ  ÃÕðîÕ
5. Çé¼ÜòÅÚÕ éÔÆº, ÃîÇîåÂÆ éÔÆº Áå¶ éÅ  ÃÕðîÕ
9. (i) {1, 5, 9},  (ii) {1} 12. T1 Áå¶  T3 ÁÅêÃ Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå ÔéÍ

13. ÃÅðÆÁ» Çåzí¹Ü» çÅ Çé¼ÜòÅÚÕ 14. ÃÅðÆÁ» ð¶ÖÅò»  y = 2x + c, c ∈ R çÅ  Çé¼ÜòÅÚÕ
15. B 16. C

ÁÇíÁÅÃ A.B
1. éÔÆº
2. (i) ÇÂ³ÜËÕÇàò êÌ¿å± ÃðÜËÕÇàò éÔÆº (ii) éÅ å» ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ éÅ ÔÆ ÃðÜËÕÇàò

(iii) éÅ å» ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ éÅ ÔÆ ÃðÜËÕÇàò(iv) ÇÂ³ÜËÕÇàò êÌ¿å± ÃðÜËÕÇàò éÔÆº
(v) ÇÂ³ÜËÕÇàò êÌ¿å± ÃðÜËÕÇàò éÔÆº

7. (i) ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ ÃðÜËÕÇàò (ii) éÅ å» ÇÂ³ÜËÕÇàò Áå¶ éÅ ÔÆ ÃðÜËÕÇàò
9. éÔÆº 10. Ô» 11. D 12. A

ÁÇíÁÅÃ A.C
1. gof  = {(1, 3), (3,1), (4,3)}
3. (i) (gof ) (x) = |5 |x |– 2|, (fog) (x) = |5x – 2 |

(ii) (go f ) (x) = 2x, (f o g) (x) = 8x

À°µåðîÅñÅ
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4.  f  çÅ À°ñà Ö¹ç  f  ÔÆ ÔË
5. (i) éÔÆº, ÇÕÀ°ºÇÕ f  ÇÂ¼Õ ìÔ¹-ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ (ii) éÔÆº ÇÕÀ°ºÇÕ g ÇÂ¼Õ ìÔ¹¹-ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ

(iii) Ô», ÇÕÀ°ºÇÕ h ÇÂ¼Õ, ÇÂ¼Õ-ÇÂ¼Õ Áå¶ Á¯éàÈ ëñé ÔËÍ
6. f –1,  f –1 (y) = 

2
1

y
y− , y ≠ 1 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ ÔË  7. f –1 , f –1 (y) = 

3
4

y −
ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ ÔËÍ

11. f –1,  f –1 (a) = 1, f –1 (b) = 2 Áå¶  f –1 (c) = 3 ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ ÔËÍ
13. (C) 14. (B)

ÁÇíÁÅÃ A.D
1. (i) éÔÆº (ii) Ô» (iii) Ô» (iv) Ô» (v) Ô»
2. (i) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ ÔË êð¿å± éÅ å» ́ î òà»çðÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÇÔÚð ÔËÍ

(ii) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ Áå¶  ´î òà»çðÅ ÔË êð¿å± ÃÇÔÚð éÔÆºÍ
(iii) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ ´î òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð ÔéÍ
(iv) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ Áå¶ ́ î òà»çðÅ ÔË êð¿å± ÃÇÔÚð éÔÆºÍ
(v) ∗ ç¯-ÁèÅðÆ ÔË êð¿å± éÅ å» ́ î òà»çðÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÇÔÚðÍ
(vi) ∗ éÅ å» ç¯-ÁèÅðÆ ́ î òà»çðÅ Áå¶ éÅ ÔÆ ÃÇÔÚðÍ

   3. Λ 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

3 1 2 3 3 3

4 1 2 3 4 4

5 1 2 3 4 5

4. (i) (2 * 3) * 4 = 1 Áå¶ 2 * (3 * 4) = 1 (ii)  Ô» (iii) 1
5. Ô»
6. (i) 5 * 7 = 35, 20 * 16 = 80 (ii)   Ô» (iii) Ô» (iv) 1     (v) 1
7. éÔÆº 8. ∗ ´î òà»çðÅ Áå¶ ÃÇÔÚð ç¯ò¶º Ôé,  ∗ ç¶ ÃÅê¶Ö; N Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ååÃîÕ å¼å éÔÆº ÔËÍ
9.   (ii) , (iv), (v) ´î òà»çðÅ ÔËÍ (v) ÃÇÔÚð ÔËÍ 10.   (V)

11. ååÃîÕ å¼å çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ
12. (i)  Ã¼Ú (ii) ÞÈá 13. B
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ÁÇèÁÅÇÂ A Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1.
7( )

10
yg y −

= 2. f  çÅ À°ñà Ö¹ç f  ÔËÍ

3. x4 – 6x3 + 10x2 – 3x 8. éÔÆº 10. n!
11. (i) F–1 = {(3, a), (2, b), (1, c)}, (ii) F–1 çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ 12. éÔÆº
15. Ô» 16. A 17. B 18. éÔÆº
19. B

ÁÇíÁÅÃ B.A

1.
6

−π
2. 6

π
3. 6

π
4.

3
−π

5.
2
3
π

6. 4
π

− 7. 6
π

8. 6
π

9.
3
4
π

10. 4
−π

11.
3
4
π

12.
2
3
π

13. B 14. B

ÁÇíÁÅÃ B.B

5. 11 tan
2

x− 6. 2
π

– sec–1 x 7. 2
x

8.
4

xπ
−

9. 1sin x
a

− 10. 13 tan x
a

− 11. 4
π

12. 0

13. 1
x y

xy
+

− 14.
1
5

15.
1
2

± 16.
3
π

17.
4

−π
18.

17
6

19. B 20. D

21. B

ÁÇèÁÅÇÂ B Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1. 6
π

2.
6
π

13.
4

x π
= 14.

1
3

x =

15. D 16. C 17. C

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



À°µåðîÅñÅ 289

ÁÇíÁÅÃ C.A

1. (i) 3 × 4 (ii) 12 (iii) 19, 35, – 5, 12, 
5
2

2. 1 × 24, 2 × 12, 3 × 8, 4 × 6, 6 × 4, 8 × 3, 12 × 2, 24 × 1; 1 × 13, 13 × 1
3. 1 × 18, 2 × 9, 3 × 6, 6 × 3, 9 × 2, 18 × 1; 1 × 5, 5 × 1

4. (i)

92
2

9 8
2

 
 
 
 
  

(ii)
11
2

2 1

 
 
 
 

(iii)
9 25
2 2
8 18

 
 
 
 

5. (i)

1 11 0
2 2

5 32 1
2 2

7 54 3
2 2

 
 
 
 
 
 
 
  

(ii)
1 0 1 2
3 2 1 0
5 4 3 2

− − 
 
 
  

6. (i) x = 1, y = 4, z = 3
(ii) x = 4, y = 2, z = 0   or   x = 2,    y = 4,  z = 0
(iii) x = 2, y = 4, z = 3

7. a = 1, b = 2, c = 3, d = 4
8. C 9. B 10. D

ÁÇíÁÅÃ C.B

1. (i)
3 7

A + B =
1 7

 
 
 

(ii)
1 1

A B =
5 3

 
−  − 

(iii)
8 7

3A C =
6 2

 
−  

 
(iv)

6 26
A B =

1 19
− 

 − 
(v) 11 10

BA =
11 2

 
 
 

2. (i) 2 2
0 2
a b

a
 
 
 

(ii)
2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

a b b c

a c a b

 + +
 

− −  

(iii)
11 11 0
16 5 21
5 10 9

 
 
 
  

(iv)
1 1
1 1
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3. (i)
2 2

2 2

0

0

a b

a b

 +
 

+  
(ii)

2 3 4
4 6 8
6 9 12

 
 
 
  

(iii)
3 4 1

8 13 9
− − 

 
 

(iv)
14 0 42
18 1 56
22 2 70

 
 − 
 − 

(v)
1 2 3
1 4 5
2 2 0

 
 
 
 − 

(vi)
14 6
4 5

− 
 
 

4.
4 1 1 1 2 0

A + B = 9 2 7 , B C = 4 1 3
3 1 4 1 2 0

− − −   
   − −   
   −   

5.
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
  

6.
1 0
0 1

 
 
 

7. (i)
5 0 2 0,X Y
1 4 1 1

   
= =   

   
(ii)

2 12 2 13
5 5 5 5,X Y
11 143 2
5 5

−   
   

= =   
−   −      

8.
1 1

X
2 1

− − 
=  − − 

9. x = 3, y = 3 10. x = 3, y = 6, z = 9, t = 6

11. x = 3, y = – 4 12. x = 2, y = 4, w = 3, z = 1

15.
1 1 3
1 1 10
5 4 4

− − 
 − − − 
 − 

17. k = 1

19. (a) Rs 15000, Rs 15000 (b) Rs 5000,   Rs 25000
20. Rs 20160 21. A 22. B

ÁÇíÁÅÃ C.C

1. (i)
15 1
2

 −  
(ii)

1 2
1 3

 
 − 

(iii)
1 3 2

5 5 3
6 6 1

 −
 
 
 − 
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4.
4 5

1 6
− 

 
 

9.
0 0 0 0
0 0 0 , 0
0 0 0 0

a b
a c
b c

   
   −   
   − −   

10. (i)
3 3 0 2

A
3 1 2 0

   
= +   − −   

(ii)
6 2 2 0 0 0

A 2 3 1 0 0 0
2 1 3 0 0 0

−   
   = − − +   
   −   

(iii)

1 5 5 3
3 0

2 2 2 2
1 5A 2 2 0 3
2 2
5 3

2 2 3 0
2 2

−   
   
   

−   = − − +   
   − −   − −
      

(iv)
1 2 0 3

A
2 2 3 0

   
= +   −   

11. A 12. B

ÁÇíÁÅÃ C.D

1.

3 1
5 5
2 1

5 5

 
 
 

− 
  

2.
1 1
1 2

− 
 − 

3.
7 3
2 1

− 
 − 

4.
7 3

5 2
− 

 − 
5.

4 1
7 2

− 
 − 

6.
3 5
1 2

− 
 − 

7.
2 1
5 3

− 
 − 

8.
4 5
3 4

− 
 − 

9.
7 10
2 3

− 
 − 

10.

11
2
32
2

 
 
 
 
  

11.
1 3
1 1

2

− 
 − 
 

12. À°ñà´î çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ
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13.
2 3
1 2

 
 
 

14. À°ñà´î çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔËÍ

15.

2 30
5 5
1 1 0

5 5
2 1 2
5 5 5

− 
 
 

− 
 
 − 
  

16.

2 31
5 5

2 4 11
5 25 25
3 1 9

5 25 25

− − 
 
 

− 
 
 − 
  

17.
3 1 1
15 6 5
5 2 2

− 
 − − 
 − 

18. D
ÁÇèÁÅÇÂ C Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

6.
1 1 1, ,
2 6 3

x y z= ± = ± = ±

7. x = – 1 9. 4 3x= ±

10. (a) ì÷Åð -I Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé = Rs 46000

ì÷Åð-II Çò¼Ú Õ°¼ñ ÁÅîçé = Rs 53000
(b) Rs 15000,  Rs 17000

11. 1 2
X

2 0
− 

=  
 

13. C 14. B 15. C

ÁÇíÁÅÃ D.A
1. (i) 18 2. (i)  1,   (ii)   x3 – x2 + 2

5. (i) – 12,   (ii)   46,   (iii)   0,   (iv)   5 6. 0

7. (i) 3x= ± ,   (ii)  x = 2 8. (B)

ÁÇíÁÅÃ D.B
15. C 16. C

ÁÇíÁÅÃ D.C

1. (i)
15
2

,    (ii)   
47
2 ,  (iii)   15

3. (i)   0, 8,  (ii)   0, 8 4. (i)  y = 2x,  (ii)  x – 3y = 0 5.  (D)
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ÁÇíÁÅÃ D.D
1. (i) M11 = 3, M12 = 0,   M21 = – 4, M22 = 2, A11 = 3, A12 = 0, A21 = 4, A22 = 2

(ii) M11 = d, M12 = b,  M21 = c,    M22 = a

 A11 = d,  A12= – b, A21 = – c,  A22 = a

2. (i) M11= 1, M12= 0, M13 = 0,  M21 = 0, M22 = 1, M23 = 0, M31 = 0, M32 = 0, M33 = 1,

 A11= 1, A12= 0,   A13= 0, A21= 0, A22= 1, A23= 0,   A31= 0,   A32= 0,    A33= 1

(ii)  M11= 11, M12= 6,   M13= 3,  M21= –4, M22= 2, M23= 1,   M31= –20, M32= –13, M33= 5

        A11=11,   A12= – 6, A13= 3,  A21= 4,  A22= 2,  A23= –1, A31= –20, A32= 13, A33= 5

3. 7 4. (x – y) (y – z) (z – x) 5.  (D)

ÁÇíÁÅÃ D.E

1.
4 2
3 1

− 
 − 

2.
3 1 11
12 5 1
6 2 5

− 
 − − 
  

5.
3 21
4 214

 
 − 

6.
2 51
3 113

− 
 − 

7.
10 10 2

1 0 5 4
10

0 0 2

− 
 − 
  

8.

3 0 0
1 3 1 0

3
9 2 3

− 
−  − 

 − − 

9.
1 5 3

1 4 23 12
3

1 11 6

− 
−  − 

 − − 

10.

2 0 1
9 2 3
6 1 2

− 
 − 
 − 

11.

1 0 0
0 cos sin
0 sin – cos

 
 α α 
 α α 

13.
2 11
1 37

− 
 
 

14. a = – 4, b = 1 15. 1
3 4 5

1A 9 1 4
11

5 3 1

−

− 
 = − − 
 − − 

16.

3 1 1
1 1 3 1
4

1 1 3

− 
 
 
 − 

17. B 18. B
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ÁÇíÁÅÃ D.F
1. Ã¿×å 2. Ã¿×å 3. ÁÃ¿×å
4. Ã¿×å 5. ÁÃ¿×å 6. Ã¿×å

7. x = 2, y = – 3 8.
5

11
x −

= , 
12
11

y = 9.
6 19,

11 11
x y− −

= =

10. x = –1, y = 4 11. x = 1, 
1
2

y = , 
3

2
z −

=

12. x = 2, y = –1, z = 1 13. x = 1, y = 2, z = –1
14. x = 2, y = 1, z = 3

15.

0 1 2
2 9 23
1 5 13

− 
 − − 
 − − 

, x = 1, y = 2, z = 3

16. ÇêÁÅ÷ çÅ î¹¼ñ êÌÇå  kg = Rs 5
ÕäÕ çÅ î¹¼ñ êÌÇå  kg = Rs 8
Ú½ñ çÅ î¹¼ñ êÌÇå  kg = Rs 8

ÁÇèÁÅÇÂ D Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

3. 1 5.
3
ax −

= 7.

9 3 5
2 1 0
1 0 2

− 
 − 
  

9. – 2(x3 + y3) 10. xy 16. x = 2, y = 3, z = 5
17. A 18. A 19. D

ÁÇíÁÅÃ E.A
2. f , x = 3 Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
3. (a), (b), (c) Áå¶  (d) ÃÅð¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔéÍ
5. f , x = 0 Áå¶ x = 2 Óå¶ ñ×ÅåÅð Ôé, êÌ¿å± x = 1 Óå¶ ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔË
6. x = 2 Óå¶ à¹¼àò» ÔË 7. x = 3 Óå¶ à¹¼àò» ÔË
8. x = 0 Óå¶ à¹¼àò» ÔË 9. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔË

10. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔË 11. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔË

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



À°µåðîÅñÅ 295

12. x = 1 Óå¶ f  ñ×ÅåÅð ÔË 13. x = 1 Óå¶ f  ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ
14. x = 1 Áå¶  x = 3 Óå¶ f  ñ×ÅåÅð éÔÆº ÔËÍ
15. Õ¶òñ x = 1 à¯à Çì³çÈ ÔËÍ

16. ñ×ÅåÅð 17.
2
3

a b= +

18. λ ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ f , x = 0 Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔË êð¿å± f , λ ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ
x = 1 Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ

20. x = π Óå¶ f  ñ×ÅåÅð ÔËÍ 21. (a), (b) Áå¶ (c) ÃÅð¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔéÍ
22. Ôð¶Õ  x ∈ R ç¶ ñÂÆ cosine ëñé ñ×ÅåÅð ÔË cosecant ëñé x = nπ, n ∈ Z ç¶ ÇÂñÅòÅ

ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ ñ×ÅåÅð ÔË secant ëñé x = (2 1)
2

n π
+ , n ∈ Z ç¶ ÇÂñÅòÅ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» Óå¶

ñ×ÅåÅð ÔË cotangent ëñé, x = nπ, n ∈ Z ç¶ ÇÂñÅòÅ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» Óå¶ ñ×ÅåÅð ÔËÍ
23. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ
24. Ô», Ôð¶Õ x ∈ R ç¶ ñÂÆ f ñ×ÅåÅð ÔËÍ 25. Ôð¶Õx ∈ R ç¶ ñÂÆ  f ñ×ÅåÅð ÔËÍ

26. k = 6 27.
3
4

k = 28.
2k −

=
π

29.
9
5

k = 30. a = 2, b = 1 34. Õ¯ÂÆ à¯à Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ
ÁÇíÁÅÃ E.B

1. 2x cos (x2 + 5) 2. – cos x sin (sin x) 3. a cos (ax + b)

4.
2sec(tan ).tan (tan ).sec

2
x x x

x

5. a cos (ax + b) sec (cx + d) + c sin (ax + b) tan(cx + d) sec (cx + d)
6. 10x4 sinx5 cosx5 cosx3 – 3x2 sinx3 sin2 x5

7. 2 2

2 2

sin sin 2

x

x x

−
8.

sin
2

x
x

−

ÁÇíÁÅÃ E.C

1. cos 2
3
x − 2.

2
cos 3y − 3.

2 sin
a

by y
−

+
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4.
2sec
2 1
x y

x y
−

+ −
5.

(2 )
( 2 )

x y
x y

+
−

+ 6.
2 2

2 2
(3 2 )
( 2 3 )

x xy y
x xy y

+ +
−

+ +

7.
sin

sin 2 sin
y xy
y x xy− 8.

sin 2
sin 2

x
y

9. 2
2

1 x+
10. 2

3
1 x+

11. 2
2

1 x+
12. 2

2
1 x

−
+

13. 2
2

1 x
−
+

14. 2

2

1 x−

15. 2

2

1 x
−

−

ÁÇíÁÅÃ E.D

1. 2
(sin cos )

sin

xe x x
x

− , x ≠ nπ, n ∈ Z 2.
sin 1

2
, ( 1,1)

1

e x x
x

−

∈ −
−

3.
323 xx e 4.

1 –

2
cos (tan )

1

x x

x
e e

e

− −

−−
+

5. – ex tan ex, (2 1) ,
2

xe n nπ
≠ + ∈N 6.

2 3 4 52 3 42 3 4 5
xx e x x xe x x e x e x e+ + + +

7.
4

x

x

e

xe
, x > 0 8.

1
logx x , x > 1

9. 2
( sin log cos ) , 0

(log )
x x x x x

x x
⋅ +

− > 10.
1 sin (log ),x xe x e
x

 − + +  
x > 0

ÁÇíÁÅÃ E.E
1. – cos x cos 2x cos 3x [tan x + 2 tan 2x + 3 tan 3x]

2.
1 ( 1)( 2) 1 1 1 1 1
2 ( 3)( 4)( 5) 1 2 3 4 5

x x
x x x x x x x x

 − −
+ − − − − − − − − − − − 

3.
cos cos(log ) sin log (log )

log
x xx x x

x x
 

− 
 

4. xx (1 + log x) – 2sin x cos x log 2
5. (x + 3) (x + 4)2 (x + 5)3 (9x2 + 70x + 133)
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6.
12 1

2 2
1 1 1 1 loglog( )

1

x
xx x xx x x

x xx x
+ − + −   + + + +    +    

7. (log x)x-1 [1 + log x . log (log x)] + 2x logx–1 . logx

8. (sin x)x (x cot x + log sin x) + 
2

1 1
2 x x−

9. x sinx sin cos logx x x
x

 +  
+ (sin x)cos x [cos x cot x – sin x log sin x]

10. x x cosx [cos x . (1 + log x) – x sin x log x] – 2 2
4

( 1)
x

x −

11. (x cos x)x [1 – x tan x + log (x cos x)] + (x sin x) 
1

2
cot 1 log( sin )x x x x x

x
+ − 

  

12.
1

1
log

log

y x

y x
yx y y
x x xy

−

−

+
−

+
13. 

log
log

y y x y
x x y x

 −
 − 

14.
tan logcos
tan logcos

y x y
x y x

+
+

15. 
( 1)
( 1)

y x
x y

−
+

16. (1 + x) (1 + x2) (1 +x4) (1 + x8) 
3 7

2 4 8
1 2 4 8

1 1 1 1
x x x

x x x x
 

+ + + + + + + 
;  f ′(1) = 120

17. 5x4 – 20x3 + 45x2 – 52x + 11

ÁÇíÁÅÃ E.F

1. t2 2.
b
a 3. – 4 sin t 4. 2

1
t

−

5.
cos 2cos2
2sin 2 sin

θ− θ
θ − θ 6. cot

2
θ

− 7. – cot 3t 8. tan t

9. cosecb
a

θ 10. tan θ

ÁÇíÁÅÃ E.G
1. 2 2. 380 x18 3. – x cos x – 2 sin x

4. 2
1
x

− 5. x(5 + 6 log x) 6. 2ex (5 cos 5x – 12 sin 5x)
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7. 9 e6x (3 cos 3x – 4 sin 3x) 8. 2 2
2

(1 )
x
x

−
+

9. 2
(1 log )
( log )

x
x x
+

− 10. 2
sin (log ) cos (log )x x

x
+

−

12. – cot y cosec2 y

ÁÇèÁÅÇÂ E Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. 27 (3x2 – 9x + 5)8 (2x – 3) 2. 3sinx cosx (sinx – 2 cos4 x)

3. 3cos2 3cos2(5 ) 6sin 2 log 5x xx x x
x

 −  

4. 3
3
2 1

x
x−

5. 3
2

1

2

cos1 2
4 2 7 (2 7)

x

x x x

− 
 

− + 
− + + 

6.
1
2

7. log 1 log (log )(log ) , 1x xx x
x x

 + >  
8. (a sin x – b cos x) sin (a cos x + b sin x)
9. (sinx – cosx)sin x – cos x (cosx + sinx) (1 + log (sinx – cos x)), sinx > cosx

10. xx (1 + log x) + ax a–1 + ax log a

11.
2 2

2 2
3 3 2 log ( 3) 2 log( 3)

3
x xx xx x x x x x

x x
−    −

+ + − + −   −   

12.
6 cot
5 2

t
13. 0 17.

3sec ,0
2

t t
at

π
< <

ÁÇíÁÅÃ F.A
1. (a) 6π cm2/cm (b) 8π cm2/cm

2.
8
3

 cm2/s 3. 60π cm2/s 4. 900 cm3/s

5. 80π cm2/s 6. 1.4π cm/s
7. (a) –2 cm/min (b) 2 cm2/min

8.
1
π

 cm/s 9. 400π cm3/cm 10.
8
3

 cm/s
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11. (4, 11)  and 
314,
3

− − 
 

12. 2π cm3/s

13. 227 (2 1)
8

xπ + 14.
1

48π
 cm/s 15. Rs 20.967

16. Rs 208 17. B 18. D

ÁÇíÁÅÃ F.B

4. (a)
3 ,
4

 ∞ 
 

(b) 
3,
4

 −∞ 
 

5. (a) (– ∞, – 2) and (3, ∞) (b)  (– 2, 3)
6. (a) x < – 1 ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ Áå¶ x > – 1 ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ

(b)
3
2

x > −  ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ Áå¶ 
3
2

x < − ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ

(c) – 2 < x < –1 ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Áå¶ x < – 2 Áå¶ x > – 1 ç¶ ñÂÆ  ÃÖåÆ  éÅñ ØàçÅ

(d)
9
2

x < −  ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Áå¶ 
9
2

x > − ç¶ ñÂÆ ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ

(e) (1, 3) Áå¶  (3, ∞), Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ òèçÅ Áå¶ (– ∞, –1) Áå¶ (– 1, 1) Çò¼Ú ÃÖåÆ éÅñ ØàçÅ
8. 0 < x < 1 Áå¶ x > 2 12. A, B

13. D 14. a = – 2 19. D

ÁÇíÁÅÃ F.B

1. 764 2.
1

64
−

3. 11 4. 24

5. 1 6.
2

a
b

−
7. (3, – 20) Áå¶ (–1, 12)

8. (3, 1) 9. (2, – 9)
10. (i) y + x +1 = 0 Áå¶ y + x – 3 = 0

11. òÕð Óå¶ Õ¯ÂÆ ÁÇÜÔÆ Ãêðô ð¶ÖÅ éÔÆº ÇÜÃ çÆ ãñÅé B Ô¯ò¶Í

12.
1
2

y = 13. (i)  (0, ± 4)     (ii)  (± 3, 0)

14. (i) Ãêðô ð¶ÖÅ : 10x + y = 5; ÁÇí¦ì : x – 10y + 50 = 0
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(ii) Ãêðô ð¶ÖÅ : y = 2x + 1; ÁÇí¦ì : x  + 2y – 7 = 0

(iii) Ãêðô ð¶ÖÅ : y = 3x – 2; ÁÇí¦ì : x + 3y – 4 = 0

(iv) Ãêðô ð¶ÖÅ : y = 0; ÁÇí¦ì : x = 0

(v) Ãêðô ð¶ÖÅ : x + y 2− = 0; ÁÇí¦ì x = y

15. (a) y – 2x – 3 = 0 (b) 36 y + 12x – 227 = 0
17. (0, 0), (3, 27) 18. (0, 0), (1, 2), (–1, –2)
19. (1, ± 2) 20. 2x + 3my – am2 (2 + 3m2) = 0
21. x + 14y – 254 = 0, x + 14y + 86 = 0
22. ty = x + at2, y = – tx + 2at + at3

24.
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0

1, 0
x x y y y y x x
a b a y b x

− −
− = + =

25. 48x – 24y = 23 26. D 27. A

ÁÇíÁÅÃ F.D
1. (i) 5.03 (ii) 7.035 (iii) 0.8

(iv) 0.208 (v) 0.9999 (vi) 1.96875
(vii) 2.9629 (viii) 3.9961 (ix) 3.009

(x) 20.025 (xi) 0.06083 (xii) 2.984

(xiii) 3.0046 (xiv) 7.904 (xv) 2.00187

2. 28.21 3. – 34.995 4. 0.03 x3 m3

5. 0.12 x2 m2 6. 3.92 π m3 7. 2.16 π m2

8. D 9. C

ÁÇíÁÅÃ F.E
1. (i) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 3 (ii) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = – 2

(iii) ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 10 (iv) éÅ å» ÇéÀ±éåî Áå¶ éÅ ÔÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ
2. (i) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = – 1; ÁÇèÕåî î¹¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº

(ii) ÁÇèÕåî î¹¼ñ  = 3; ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÆ Ô¯ºç éÔÆº
(iii) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 4; ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 6
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(iv) ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 2; ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 4
(v) éÅ å» ÇéÀ±éåî Áå¶ éÅ ÔÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ

3. (i) x = 0 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, = 0
(ii) x = 1 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, = – 2

x = – 1 Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî, ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 2

(iii)
4

x π
=  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 2

(iv)
4

x 3π
=  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî, ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 2

7
4

x π
= Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ, = – 2

(v) x = 1 Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, = 19
x = 3 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ,  = 15

(vi) x = 2 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî, ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ,  = 2

(vii) x = 0 Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 
1
2

(viii) 2
3

x =  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî , ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 
2 3

9
5. (i) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = – 8, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 8

(ii) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = – 1, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ  = 2
(iii) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = – 10, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 8
(iv) Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = 3, Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 19

6. ÁÇèÕåî ñÅí = 113 ÇÂÕÅÂÆ
7. x = 2 Óå¶ ÇéÀ±éåî, ÇéÀ±éåî î¹¼ñ  = – 39, x = 0 Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 25.

8.
5

4 4
x π π

= vkSj Óå¶ 9. ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 2

10. x = 3 Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ 89; x = – 2 Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 139
11. a = 120
12. x = 2π Óå¶ ÁÇèÕåî, ÁÇèÕåî î¹¼ñ = 2π; x = 0 Óå¶ ÇéÀ±éåî, ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = 0

Áå¶
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13. 12, 12 14. 45, 15 15. 25, 10 16. 8, 8

17. 3 cm 18. x = 5 cm

21. Áðè ÇòÁÅÃ  = 
1
350 

 π 
cm Áå¶ À°ÚÅÂÆ = 

1
3502  

 π 
cm

22.
112 28cm, cm

4 4
π

π + π +
27.  A 28. D 29. C

ÁÇèÁÅÇÂ F Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. (a) 0.677 (b) 0.497

3. 3b  cm2/s 4. x + y – 3 = 0

6. (i) 0 < x < 
2
π

 Áå¶  
3
2
π

 < x < 2π (ii)
3

2 2
xπ π

< <

7. (i) x < –1 Áå¶ x > 1 (ii) – 1 < x < 1

8.
3 3

4
ab 9. Rs 1000

11. ¦ìÅÂÆ = 
20

4π +
 m, Ú½óÅÂÆ = 

10
4π +

 m

13. (i)
2
7

x =  Óå¶ ÃæÅéÕ ÁÇèÕåî ( ii) x = 2 Óå¶ ÃæÅéÕ ÇéÀ±éåî

(iii) x = –1 Óå¶ ÇÂéëñËÕôé Çì³çÈ

14. Çéðê¶Ö ÁÇèÕåî î¹¼ñ  = 
5
4

,    Çéðê¶Ö ÇéÀ±éåî î¹¼ñ = 1

17.
34 R

3 3
π

19. A 20. B 21. A

22. B 23. A 24. A

—v—
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ÁÇíÁÅÃ E

êÌî¶ï E(ê³éÅ AI@ Óå¶ ÇÃðñ¶Ö ÒÒêÌî¶ïÓÓ ç¶ Á³åð×å ÔË)
(i) Úñ ØÅåÆ ëñé f(x) = ex çÅ âËðÆòËÇàò

Ü¶Õð  f(x) = ex ÔË, å»

f '(x) =
0

( ) ( )lim
x

f x x f x
x∆ →

+ ∆ −
∆

=
0

lim
x x x

x

e e
x

+∆

∆ →

−
∆

=
0

1lim
x

x

x

ee
x

∆

∆ →

−
⋅

∆

= 1xe ⋅  [ÇÕÀ°ºÇÕ 
0

1lim 1
h

h

e
h→

−
= ]

ÇÂÃ åð·» ( )x xd e e
dx

=  ÔËÍ

(ii) ñØÈ×äÕÆ ëñé f(x) = logex çÅ âËðÆòËÇàò

Ü¶Õð f(x) = logex ÔË, å»

f '(x) =
0

log ( ) log
lim e e

x

x x x
x∆ →

+ ∆ −
∆

=
0

log 1
lim

e

x

x
x

x∆ →

∆ +  
∆

êÈðÕ êÅá Ãî¼×ðÆ
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= 0

log 1
1lim

e

x

x
x

xx
x

∆ →

∆ +  
∆

=
1
x   [ÇÕÀ°ºÇÕ 

0

log (1 )
lim 1e

h

h
h→

+
= ]

ÇÂÃ åð·» loge
d x
dx =

1
x  ÔËÍ

—v—

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



×Çäå
(ìÅð·òÄ ôÌ¶äÆ ñÂÆ)

íÅ× -B

ê³ÜÅì ÃÕ±ñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ
ÃÅÇÔì÷ÅçÅ ÁÜÆå ÇÃ³Ø é×ð

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



© ê³ÜÅì ÃðÕÅð
êÇÔñÅ ÁËâÆôé 2017  ...................  ÕÅêÆÁ»

[This book has been adopted with the kind permission of the
National Council of Educational Research and Training, New Delhi]

Ã³ï¯ÜÕ : Çê ÌåêÅñ ÇÃ ³Ø ÕæÈðÆÁÅ
ÇòôÅ îÅÇÔð
ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ

ÇÚ¼åðÕÅð : îéÜÆå ÇÃ³Ø Çã¼ñ¯ º (ÁÅðÇàÃà)
ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ

All rights, including those of translation, reproduction
and annotation etc., are reserved by the

Punjab Government.

Ú¶åÅòéÆ
A. Õ¯ÂÆ òÆ Â¶Ü³ÃÆ-Ô¯ñâð òÅèÈ êËÃ¶ òÃÈñä ç¶ î³åò éÅÿ êÅá-ê¹ÃåÕ» Óå¶ ÇÜñç-ÃÅ÷Æ éÔÄ

Õð ÃÕçÅÍ (Â¶Ü³ÃÆ-Ô¯ñâð» éÅÿ Ô¯Â¶ ÃîÞ½å¶ çÆ èÅðÅ é³. G Áé¹ÃÅð)
B. ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ ç¹ÁÅðÅ ÛêòÅÂÆÁ» Áå¶ êÌÕÅÇôå êÅá-ê¹ÃåÕ» ç¶ ÜÅñ·Æ/éÕñÆ

êÌÕÅôé» (êÅá-ê¹ÃåÕ») çÆ ÛêÅÂÆ, êÌÕÅôé, ÃàÅÕ ÕðéÅ, Üî·»Ö¯ðÆ Ü» ÇòÕðÆ ÁÅÇç ÕðéÅ íÅðåÆ
ç³â êÌäÅñÆ ç¶ Á³åð×å ø½ÜçÅðÆ Ü¹ðî þÍ
(ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ çÆÁ» êÅá-ê¹ÃåÕ» ì¯ðâ ç¶ ÒòÅàð îÅðÕÓ òÅÿ¶
ÕÅ×÷ À¹ÎÎ¼êð ÔÆ ÛêòÅÂÆÁ» Ü»çÆÁ» ÔéÍ

ÃÕ¼åð, ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ, Çò¼ÇçÁÅ íòé, ë¶÷-H, ÃÅÇÔì÷ÅçÅ ÁÜÆå ÇÃ³Ø é×ð-AF@@FB ðÅÔÄ
êÌÕÅÇôå Áå¶ îËÃ.                                                                  ç¹ÁÅðÅ ÛÅêÆ ×ÂÆÍ

î„…æ : ̀

Áé°òÅçÕ L ôÌÆ òËíò ÇòÁÅÃ ×½. ÃÆ. ÃË. Ã. êÅÃÆ ð¯â,
êÇàÁÅñÅÍ

L ôÌÆ éÆðÜ ôðîÅ, ÃÆ. ÃË. Ã. îÇÔ³çð×¿Ü ðÅÜê¹ðÅ
êÇàÁÅñÅÍ

L ôÌÆ ÔðêÌÆå ÇÃ³Ø, èéÅñ Õñ» ìñÅÕ ê¹ðìÆ-C Ü¦èðÍ
L ôÌÆîåÆ ììÆåÅ í¿âÅðÆ, ÃÆ. ÃË. Ã. ÃÔ½óÅ,

ÁËÃ. Â¶. ÁËÃ.  é×ðÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ç¯ ôìç

ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ êÅá-ê¹ÃåÕ» Áå¶ êÅá-´î ù Ã¯èä Áå¶ ÇåÁÅð
Õðé ç¶ Õ³î Çò¼Ú Ü¼¹ÇàÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ þÍ Á¼Ü ÇÜÃ ç½ð Çò¼Ú¯º ÁÃÄ ñ³Ø ðÔ¶ Ô» À¹Ã Çò¼Ú
ì¼ÇÚÁ» ù ÃÔÆ Çò¼ÇçÁÅ ç¶äÅ îÅÇêÁ» Áå¶ ÁÇèÁÅêÕ» çÆ Ã»ÞÆ Ç÷³î¶òÅðÆ ìäçÆ þÍ
ÇÂÃ¶ Ç÷³î¶òÅðÆ Áå¶ Çò¼ÇçÁÕ ÷ðÈðå ù ÃîÞÇçÁ» ÇòÇ×ÁÅé Çòô¶ ç¶ êÅá-ê¹ÃåÕ»
Áå¶ êÅá-´î Çò¼Ú éËôéñ ÕðÆÕ¹ñî ëð¶îòðÕ-B@@E Áé¹ÃÅð Õ¹Þ îÔ¼åòêÈðé
êÇðòðåé ÕÆå¶ ÜÅ ðÔ¶ ÔéÍ

ÃÕÈñ ÕðÆÕ¹ñî Çò¼Ú ×Çäå Çòô¶ çÅ ï¯×çÅé ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé þ Áå¶
ÇÂÃç¶ ñ¯óÄç¶ éåÆÜ¶ êÌÅêå Õðé ñÂÆ Ú³×Æ êÅá-ê¹ÃåÕ çÅ Ô¯äÅ êÇÔñÆ ÷ðÈðå þÍ
ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ êÅá-ê¹ÃåÕ Çò¼Ú ÇòôÅ Ãî¼×ðÆ ù ÇÂÃ åð·» ÃæÅÇêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ þ
ÇÜÃ éÅÿ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» çÆ åðÕ ôÕåÆ å» êÌë¹¼Çñå Ô¯ò¶×Æ ÔÆ Ã×¯º Çòô¶ ù ÃîÞä
çÆ ï¯×åÅ Çò¼Ú òÆ òÅèÅ Ô¯ò¶×ÅÍ ÁÇíÁÅÃ ç¶ êÌôé ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ç¶ îÅéÇÃÕ ê¼èð
ç¶ Áé¹ÃÅð ÇåÁÅð ÕÆå¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇÂÔ ê¹ÃåÕ ðÅôàðÆ Çò¼ÇçÁÅ Ö¯Ü Áå¶ ÇÃÖñÅÂÆ
Ã³ÃæÅ (ÁËé.ÃÆ.ÂÆ.ÁÅð.àÆ.) ò¼ñ¯º ìÅð·òÄ ôÌ¶äÆ ñÂÆ ÇåÁÅð ÕÆåÆ ×ÂÆ ×Çäå Çòô¶
çÆ ê¹ÃåÕ çÆ Áé¹ÃÅðåÅ ÕðçÆ þÍ ÇÂÔ îÔ¼åòêÈðé Õçî ×Çäå Çòô¶ Çò¼Ú ÇÂÕÃÅðåÅ
ÇñÁÅÀ¹ä ñÂÆ ü¼ÇÕÁÅ Ç×ÁÅ þ å» Ü¯ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» ù ðÅôàðÆ ê¼èð ç¶ ÇÂîÇåÔÅé»
Çò¼Ú ÇÕÃ¶ òÆ åð·» çÆ Á½Õó éÅ ÁÅò¶Í

ÇÂÃ êÅá-ê¹ÃåÕ ù ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Áå¶ ÁÇèÁÅêÕ» ç¶ ñÂÆ ò¼è å¯º ò¼è
À¹êï¯×Æ ìäÅÀ¹ä çÅ íðêÈð ïåé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ þÍ ê¹ÃåÕ ù Ô¯ð Ú³×¶ðÅ ìäÅÀ¹ä ñÂÆ
Ö¶åð Çò¼Ú¯º ÁÅÂ¶ Ã¹ÞÅò» çÅ ÃÇåÕÅð ÕÆåÅ ÜÅò¶×ÅÍ

Ú¶ÁðîËé
ê³ÜÅì ÃÕÈñ ÇÃ¼ÇÖÁÅ ì¯ðâ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



iv

NCERT çÆ êÅá-ê¹ÃåÕ ÇåÁÅð Õðé òÅñÆ Õî¶àÆ

êÌèÅé, ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ×Çäå çÆÁ» êÅá-ê¹ÃåÕ» çÆ ÃñÅÔÕÅð Õî¶àÆ

Ü¶. òÆ. éÅðñÆÕÅð, ÇÂî¶ÇðàÃ êÌ̄øËÃð, Á³åð ïÈéÆòðÇÃàÆ Õ¶ºçð Ö×¯ñ ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ Ö×ñ̄ í½ÇåÕÆ,
(IUCCA), ×ä¶ô Ö³â, êÈéÅ ïÈéÆòðÇÃàÆ, êÈéÅÍ

î¹¼Ö ÃñÅÔÕÅð
êÆ. Õ¶. ÜËé êÌ¯øËÃð, Çç¼ñÆ ïÈéÆòðÇÃàÆ, Çç¼ñÆÍ

î¹¼Ö Õ¯ÁÅðâÆé¶àð
Ô¹Õî ÇÃ³Ø êÌ¯øËÃð, âÆ. ÂÆ. ÁËÃ. ÁËî., ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ

îËºìð
— ÁÅôÈå¯ô Õ¶. òñÞòÅð, êÌ¯øËÃð, âÆ. ÂÆ. ÁËÃ. ÁËî., ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ
— Â¶. Õ¶. ðÅÜêÈå, êÌ̄øËÃð, Ö¶åðÆ ÇÃ¼ÇÖÁÅ Ã³ÃæÅé, ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ
— À¹çË ÇÃ³Ø, ñËÕÚðÅð, âÆ. ÂÆ. ÁËÃ. ÁËî., ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ
— ÁËÃ. Õ¶. ÁËÃ. ×½åî, êÌ̄øËÃð, âÆ. ÂÆ. ÁËÃ. ÁËî., ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ
— ÁËî. ìÆ. ÇåzêÅáÆ, ñËÕÚðÅð, ðÅÜ êÌÇåíÅ ÇòÕÅÃ ÇòÇçïÅñï, ÃÈðÜîñ ÇìÔÅð, Çç¼ñÆÍ
— êÌÇç¼å¯ Ôð¶, òÇðôà ×Çäå ÁÇèÁÅêÕ, ÃðñÅ Çìâ·ñÅ ÁÕËâîÆ ì³×ñ½ð, ÕðéÅàÕÅÍ
— ìÆ. ÁËµÃ. êÆ. ðÅÜÈ, êÌ¯øËÃð, Ö¶åðÆ ÇÃ¼ÇÖÁÅ Ã³ÃæÅé, ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ
— Ã³Ü¶ Õ¹îÅð ÇÃ³ÔÅ, êÆ. ÜÆ. àÆ., Ã³ÃÇ´å ÃÕÈñ, ÚÅäÕïê¹ðÆ éòÄ Çç¼ñÆÍ
— Ã³Ü¶ î¹ç×ñ, ñËÕÚðÅð, ÃÆ. ÁÅÂÆ. ÂÆ. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ
— ÃÆ. ÁÅð. êÌçÆê, ÃÔÅÇÂÕ êÌ̄øËÃð, ×Çäå  ÇòíÅ×, íÅðåÆ ÇòÇ×ÁÅé Ã³ÃæÅé, ì³×ñ½ð, ÕðéÅàÕÅÍ
— Ã¹ÜÅåÅ òðîÅ, ðÆâð, Â. ×Å. î¹. Çò. Çò. éòÄ Çç¼ñÆÍ

— Ãé¶ÔÅ àÅÇÂàÃ, ×Çäå ÁÇèÁÅêÕ, ÁÅÇçåÆ îÅñïÅ ÃÕÈñ ÇÂñÔÅÇðÕÅ, ì³×ñ½ð, ÕðéÅàÕÅÍ

îËºìð Õ¯ÁÅðâÆé¶àð
— ìÆ. êÆ. ÇÃ³Ø, êÌ¯øËÃð, âÆ. ÂÆ. ÁËÃ. ÁËî., ÁËé. ÃÆ. ÂÆ. ÁÅð. àÆ. éòÄ Çç¼ñÆÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



PSEB çÆ êÅá ê¹ÃåÕ Ã¯è Õî¶àÆ

îË ºìð

— Ã. ÁòåÅð ÇÃ³Ø, (ñËÕÚðÅð), ÃðÕÅðÆ Õ³ÇéÁÅ ÃÆéÆÁð ÃËÕ³âðÆ ÃÕÈñ, Ö³éÅ
ð¯â, ÃîðÅñÅ, («ÇèÁÅäÅ)Í

— ÃÌÆ ÁÅð. Õ¶. ×¯ÇÂñ, ÇðàÅÇÂðâ (ñËÕÚðÅð), ÃÅÔîä¶ îéÃÅ ç¶òÆ î³Ççð,
Ú¼ÕðÆÁ» ð¯â, îÅéÃÅÍ

— ÃÌÆ òËíò ÇòÁÅÃ, (ñËÕÚðÅð), ×½ðÇî³à îñàÆêðê÷ ÃÕÈñ êÅÃÆ ð¯â, êÇàÁÅñÅÍ

— Ã. êðÇò³çð ÇÃ³Ø, (ñËÕÚðÅð), ÃðÕÅðÆ ÃÆéÆÁð ÃËÕ³âðÆ ÃÕÈñ (ñóÕ¶) Áì¯Ôð,
(ëÅÇ÷ñÕÅ)Í

— ÃÌÆ éÆðÜ ôðîÅ, (ñËÕÚðÅð), ÃðÕÅðÆ ÃÆéÆÁð ÃËÕ³âðÆ ÃÕÈñ, îÇÔ³çð×³Ü
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v Just as a mountaineer climbs a mountain – because it is there, so
a good mathematics student studies new material because

it is there. – JAMES B. BRISTOL v

7.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇâëðËéôñ Õñé âËðÆò¶Çàò ç¶ Ã¿Õñê å¶ Õ¶ºçðå ÔËÍ ëñé» ç¶ ×ðÅë»
ç¶ ñÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅò» êÌíÅÇôå Õðé çÆ î¹ôÇÕñ Áå¶ ÇÂÃ åð·» çÆÁ»
ð¶ÖÅò» çÆ ãñÅé çÆ ×äéÅ ÕðéÅ âËðÆò¶Çàò ç¶ ñÂÆ îÈñ êÌ¶ðäÅ ÃÆÍ
ÇÂéÇà×ðñ Õñé, ëñé» ç¶ ×ðÅë éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ù
êÌíÅÇôå Õðé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñ
éÅñ êÌ¶Çðå ÔËÍ

Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé f  ÇÕÃ¶ Á³åðÅñ I Çò¼Ú ÇâëðËéôÆÂ¶ìñ ÔË
ÁðæÅå I ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò f ′ çÆ Ôº̄ç ÔË, å» ÇÂ¼Õ
Õ°çðåÆ êÌôé À°áçÅ ÔË ÇÕ Üç¯º ÇÕ I ç¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ å¶ f ′ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ
ÔË å» ÕÆ ÁÃÆº ëñé f  êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»? À°Ô ÃÅð¶ ëñé ÇÜÔé»
ñÂÆ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ëñé À°Ã ç¶ âËðÆò¶Çàò ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¯ÇÂÁÅ
ÔË, ÇÂÃ ëñé ç¶ êÌåÆ âËðÆò¶Çàò ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Á¼×¶, À°Ô ÃÈåð ÇÜÃ
éÅñ ÇÂÔ ÃÅð¶ êÌåÆ âËðÆò¶Çàò êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé, ëñé çÅ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ êÌåÆ
âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé çÆ ÇÂÔ ÇÕÇðÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÕðéÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÆ î¹ôÇÕñ ìÔ¹å
ÁîñÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ À°çÅÔðé Üçº̄ ÃÅù ÇÕÃ¶ êñ À°Ã òÃå± çÅ ååÕÅñÆ ò¶× êåÅ Ô¯ò¶, å»
Õ°çðåÆ êÌôé À°µáçÅ ÔË ÕÆ ÁÃÆº À°Ã êñ å¶ À°Ã òÃå± çÆ ÃÇæåÆ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»? ÇÂÃ åð·» çÆÁ»
ìÔ¹å ÁîñÆ Áå¶ ×Ëð ÁîñÆ ÔñÅå ÁÅÀ°ºçÆÁ» Ôé, ÇÜ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÕÇðÁÅ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ
Õñé çÅ ÇòÕÅÃ Ô¶á ÇñÖÆÁ» òð×ÆÁ» î¹ôÇÕñ» ç¶ Ô¼ñ Õðé ç¶ ïåé» çÅ éåÆÜÅ ÔËÍ

(a) Üç¯º ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò êåÅ Ô¯ò¶, å» À°Ã ëñé ù êåÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñ,
(b) Çç¼åÆÁ» ôðå» ç¶ Á³åð×å ëñé ç¶ ×ðÅë éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé çÆ î¹ôÇÕñÍ
À°êð¯Õå ç¯é» Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ç¯ ðÈê» ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÆÁ» Ôé, Áé§å ÇÂéÇà×ðñ

Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñÍ ÇÂÔé» ç¯é» çÅ ÇÂÕ¼áÅ ðÈê ÇÂéÇà×ðñ Õñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

G .W. Leibnitz
(1646–1716)

ÁÇèÁÅÇÂ 7

ÇÂéÇà×ðñ Integrals
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Áé§å ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ç¶ î¼è ÇÂ¼Õ Ã¿ì¿è ÔË ÇÜÃ ù Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï ç¶
ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÃ é¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù ÇòÇ×ÁÅé Áå¶ ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ
ÁîñÆ Á½÷Åð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇåÁÅð ÕÆåÅ ÔËÍ ÁðæôÅÃåð, Çò¼å Áå¶ Ã¿íÅÇòÕåÅ ÇÜò¶º ÇÕ ò¼Ö-ò¼Ö
Ö¶åð» çÆÁ» ìÔ¹å åð·» çÆÁ» ÇçñÚÃê î¹ôÇÕñ» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ òðå¯º
ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú, ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Áé§å Áå¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ À°Ôé» ç¶ Õ¼°Þ
î¹¼ãñ¶ ×¹ä» å¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» åÕéÆÕ» ç¶ ÁÇèÁËé å¼Õ ÃÆÇîå ð¼Ö»×¶Í

7.2  ÇÂéÇà×ðñ ù ÇâëðËéÃ¶ôé ç¶ À°ñà ç¶ ðÈê Çò¼Ú (Integration as the Inverse
Process of Differentiation)
ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ðñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÕÃ¶ ëñé çÅ ÇâëðËéÃ¶ôé êåÅ Õðé çÆ æ»
å¶ ÃÅù ëñé çÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÈñ ÁðæÅå òÅÃåÇòÕ ëñé êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ
ÇÕÔÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé Ü» êÌåÆ âËðÆò¶Çàò ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ
ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðé» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ (sin )d x
dx = cos x ... (1)

3

3
d x
dx

 
    = x2 ... (2)

Áå¶ ( )xd e
dx  = ex ... (3)

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðé (1) Çò¼Ú ëñé cos x ëñé sin x çÅ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ ÇÂÃ ù ÁÃÆº
ÇÂÃ åð·» òÆ ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ cos x  çÅ êÌÌåÆ âËðÆò¶Çàò (Ü» ÇÂéÇà×ðñ) sin x ÔËÍ ÇÂÃ åð·» (2) Áå¶

(3) éÅñ x2 Áå¶ ex  ç¶ êÌåÆâËðÆò¶Çàò (Ü» ÇÂéÇà×ðñ) ́ îòÅð 
3

3
x

 Áå¶  ex ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ Çëð ÁÃÆº
é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ  C] ÇÜÃ ù ÁÚñ ëñé î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË, çÅ âËðÆò¶Çàò ÇÃëð
ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº (1)] (2) Áå¶ (3) ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» :

(sin + C) cos=
d x x
dx

, 
3

2( + C)
3

=
d x x
dx

Áå¶ ( + C) =x xd e e
dx

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå ëñé» ç¶ ÁËºàÆ-âËðÆò¶Çàò Ü» ÇÂéÇà×ðñ Çòñ¼Öä éÔÆº
ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÔé» ëñé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ëñé ç¶ ÁäÇ×äå ÁËºàÆ-âËðÆò¶Çàò Ôé, ÇÜÔé» ù ÁÃÆº
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ ÃîÈÔ Çò¼Úº̄ ÁÚñ C ù Õ¯ÂÆ òÆ î¹¼ñ Ú¹ä Õ¶ êÌÅêå Õð ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔÆ ÕÅðé
ÔË ÇÕ C ù ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÃñ Çò¼Ú C ÇÂ¼Õ êËðÅîÆàð ÔË, ÇÜÃç¶ î¹¼ñ ù ìçñ Õ¶
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ÁÃÆº Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ç¶ ÇòÇí¿é êÌåÆ âËðÆò¶Çàò» Ü» ÇÂéÇà×ðñ» ù êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í Ç÷ÁÅçÅ ÇòÁÅêÕ

ðÈê Çò¼Ú, Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ ëñé F ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ F ( ) = ( )d x f x
dx

, ÃÅð¶ x ∈ I (Á³åðÅñ) å» Ôð¶Õ

ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ C, (ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ) ç¶ ñÂÆ [ ]F ( ) + C = ( )d x f x
dx , x ∈ I

ÇÂÃ åð·» {F + C, C ∈ R}, f  ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶  C
ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÂ¼Õ¯ âËðÆò¶Çàò òÅñ¶ ëñé» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ, î³é
ñú g Áå¶ h ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ ëñé Ôé ÇÜÃç¶ âËðÆò¶Çàò Á³åðÅñ I Çò¼Ú ìðÅìð ÔéÍ
  f (x) = g (x) – h (x), ∀ x ∈ I ç¹ÁÅðÅ êÌíÅÇôå ëñé  f  = g – h å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

å»
df
dx

= f′ = g′  – h′  éÅñ  f′ (x) = g′  (x) – h′ (x) ∀ x ∈ I êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ü»  f′ (x) = 0, ÃÅð¶ ∀ x ∈ I ñÂÆ (êÇðÕñêéÅ éÅñ)
Ü»  I Çò¼Ú  x ç¶ ìÅìå f  ç¶ ìçñÅò çÆ çð ÇÃëð ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ f  ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ

À°êð¯Õå Çà¼êäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñäÅ ÜÅÇÂ÷ ÔË ÇÕ êÇðòÅð {F + C, C ∈ R}, f  ç¶
ÃÅð¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ù êÌçÅé ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ éò¶º Ã¿Õ¶å, ( )f x dx∫  ù ê¶ô Õðç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» ç¶ êÈð¶ êÇðòÅð ù
çðÃÅÂ¶×ÅÍ ÇÜÃ ù x ç¶ ìÅìå Çò¼Ú f  ç¶ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇó·ÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ( ) = F ( ) + Cf x dx x∫  ÇñÖç¶ Ô»Í

Ã¿Õ¶åé ðÈê Çò¼Ú Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ ( )dy f x
dx

= , å» ÁÃÆº y = ( )f x dx∫  ÇñÖç¶ Ô»Í

Ã½ÖÅ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÇÖÁ» Ã¿Õ¶å»@êç» òÅÕ»Ã çÅ À°Ôé» ç¶ Áðæ» Ãî¶å ÃÅðäÆ G.A Çò¼Ú
Ç÷Õð Õðç¶ Ô»Í

ÃÅðéÆ 7.1

Ã¿Õ¶å@êç@òÅÕ»ô Áðæ

( )f x dx∫ f  çÅ x ç¶ ìÅìå ÇÂéÇà×ðñ

( )f x dx∫  Çò¼Ú f (x) ÇÂéàË×ðËºâ
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( )f x dx∫  Çò¼Ú x ÇÂéÇà×ðñ çÅ Úñ

ÇÂéÇà×ð¶à ÕðéÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕðéÅ
f çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ ëñé F  ÇÜÃç¶ ñÂÆ

F′(x) = f (x)
ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆ ÇÕÇðÁÅ
ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÁÚñ Õ¯ÂÆ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃ ù ÁÚñ

ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ ìÔ¹å îÔ¼åòêÈðé ëñé» ç¶ âËðÆò¶Çàò» ç¶ ÃÈåð ÜÅäç¶ Ô»Í ÇÂÔé» ÃÈåð» ç¶
Ã¿×å ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ ç¶ êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» ù å°ð¿å ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÔé» êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ ÃÈÚÆ Ô¶á
ÇñÖÆ ÔË ÇÜÔé» çÆ òðå¯º ÁÃÆº ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú Õð»×¶Í

âËðÆò¶Çàò Derivatives ÇÂéÇà×ðñ (êÌåÆâËðÆò¶Çàò)
Integrals (Antiderivatives)

(i)
1

1

n
nd x x

dx n

+ 
= + 

1

C
1

n
n xx dx

n

+

= +
+∫ ,  n ≠ –1

ÖÅÃ å½ð å¶ ÁÃÆº ò¶ÇÖÁÅ

( ) 1d x
dx

=       Cdx x= +∫

(ii) ( )sin cosd x x
dx

= cos sin Cx dx x= +∫

(iii) ( )– cos sind x x
dx

= sin cos Cx dx – x= +∫

(iv) ( ) 2tan secd x x
dx

= 2sec tan Cx dx x= +∫

(v) ( ) 2– cot cosecd x x
dx

= 2cosec cot Cx dx – x= +∫

(vi) ( )sec sec tand x x x
dx

= sec tan sec Cx x dx x= +∫

(vii) ( )– cosec cosec cotd x x x
dx

= cosec cot – cosec Cx x dx x= +∫
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(viii) ( )– 1
2

1sin
1

d x
dx – x

= – 1
2

sin C
1

dx x
– x

= +∫

(ix) ( )– 1
2

1– cos
1

d x
dx – x

= – 1
2

cos C
1

dx – x
– x

= +∫

(x) ( )– 1
2

1tan
1

d x
dx x

=
+

– 1
2 tan C

1
dx x

x
= +

+∫

(xi) ( )– 1
2

1– cot
1

d x
dx x

=
+

– 1
2 cot C

1
dx – x

x
= +

+∫

(xii) ( )– 1
2

1sec
1

d x
dx x x –

= – 1
2

sec C
1

dx x
x x –

= +∫

(xiii) ( )– 1
2

1– cosec
1

d x
dx x x –

= – 1
2

cosec C
1

dx – x
x x –

= +∫

(xiv) ( )x xd e e
dx

= Cx xe dx e= +∫

(xv) ( ) 1logd x
dx x

=
1 log Cdx x
x

= +∫

(xvi) log

x
xd a a

dx a
 

=  
C

log

x
x aa dx

a
= +∫

AÇà¼êäÆ   ÁîñÆ ðÈê Çò¼Ú, ÁÃÆº ÁÅî å½ð å¶ À°Ã Á³åðÅñ çÅ Ç÷Õð éÔÆº Õðç¶ ÇÜÔé» Çò¼Ú
ò¼Ö ò¼Ö ëñé êÌíÅÇôå ÔéÍ Çëð òÆ ÇÕÃ¶ òÆ ÖÅÃ êÌôé Çò¼Ú ÇÂÃ ù òÆ ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼ÖäÅ ÚÅÔÆçÅ
ÔËÍ

7.2.1 Áé§å ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÜÁÅÇîåÕ ÇòÁÅÇÖÁÅ (Geometrical interpretation of
indefinite integral)

î³é ñÀ° ÇÕ f (x) = 2 x å» 2( ) Cf x dx x= +∫  Áå¶ C ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇòÇí¿é

ÇÂéÇà×ðñ êÅÀ°ºç¶ Ô»Í êð¿åÈ ÇÂÔ ÃÅð¶ ÇÂéÇà×ðñ ÇÜÁÅîÇåÕ å½ð å¶ ÇÂÕ¯ ÇÜÔ¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·»
y = x2 + C, ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔË, ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  C, ù
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ÇòÇí¿é î¹¼ñ êÌçÅé ÕðÕ¶ ÁÃÆº êÇðòÅð ç¶ ò¼Ö ò¼Ö îËºìð êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔ Ãí çÅ ÃæÅÇêå ðÈê Áé§å
ÇÂéÇà×ðñ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú Ôð¶Õ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ êËðÅì¯ñÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ è¹ðÅ  y-è¹ð¶
ç¶ éÅñ éÅñ ÔËÍ

Ãê¼ôà å½ð å¶ C = 0 ç¶ ñÂÆ ÃÅù y = x2 ÇîñçÅ ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ êËðÅì¯ñÅ ÔË ÇÜÃçÅ ÇÃÖð
îÈñ Çì³çÈ å¶ ÔËÍ C = 1 ç¶ ñÂÆ, òÕð  y = x2 + 1 êËðÅì¯ñÅ y = x2 ù ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ
èéÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú åìçÆñ Õðé å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ  C = – 1, ç¶ ñÂÆ òÕð  y = x2 – 1 êËðÅì¯ñÅ
y = x2  ù ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ y-è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ
ÇðäÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú åìçÆñ Õðé å¶
êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» C, ç¶ Ôð¶Õ
èéÅåîÕ î¹¼ñ ñÂÆ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ êËðÅì¯ñÅ
çÅ ÇÃÖð y-è¹ð¶ ç¶ èéÅåîÕ êÅÃ¶ ò¼ñ ÔË
Áå¶ C ç¶ ÇðäÅåîÕ î¹¼ñ»   ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ
êËðÅì¯ñÅ çÅ ÇÃÖð y-è¹ð¶ ç¶ ÇðäÅåîÕ êÅÃ¶
ò¼ñ ÔËÍ ÇÂÔé» êËðÅì¯ñÅ Çò¼Ú¯º Õ¼°Þ ù ÇÚ¼åð
G.A Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» êËðÅì¯ñÅ ç¶ ð¶ÖÅ x =
a éÅñ Õ¼àä å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð G.A
Çò¼Ú ÁÃÆº a > 0 ÇñÁÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ a <
0 ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ Üç¯ºÇÕ ð¶ÖÅ x = a
êËðÅì¯ñÅ y = x2, y = x2 + 1, y = x2 + 2,
y = x2 – 1, y = x2 – 2 ù ´îòÅð Çì³çÈÁ» a
P0, P1, P2, P–1, P–2 ÁÅÇç å¶ Õ¼àçÆ ÔËÍ

å» ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» Çì³çÈÁ» å¶ 
dy
dx

 çÅ î¹¼ñ

2a ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ»
Çì³çÈÁ» å¶ òÕð» çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð
ÔéÍ ÇÂÃ åð ·»

2
C2 C F ( )x dx x x= + =∫

(î³é ñÀ°)éÅñ êåÅ ÚñçÅ ÔË ÇÕ òÕð» y = FC (x), C ∈ R, ç¶ ð¶ÖÅ x = a, éÅñ Õ¼àä òÅñ¶ Çì³çÈÁ»
å¶ òÕð» çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð ÔË ÇÂ¼æ¶ a ∈ R ÇÂÃ å¯º À°êð¿å Ô¶á ÇñÇÖÁÅ Õæé

( ) F ( ) Cf x dx x y= + =∫ (î³é ñÀ°) òÕð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  C ç¶ ÇòÇí¿é î¹¼ñ» ç¶
Ã¿×å ÃÅù ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÔé» îËºìð» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ òÕð ù

ÇÚ¼åð G.A
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ÁÅêä¶ Ãî»åð åìçÆñ ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÂÔÆ ÇÜÁÅÇîåÕ
ÇòÁÅÇÖÁÅ ÔËÍ

7.2.2  Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» (Some properties of indefinite integrals)

ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Áé§å ÇÂéÇà×ðñ  ç¶ Õ°Þ ×¹ä» ù êÌÅêå Õð»×¶Í
(i) Ô¶á ÇñÇÖÁ» éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ À°ñà ÔéÍ

( )d f x dx
dx ∫ = f (x)

Áå¶ ( )f x dx′∫  = f (x) + C, ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔËÍ
êÌîÅä  î³é ñÀ° ÇÕ F] f çÅ ÇÂ¼Õ êÌåÆâËðÆò¶Çàò ÔË ÁðæÅå

F( )d x
dx

 = f (x)

å» ( )f x dx∫  = F(x) + C

ÇÂÃ ñÂÆ ( )d f x dx
dx ∫  = ( )F ( ) + Cd x

dx

= F ( ) = ( )d x f x
dx

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ ÔË ÇÕ

f ′(x) = ( )d f x
dx

Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ( )f x dx′∫  = f (x) + C

ÇÂ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔË ÇÜÃ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
(ii) ç¯ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ÇÜÔé» ç¶ âËðÆò¶Çàò ìðÅìð Ôé, òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ ÔÆ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºç¶

Ôé Áå¶ ÇÂÃ åð·» ç¯ò¶º Ãîå°¼ñ ÔéÍ
êÌîÅä  î³é ñÀ°  f  Áå¶  g ÇÂÃ åð·» ç¶ ç¯ ëñé ÔË å» ÇÕ

( )d f x dx
dx ∫  = ( )d g x dx

dx ∫

Ü» ( ) ( ) 0d f x dx – g x dx
dx

  = ∫ ∫
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Ü» ( ) ( ) Cf x dx – g x dx =∫ ∫ , ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ (ÇÕÀ°º?)

Ü» ( ) ( ) Cf x dx g x dx= +∫ ∫
ÇÂÃ ñÂÆ òÕð» ç¶ êÇðòÅð  { }1 1( ) C , Cf x dx + ∈∫ R

Ü» { }2 2( ) C , Cg x dx + ∈∫ R  ÇÂ¼Õ ÃîÅé ÔéÍ

ÇÂÃ åð·» ( ) ( )f x dx g x dx∫ ∫vkSj  Ãîå°¼ñ ÔéÍ

AÇà¼êäÆ   ç¯ êÇðòÅð» { }1 1( ) + C ,Cf x dx ∈∫ R  Áå¶ { }2 2( ) + C ,Cg x dx ∈∫ R  çÆ

Ãîå°ñéÅ ù ÁÅî å½ð å¶ ( ) = ( )f x dx g x dx∫ ∫ , ÇñÖ Õ¶ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÜÃ Çò¼Ú êËðÅîÆàð çÅ
Õ¯ÂÆ Ç÷Õð éÔÆº ÔËÍ

(iii) [ ]( ) + ( ) ( ) + ( )f x g x dx f x dx g x dx=∫ ∫ ∫
êÌîÅä  ×¹ä (i) éÅñ

[ ( ) + ( )] ( ) + ( )d f x g x dx f x g x
dx

  = ∫ ... (1)

çÈÜ¶ êÅÃ¶ ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

( ) + ( ) ( ) + ( )d d df x dx g x dx f x dx g x dx
dx dx dx

  = ∫ ∫ ∫ ∫ ( ) ( )f x g x= + ... (2)

ÇÂÃ åð·» ×¹ä (ii) çÆ ð¯ôéÆ Çò¼Ú (1) Áå¶ (2) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

 ( )( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
(iv) ÇÕÃ¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ k, ç¶ ñÂÆ ( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫

êÌîÅä : ×¹ä  (i) éÅñ ( ) ( )d k f x dx k f x
dx

=∫

Áå¶ ( ) ( ) = ( )d dk f x dx k f x dx k f x
dx dx

  = ∫ ∫

ÇÂÃ ñÂÆ ×¹ä (ii) çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫
(v) ×¹ä  (iii) Áå¶ (iv) çÅ  f1, f2, ..., fn ëñé» çÆ ÃÆÇîå Ã¿ÇÖÁÅ Áå¶ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» k1,

k2, ..., kn ç¶ ñÂÆ òÆ ÇòÁÅêÕ ðÈê ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Ô¶á» Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Áå¶
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[ ]1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x k f x ... k f x dx+ + +∫
= 1 1 2 2( ) ( ) ( )n nk f x dx k f x dx ... k f x dx+ + +∫ ∫ ∫

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Á³åð Ç×ÁÅé éÅñ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé
ù ñ¼íç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔËÍ ñ¯óÆºç¶ ëñé çÆ ÇÂÃ åð·» çÆ Ö¯Ü, Ü¯ Çç¼å¶ Ô¯Â¶
ëñé ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË, ù ÇéðÆÖä éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÕðéÅ ÕÇÔ³ç¶
ÔéÍ ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» å¯º ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä A. ÇéðÆÖä ÇòèÆ çÆ òðåº̄ Õðç¶ Ô¯Â¶ Ô¶á ÇñÇÖÁ» ëñé» çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õð¯Í

(i) cos 2x (ii) 3x2 + 4x3 (iii)
1
x

, x ≠ 0

Ô¼ñ :
(i) ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ö¯Ü ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò cos 2x ÔËÍ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
d
dx

 (sin 2x) = 2 cos 2x

Ü» cos 2x = 
1
2

d
dx

 (sin 2x) =
1 sin 2
2

d x
dx

 
 
 

ÇÂÃ ñÂÆ cos 2x çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò 
1 sin 2
2

x  ÔËÍ

(ii) ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ö¯Ü ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò 3x2 + 4x3  ÔËÍ

Ô¹ä ( )3 4d x x
dx

+ = 3x2 + 4x3

ÇÂÃ ñÂÆ 3x2 + 4x3  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò x3 + x4 ÔËÍ
(iii) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1(log ) 0 [log ( )] ( 1) 0d dx , x – x – , x
dx x dx – x x

= > = = <vkjS

ÇÂÔé» ç¯é» ù ÇÂÕ¼áÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ ( ) 1log 0d x , x
dx x

= ≠

ÇÂÃ ñÂÆ 
1 logdx x
x

=∫ , Ü¯ ÇÕ 
1
x

 ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÔËÍ

À°çÅÔðä B. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i)
3

2
1x – dx

x∫ (ii)
2
3( 1)x dx+∫ (iii)

2
3 1( 2 – )xx e dx

x
+∫

Áå¶
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Ô¼ñ : ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ ÔË :
3

2
2

1 –x – dx x dx – x dx
x

=∫ ∫ ∫ (×¹äÅ v éÅñ)

=         
1 1 2 1

1 2C C
1 1 2 1

–x x–
–

+ +   
+ +   + +   

;  C1, C2 ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ ÁÚñ ÔéÍ

= 
2 1

1 2C C
2 1

–x x– –
–

+

= 
2

1 2
1 + C C

2
x –

x
+

= 
2 1 + C

2
x

x
+ , ÇÂ¼æ¶ C = C1 – C2 ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ ÔËÍ

A Çà¼êäÆ   ÇÂÃç¶ Á¼×¶ ÁÃÆº ÇÃðë ÁÅÖðÆ À°µåð Çò¼Ú ÇÂ¼Õ¯ ÇÂéÇà×ð¶ôé ÁÚñ ÇñÖ»×¶Í

(ii) ÇÂ¼æ¶
2 2
3 3( 1)x dx x dx dx+ = +∫ ∫ ∫

=

2 1
3

C2 1
3

x x
+

+ +
+

 = 
5
33 C

5
x x+ +

(iii) ÇÂ¼æ¶ 
3 3
2 21 1( 2 ) 2x xx e – dx x dx e dx – dx

x x
+ = +∫ ∫ ∫ ∫

=

3 1
2

2 – log + C3 1
2

xx e x
+

+
+

=
5
22 2 – log + C

5
xx e x+

À°çÅÔðä C. Ô¶á ÇñÇÖÁ» ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í
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(i) (sin cos )x x dx+∫ (ii) cosec (cosec cot )x x x dx+∫

(iii) 2
1 sin
cos
– x dx

x∫
Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶

(sin cos ) sin cosx x dx x dx x dx+ = +∫ ∫ ∫
= – cos sin Cx x+ +

(ii) ÇÂ¼æ¶
2(cosec (cosec + cot ) cosec cosec cotx x x dx x dx x x dx= +∫ ∫ ∫

= – cot cosec Cx – x +

(iii) ÇÂ¼æ¶

2 2 2
1 sin 1 sin

cos cos cos
– x xdx dx – dx

x x x
=∫ ∫ ∫

= 2sec tan secx dx – x x dx∫ ∫
= tan sec Cx – x +

À°çÅÔðä D.  f (x) = 4x3 – 6 éÅñ êÌíÅÇôå ëñé f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F êåÅ Õð¯ ÇÂ¼æ¶
F(0) = 3 ÔËÍ

Ô¼ñ : f (x) çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò x4 – 6x ÔËÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ 4( 6 )d x – x
dx

 = 4x3 – 6,  ÇÂÃ ñÂÆ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F,

                                F(x) =x4 – 6x + C, éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ C ÁÚñ ÔËÍ
Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ F(0) = 3
ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË 3 = 0 – 6 × 0 + C
Ü» C = 3
ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F (x) = x4 – 6x + 3 éÅñ êÌíÅÇôå ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä ëñé ÔËÍ

Çà¼êäÆ :
(i) ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Üç¯º ÇÕ  f  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F  ÔË å» F + C, ÇÜ¼æ¶ C ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔË, òÆ

f  çÅ ÇÂ¼Õ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ ÇÂÃ åð·» Üç¯º ÇÕ ÁÃÆº ëñé f  çÅ ÁËºàÆ ÇÂ¼Õ âËðÆò¶Çàò F êåÅ
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ÔË å» ÁÃÆº F Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ ÁÚñ Ü¯ó Õ¶ f  ç¶ Áé§å ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÜÔé»
F (x)  + C, C ∈ R ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇòÔÅðÕ òðå¯º Çò¼Ú, ÁÅî å½ð  å¶
ÇÂ¼Õ Ô¯ð ôðå ù Ã¿å°ôà ÕðéÅ ÷ðÈðÆ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃ å¯º C çÅ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ î¹¼ñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶
ÇÜÃç¶ éåÆÜ¶ òÜ¯º Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(ii) Õç¶&Õç¶ F ù ÁèÅðÆ ëñé» ÇÜò¶º ÇÕ ìÔ¹êç, ñØÈ×äÕ, Úñ ØÅå ëñé, ÇåÕ¯äÇîåÆ Áå¶

À°ñà ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé» ÁÅÇç ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°äÅ Ã¿íò éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ  ÇÂÃ  ñÂÆ ( )f x dx∫
êåÅ ÕðéÅ Á½ÖÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðé : ÇéðÆÖä ÇòèÆ éÅñ 

2– xe dx∫  ù êåÅ ÕðéÅ Ã¿íò
éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇéðÆÖä éÅñ ÁÃÆº À°Ã ëñé çÅ êåÅ éÔÆº Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÜÃ çÅ âËðÆò¶Çàò

2– xe  ÔËÍ
(iii) Üç¯º ÇÕ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ Úñ x, ç¶ ÇÂñÅòÅ Ô¯ð Õ¯ÂÆ ÔË å» ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÃÈåð çÅ À°Ã ÇÔÃÅì

éÅñ éòÆéÆÕðé Õð ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðé :
4 1

4 51C C
4 1 5
yy dy y

+

= + = +
+∫

7.2.3 ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ å°ñéÅ (Comparision between differentiation
and integration)

1. ç¯ò¶º ëñé» å¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅò» ÔéÍ
2. ç¯ò¶º ðËÇÖÕåÅ ×¹ä ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ôé ÁðæÅå

(i) [ ]1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )d d dk f x k f x k f x k f x
dx dx dx

+ = +

(ii) [ ]1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )k f x k f x dx k f x dx k f x dx+ = +∫ ∫ ∫
ÇÂ¼æ¶  k1, k2 ÁÚñ ÔéÍ

3. ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÃÅð¶ ëñé ÇâëðËôÆÂ¶ìñ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔËÍ áÆÕ ÇÂÃ åð·» ÃÅð¶
ëñé ÇÂéÇà×ð¶ìñ òÆ éÔÆº Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁÃÆº éÅé ÇâëðËôÆÂ¶ìñ Áå¶ éÅé ÇÂéÇà×ð¶ìñ ëñé»
ç¶ Çòô¶ çÅ À°µÚ ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

4. Üç¯º ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò çÆ Ô¯ºç ÔË å» À°Ô Çòñ¼Öä Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ç¶
éÅñ ÇÂÃ åð·» éÔÆº ÔËÍ Çëð òÆ À°Ô ÇÕÃ¶ Ü¯óé ÁÚñ å¼Õ ÃÆÇîå Çòñ¼Öä Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÁðæÅå
ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ç¯ ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú Ôî¶ôÅ ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

5. Üç¯º ÇÕÃ¶ ìÔ¹êç ëñé P çÅ ÇâëðËéÃ¶ôé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» éåÆÜ¶ òÜ¯º ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ìÔ¹êç
ÇîñçÅ ÔË ÇÜÃçÆ ØÅå ìÔ¹êç P çÆ ØÅå å¯º ÇÂ¼Õ Ø¼à Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ Üç¯º ÇÕÃ¶ ìÔ¹êç ëñé P çÅ
ÇÂéÇà×ðñ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» éåÆÜ¶ òÜ¯º ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ìÔ¹êç êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃ çÆ ØÅå
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ìÔ¹êç P çÆ ØÅå å¯º ÇÂ¼Õ ò¼è Ô¹¿çÆ ÔËÍ
6. ÁÃÆº âËðÆòËÇàò çÆ ÚðÚÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ Õðç¶ Ô» êð ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÚðÚÅ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¶ Õç¶

éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÁÃÆº Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÚðÚÅ À°Ã Á³åðÅñ å¶ Õðç¶ Ô» ÇÜÃ å¶
ÇÂéÇà×ðñ êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ ÁÃÆº íÅ× G.G Çò¼Ú ÚðÚÅ Õð»×¶Í

7. ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ âËðÆò¶Çàò çÅ Ç÷ÁÅÇîåÕ Áðæ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð ç¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çì³çÈ
å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ å¶ ëñé ç¶ âËðÆòËÇàò ç¶ î¹¼ñ ç¶ ìÅðìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ åð·»
Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ Áé§å ÇÂéÇà×ðñ, ÇÜÁÅÇîåÕ å½ð å¶ òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ
ÔË ÇÜÔé» Çò¼Ú òÕð», Úñ ù çðÃÅÀ°ä òÅñ¶ è¹ð¶ ç¶, ¦ì ð¶ÖÅò» ç¶ éÅñ Õ¼àä òÅñ¶ Çì³çÈÁ» å¶,
çÆÁ» Ãêðô ð¶ÖÅò» Ãî»åð Ô¯äÍ

8. Õ¼¹Þ í½ÇåÕ êÇðîÅä» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú âËðÆòËÇàò çÆ òðåº̄ Ô¿¹çÆ ÔË À°çÅÔðé : ÇÕÃ¶ Õä ç¹ÁÅðÅ
ÇÕÃ¶ òÆ Ãî¶º  t Çò¼Ú åËÁ ÕÆåÆ ×ÂÆ çÈðÆ Üçº̄ êåÅ Ô¯ò¶ å» Çç¼å¶ ×Â¶ Ãî¶º ìÅÁç ò¶× êåÅ Õðé
Çò¼Ú âËðÆò¶Çàò ÃÔÅÇÂÕ Ô¹¿çÅ ÔËÍ À°Ã¶ åð·» ÇÕÃ¶ Ãî¶º  t å¶ Üçº̄ ò¶× êåÅ ÔË å» Çç¼å¶ ×Â¶ Ãî¶º Çò¼Ú
åËÁ çÈðÆ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ çÆ òðå¯º Ô¹¿çÆ ÔËÍ

9. âËðÆò¶Çàò ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÆ ÇÕÇðÁÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú ÃÆîÅ çÅ íÅò Ü¹ÇóÁÅ ÔË áÆÕ À°Ã¶ åð·» çÅ
íÅò ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú òÆ Ü¹ÇóÁÅ ÔË ÇÜÃ ç¶ ìÅð¶ ÁÃÆº íÅ× G.G Çò¼Ú ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

10. âËðÆòËÇàò Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» ÇÕÇðÁÅò» ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ À°ñà Ôé ÇÜò¶º ÇÕ À°êíÅ× G. B.
B (i) Çò¼Ú ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÜÅ Ú¹¼ÕÆ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ G.A
Ô¶á ÇñÖ¶ ëñé» ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò (ÇÂéÇà×ðñ) ÇéðÆÖä ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ êåÅ Õð¯Í

1. sin 2x 2. cos 3x 3. e2x

4. (ax + b)2 5. sin 2x – 4 e3x

Ô¶á» ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯Í

6. 3(4 + 1) xe dx∫ 7. 2
2

1(1 – )x dx
x∫ 8. 2( )ax bx c dx+ +∫

9. 2(2 )xx e dx+∫ 10.
21x – dx

x
 
 
 ∫ 11.

3 2

2
5 4x x – dx
x

+
∫

12.
3 3 4x x dx

x
+ +

∫ 13.
3 2 1

1
x x x – dx

x –
− +

∫ 14. (1 )– x x dx∫

15. 2( 3 2 3)x x x dx+ +∫ 16. (2 3cos )xx – x e dx+∫
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17. 2(2 3sin 5 )x – x x dx+∫ 18. sec (sec tan )x x x dx+∫

19.
2

2
sec

cosec
x dx
x∫ 20. 2

2 – 3sin
cos

x
x∫ dx

êÌôé BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÅ Ú¯ä Õð¯ :

21.
1x
x

 + 
 

 çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò ÔËÍ

(A)
1 1
3 21 2 C

3
x x+ + (B)

2
232 1 C

3 2
x x+ +

(C)
3 1
2 22 2 C

3
x x+ + (D)

3 1
2 23 1 C

2 2
x x+ +

22. Üç¯º ÇÕ 3
4

3( ) 4d f x x
dx x

= −  ÇÜÃ Çò¼Ú  f (2) = 0 å»  f (x) ÔË :

(A) 4
3

1 129
8

x
x

+ − (B) 3
4

1 129
8

x
x

+ +

(C) 4
3

1 129
8

x
x

+ + (D) 3
4

1 129
8

x
x

+ −

7.3  ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆÁ» ÇòèÆÁ»  (Methods of Integration)
ÇêÛñ¶ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ, Ü¯ Õ¼°Þ ëñé» ç¶ âËðÆò¶Çàò éÅñ
ÃðñåÅêÈðòÕ êÌÅêå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÃéÍ ÇÂÔ ÇéðÆÖä å¶ ÁèÅÇðå ÇòèÆ ÃÆ, ÇÂÃ Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ç¶
ëñé F çÆ Ö¯Ü ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò f  ÔË ÇÂÃ å¯º  f  çÅ ÇÂéÇà×ðñ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ êð
ÇéðÆÖä å¶ ÁèÅÇðå ÇÂÔ ÇòèÆ ìÔ¹å ëñé» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ìÔ¹å ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ»
ù êÌîÅäÕ ðÈê Çò¼Ú åìçÆñ Õðç¶ Ô¯Â¶ À°Ôé» êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃÅù Ô¯ð ÇòèÆÁ» ÇòÕÇÃå Õðé çÆ
÷ðÈðå ÔËÍ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º î¹¼Ö ÇòèÆÁ» Ô¶á ÇñÖ¶ å¶ ÁÅèÅÇðå ÔéÍ

1. êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé
2. ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú å¯ó ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé
3. Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

7.3.1 êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by substitution)
ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í Á÷Åç Úñ x ù t

Çò¼Ú ìçñä ñÂÆ x = g (t) êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô¯Â¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ( )f x dx∫  Ô¯ð ðÈê Çò¼Ú
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ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

I = ( )f x dx∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Ô¹ä x = g(t) êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ 
dx
dt

 = g′(t)

ÁÃÆº dx = g′(t) dt ÇñÖç¶ Ô»

ÇÂÃ åð·» I = ( ) { ( )} ( )f x dx f g t g t dt= ′∫ ∫
êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ Úñ ìçñä çÅ ÃÈåð ÃÅâ¶ Õ¯ñ À°êñìè Á½÷Åð» Çò¼Ú¯º
ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé Á½÷Åð ÔËÍ ÇÂÃ çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°äÅ Ôî¶ôÅ îÔ¼åòêÈðé ÔË ÇÕ ÃÔÆ êÌåÆÃæÅêé ÕÆ
Ô¯ò¶×Å? ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé ç¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô» ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò ÇÂéÇà×ðËºâ
Çò¼Ú Ô¯ò¶, ÇÜò¶ºÇÕ Ô¶á» ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðé» éÅñ Ãêôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä E. Ô¶á» ÇñÖ¶ ëñé» çÅ x ç¶ ìÅìå Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

(i) sin mx (ii) 2x sin (x2 + 1) (iii)
4 2tan secx x

x

(iv)
1

2
sin (tan )

1

– x
x+

Ô¼ñ :
(i) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ mx çÅ âËðÆò¶Çàò m ÔËÍ Á³å mx = t êÌåÆÃæÅêé Õðç¶ Ô», å» ÇÕ

mdx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 
1sin sinmx dx t dt
m

=∫ ∫  =  – 1
m

cos t + C  = – 
1
m

cos mx + C

(ii) x2 + 1 çÅ âËðÆò¶Çàò 2x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº x2 + 1 = t ç¶ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» å»
ÇÕ 2x dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 22 sin ( 1) sinx x dx t dt+ =∫ ∫  =  – cos t + C  = – cos (x2 + 1) + C

(iii) x çÅ âËðÆò¶Çàò 
1
21 1

2 2

–
x

x
=  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº

1 
2

x t dx dt
x

= =oQs  izfrLFkkiu dk mi;kxs  djr s gSa rkfd ÇÜÃ éÅñ¶  dx = 2t

dt êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ç¶ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» å» ÇÕ
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ÇÂÃ ñÂÆ  
4 2 4 2tan sec tan sec 2x x t t t dtdx

tx
=∫ ∫  = 4 22 tan sect t dt∫

Çëð å¯º ÁÃÆº çÈÃðÅ êÌåÆÃæÅêé tan t = u Õðç¶ Ô» å»ÇÕ sec2 t dt = du

ÇÂÃ ñÂÆ 4 2 42 tan sec 2t t dt u du=∫ ∫  = 
5

2 C
5

u
+

= 52 tan C
5

t +  (ÇÕÀ°ºÇÕ u = tan t)

= 52 tan C ( )
5

x t x+ =D;ksafd

ÇºÂÃ ñÂÆ 
4 2

5tan sec 2 tan C
5

x x dx x
x

= +∫

çÈÜÅ ìçñ tan x t= êÌåÆÃæÅêé Õð¯

(iv) 1tan – x  çÅ âËðÆò¶Çàò 2
1

1 x+ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº tan–1 x = t êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô»

å» ÇÕ 21
dx

x+  = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 
1

2
sin (tan ) sin

1

– x dx t dt
x

=
+∫ ∫  = – cos t + C = – cos (tan –1x) + C

Ô¹ä ÁÃÆº Õ¼°Þ îÔ¼åòêÈðé ÇÂéÇà×ðñ» ÇÜÔé» Çò¼Ú ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé» Áå¶ À°Ãç¶ êÌîÅÇäå
ÇÂéÇà×ðñ» çÆ òðå¯º êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË, å¶ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔé»
ù ìÅÁç Çò¼Ú Çìé» ÇÕÃ¶ ÔòÅñ¶ å¯º òðÇåÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ

(i) tan log sec Cx dx x= +∫

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
sintan
cos

xx dx dx
x

=∫ ∫
cos x = t, êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å»ÇÕ sin x dx = – dt

Ô¹ä tan log C log cos Cdtx dx – – t – x
t

= = + = +∫ ∫
ÁðæÅå tan log sec Cx dx x= +∫

ÇÕÀ°ºÇÕ
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(ii) cot log sin Cx dx x= +∫

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ 
coscot
sin

xx dx dx
x

=∫ ∫
sin x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å»ÇÕ cos x dx = dt

åç cot dtx dx
t

=∫ ∫
= log Ct +

= log sin Cx +

(iii) sec log sec tan Cx dx x x= + +∫

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ, 
sec (sec tan )sec

sec + tan
x x xx dx dx

x x
+

=∫ ∫
sec x + tan x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯  sec x (tan x + sec x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ sec log + C = log sec tan Cdtx dx t x x
t

= = + +∫ ∫
(iv) cosec log cosec cot Cx dx x – x= +∫

ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ, 
cosec (cosec cot )cosec

(cosec cot )
x x xx dx dx

x x
+

=
+∫ ∫

cosec x + cot x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯
å» Ü¯ – cosec x (cot x + cosec x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ cosec – – log | | – log |cosec cot | Cdtx dx t x x
t

= = = + +∫ ∫

= 
2 2cosec cot– log C

cosec cot
x x
x x

−
+

−

=  log cosec cot Cx – x +

À°çÅÔðä F. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯ :

(i) 3 2sin cosx x dx∫ (ii)
sin

sin ( )
x dx

x a+∫ (iii)
1

1 tan
dx

x+∫

Ô¼ñ :
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(i) ÇÂ¼æ¶ 3 2 2 2sin cos sin cos (sin )x x dx x x x dx=∫ ∫
 = 2 2(1 – cos ) cos (sin )x x x dx∫

 t = cos x êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ dt = – sin x dx

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2 2 2sin cos (sin ) (1 – )x x x dx – t t dt=∫ ∫

= 
3 5

2 4( – ) C
3 5
t t– t t dt – –

 
= + 

 
∫

= 3 51 1cos cos C
3 5

– x x+ +

(ii) x + a = t êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 
sin sin ( )

sin ( ) sin
x t – adx dt

x a t
=

+∫ ∫

= 
sin cos cos sin

sin
t a – t a dt

t∫

= cos – sin cota dt a t dt∫ ∫
= 1(cos ) (sin ) log sin Ca t – a t + 

= 1(cos ) ( ) (sin ) log sin ( ) Ca x a – a x a + + + 

= 1cos cos (sin ) log sin ( ) C sinx a a a – a x a – a+ +

ÇÂÃ ñÂÆ
sin

sin ( )
x dx

x a+∫  = x cos a – sin a log |sin (x + a)| + C

ÇÂ¼æ¶ C = – C1 sin a + a cos a, ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ ÔËÍ

(iii)
cos

1 tan cos sin
dx x dx

x x x
=

+ +∫ ∫

= 
1 (cos + sin + cos – sin )
2 cos sin

x x x x dx
x x+∫

= 
1 1 cos – sin
2 2 cos sin

x xdx dx
x x

+
+∫ ∫

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇÂéÇà×ðñ       323

= 
1C 1 cos sin

2 2 2 cos sin
x x – x dx

x x
+ +

+∫ ... (1)

Ô¹ä cos sinI
cos sin

x – x dx
x x

=
+∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

   Ô¹ä cos x + sin x = t êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ (–sin x + cos x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2I log Cdt t
t

= = +∫ = 2log cos sin Cx x+ +

I ù (1) Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»

1 2C C1+ + log cos sin
1 tan 2 2 2 2

dx x x x
x

= + +
+∫

 = 1 2C C1+ log cos sin
2 2 2 2
x x x+ + +

 = 1 2C C1+ log cos sin C C
2 2 2 2
x x x , + + = + 

 

ÁÇíÁÅÃ G.B
1 å¯º 37 å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. 2
2

1
x
x+ 2. ( )2log x

x
3.

1
logx x x+

4. sin sin (cos )x x 5. sin ( ) cos ( )ax b ax b+ +

6. ax b+ 7. 2x x + 8. 21 2x x+

9. 2(4 2) 1x x x+ + + 10.
1

x – x 11.
4

x
x +

, x > 0

12.
1

3 53( 1)x – x 13.
2

3 3(2 3 )
x

x+ 14. 1
(log )mx x

, x > 0, m ≠ 1

15. 29 4
x

– x 16. 2 3xe + 17. 2x

x
e

18.
1

21

–tan xe
x+

19.
2

2
1
1

x

x
e –
e + 20.

2 2

2 2

x – x

x – x
e – e
e e+
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21. tan2 (2x – 3) 22. sec2 (7 – 4x) 23.
1

2

sin

1

– x

– x

24.
2cos 3sin
6cos 4sin

x – x
x x+

25. 2 2
1

cos (1 tan )x – x
26.

cos x
x

27. sin 2 cos 2x x 28.
cos

1 sin
x

x+
29. cot x log sin x

30.
sin

1 cos
x

x+
31.

( )2
sin

1 cos
x

x+
32.

1
1 cot x+

33.
1

1 tan– x
34.

tan
sin cos

x
x x

35.
( )21 log x

x
+

36. ( )2( 1) logx x x
x

+ +
37.

( )3 1 4sin tan

1

–x x

x8+
êÌôé CH Áå¶ CI Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :

38.
109

10
10 10 log

10
+

+∫
x

e
x

x dx
x

 ìðÅìð ÔË :

(A) 10x – x10 + C (B) 10x + x10 + C
(C) (10x – x10)–1 + C (D) log (10x + x10) + C

39. 2 2sin cos
dx
x x∫ cjkcj g%S

(A) tan x + cot x + C (B) tan x – cot x + C
(C) tan x cot x + C (D) tan x – cot 2x + C

7.3.2  ÇåÕ¯äÇîåÆ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration using
trigonometric identities)
Üç¯º ÇÂéÇà×ðËºâ Çò¼Ú Õ°Þ ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé Ü¹ó¶ Ô¹¿ç¶ Ôé, å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ
Õ¼°Þ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô» ÇÜò¶ºÇÕ Ô¶á ÇñÖÆÁ» À°çÔÅðé» éÅñ ÃîÞÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä G. Ô¶á ÇñÖ¶ ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2cos x dx∫ (ii) sin 2 cos 3x x dx∫ (iii) 3sin x dx∫
Ô¼ñ :

ìðÅìð ÔË :
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(i) ååÃîÕ cos 2x = 2 cos2 x – 1 ù ïÅç Õð¯ ÇÜÃ éÅñ

2 1 cos 2cos
2

xx +
=  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 2 1cos (1 + cos 2 )
2

x dx x dx=∫ ∫ = 
1 1 cos 2
2 2

dx x dx+∫ ∫

 = 
1 sin 2 C

2 4
x x+ +

(ii) ååÃîÕ sin x cos y = 
1
2

[sin (x + y) + sin (x – y)] , ù ïÅç Õð¯  (ÇÕÀ°º)

åç
1sin 2 cos 3 sin 5 sin
2

x xdx x dx – x dx =  ∫ ∫ ∫

= 
1 1 cos 5 cos C
2 5

– x x + +  

= 
1 1cos 5 cos C

10 2
– x x+ +

(iii) ååÃîÕ  sin 3x = 3 sin x – 4 sin3 x å¯º ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
3 3sin sin 3sin

4
x – xx =

ÇÂÃ ñÂÆ 3 3 1sin sin sin 3
4 4

x dx x dx – x dx=∫ ∫ ∫

= 
3 1– cos cos 3 C
4 12

x x+ +

çÈÜÅ ìçñ : 3 2sin sin sinx dx x x dx=∫ ∫  = 2(1 – cos ) sinx x dx∫
cos x = t ð¼Öä å¶ – sin x dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ ( )3 2sin 1x dx – – t dt=∫ ∫  = 
3

2 C
3
t– dt t dt – t+ = + +∫ ∫

= 31cos cos C
3

– x x+ +

Çà¼êäÆ : ÇåÕ¯äÇîåÆ ååÃîÕ» çÆ òðåº̄ Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ ç¯ò¶º À°µåð Ãîå°¼ñ
ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ 7-3
1 å¯º BB å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. sin2 (2x + 5) 2. sin 3x cos 4x 3. cos 2x cos 4x cos 6x
4. sin3 (2x + 1) 5. sin3 x cos3 x 6. sin x sin 2x sin 3x

7. sin 4x sin 8x 8.
1 cos
1 cos

– x
x+ 9.

cos
1 cos

x
x+

10. sin4 x 11. cos4 2x 12.
2sin

1 cos
x
x+

13.
cos 2 cos 2
cos cos

x –
x –

α
α

14.
cos sin
1 sin 2

x – x
x+ 15. tan3 2x sec 2x

16. tan4x 17.
3 3

2 2
sin cos
sin cos

x x
x x
+

18.
2

2
cos 2 2sin

cos
x x

x
+

19. 3
1

sin cosx x 20. ( )2
cos 2

cos sin
x

x x+ 21. sin – 1 (cos x)

22.
1

cos ( ) cos ( )x – a x – b
êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

23.
2 2

2 2
sin cos
sin cos

x x dx
x x
−

∫ cjkcj g%S

(A) tan x + cot x + C (B) tan x + cosec x + C
(C) – tan x + cot x + C (D) tan x + sec x + C

24. 2
(1 )

cos ( )

x

x
e x dx

e x
+

∫ cjkcj g%S

(A) – cot (exx) + C (B) tan (xex) + C
(C) tan (ex) + C (D) cot (ex) + C

7.4  Õ¼°Þ ÖÅÃ ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ (Integrals of Some Particular Functions)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ îÔ¼åòêÈðé ÇÂéÇà×ðñ ÃÈåð» çÅ Ç÷Õð Õð»×¶ Áå¶ ÇÂÔé» çÆ òðå¯º
éÅñ çÈÃð¶ Ã¿ì¿Çèå êÌîÅÇäÕ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð»×¶Í

ìðÅìð ÔË :

ìðÅìð ÔË :
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(1) 2 2
1 log C
2

dx x – a
a x ax – a

= +
+∫ (2) 2 2

1 log
2

dx a x
a a xa – x

+
=

−∫ + C

(3) – 1
2 2

1 tan Cdx x
a ax a

= +
+∫ (4)

2 2
2 2

log Cdx x x – a
x – a

= + +∫

(5)
– 1

2 2
sin Cdx x

aa – x
= +∫ (6)

2 2
2 2

log Cdx x x a
x a

= + + +
+

∫
Ô¹ä ÁÃÆº À°êð¯Õå éåÆÇÜÁ» ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô»Í

(1) ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  2 2
1 1

( ) ( )x – a x ax – a
=

+

= 
1 ( ) – ( ) 1 1 1

2 ( ) ( ) 2
x a x – a –

a x – a x a a x – a x a
 +  =   + +  

ÇÂÃ ñÂÆ  2 2
1

2
dx dx dx–

a x – a x ax – a
 

=  + 
∫ ∫ ∫

= [ ]1 log ( )| log ( )| C
2

| x – a – | x a
a

+ +

= 
1 log C

2
x – a

a x a
+

+

(2) À°êð¯Õå (1) ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2 2
1 1 ( ) ( )

2 ( ) ( )–
a x a x

a a x a xa x
 + + −

=  + − 
 = 

1 1 1
2a a x a x

 + − + 

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2
1

2–
dx dx dx

a a x a xa x
 = + − + ∫ ∫ ∫

= 
1 [ log | | log | |] C

2
a x a x

a
− − + + +

= 
1 log C

2
a x

a a x
+

+
−

AÇà¼êäÆ   (1) Çò¼Ú çÆ òðå¯º ÕÆåÆ ×ÂÆ ÇòèÆ çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ íÅ× G.E Çò¼Ú ÕÆåÆ ÜÅò¶×ÆÍ
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(3) î³é ñÀ° x = a tan θ åç  dx = a sec2 θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2 2 2 2
θ θ

θ
sec
tan

dx a d
x a a a

=
+ +∫ ∫

= 11 1 1θ θ C tan C– xd
a a a a

= + = +∫
(4) î³é ñÀ°  x = a secθ åç dx = a sec θ tan θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2 2 2 2

secθ tan θ θ

sec θ

dx a d

x a a a
=

− −
∫ ∫

= 1secθ θ log secθ + tan θ + Cd =∫

= 
2

12log 1 Cx x –
a a

+ +

= 2 2
1log log Cx x – a a+ − +

= 2 2log + Cx x – a+ , ÇÂ¼æ¶ C = C1 – log |a|

(5) î³é ñÀ° ÇÕ x = a sin θ åç dx = a cos θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2 2 2 2

θ θ

θ

cos

sin

dx a d

a x a – a
=

−
∫ ∫  = 1θ = θ + C = sin C– xd

a
+∫

(6) î³é ñÀ° ÇÕ  x = a tan θ  åç  dx = a sec2θ dθ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2 2 2 2

θ θ

θ

sec

tan

dx a d

x a a a
=

+ +
∫ ∫

= 1θ θsecθ θ = log (sec tan ) Cd + +∫

= 
2

12log 1 Cx x
a a

+ + +

= 2
1log log Cx x a | a |2+ + − +
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= 2log Cx x a2+ + + , ÇÂ¼æ¶ C = C1 – log |a |

ÇÂÔé» êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ òðå¯º éÅñ ÃÅù Ô¹ä Õ°Þ Ô¯ð ÃÈåð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¯ ÇÕ òðå¯º ç¶ ê¼Ö
éÅñ À°êï¯×Æ Ôé Áå¶ çÈÃð¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÔé» çÆ ÇÃ¼èÆ òðå¯º ÕÆåÆ
ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

(7) ÇÂéÇà×ðñ 2
dx

ax bx c+ +∫ , êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº

ax2 + bx + c = 
2 2

2
22 4

b c b c ba x x a x –
a a a a a

     + + = + +          
ÇñÖç¶ Ô»Í

Ô¹ä 
2
bx t
a

+ = ð¼Öä å¶ dx = dt Áå¶ 
2

2
24

c b– k
a a

= ±  ÇñÖç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ

2

24
c b–
a a

 
 
 

ç¶ ÇÚ¿é· å¶ Çéðíð ðÇÔ³ç¶ Ô¯Â¶ ÇÂÔ ÇÂéÇà×ðñ 2 2
1 dt
a t k±∫  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ

Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·» ÇÂÃ çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

(8) 2

dx

ax bx c+ +
∫ , ç¶ åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ (7) çÆ åð·» Á¼×¶ ò¼èç¶ Ô¯Â¶

êÌîÅÇäÕ ÃÈåð» çÆ òðå¯º ÕðÕ¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

(9) 2
px q dx

ax bx c
+

+ +∫ , ÇÜ¼æ¶  p, q, a, b, c ÁÚñ Ôé, ç¶ åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ

ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» çÆÁ» ç¯ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» A Áå¶ B êåÅ Õðç¶ ÔË å»ÇÕ

2+ = A ( ) + B = A (2 ) + Bdpx q ax bx c ax b
dx

+ + +

A Áå¶ B, êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹äÅÕ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öç¶
Ô»Í A Áå¶ B ç¶ êåÅ ñ¼×ä å¶ ÇÂéÇà×ðñ êÇÔñ» ÔÆ êåÅ êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ

(10)
2

( )px q dx

ax bx c

+

+ +
∫ , åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº (9) çÆ åð·» Á¼×¶

òè»×¶ Áå¶ ÇÂéÇà×ðñ êÇÔñ» ÔÆ êåÅ êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
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ÁÅÀ°, À°êð¯Õå ÇòèÆÁ» ù Õ°Þ À°çÅÔðé» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä H. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2 16
dx

x −∫ (ii)
22

dx

x x−
∫

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ 2 2 216 4
dx dx

x x –
=

−∫ ∫  = 4log C
8 4

x –
x

1
+

+
[7.4 (1) éÅñ]

(ii)
( )

2 22 1 1

dx dx
x x – x –

=
−∫ ∫

x – 1 = t ð¼Öä å¶  dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2 22 1

dx dt

x x – t
=

−
∫ ∫  = 1sin ( ) C– t + [7.4 (5) éÅñ]

= 1sin ( – 1) C– x +

À°çÅÔðä I. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ Õð¯Í

(i) 2 6 13
dx

x x− +∫ (ii) 23 13 10
dx

x x+ −∫ (iii) 25 2

dx

x x−
∫

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ x2 – 6x + 13 = x2 – 6x + 32 – 32 + 13 = (x – 3)2 + 4

ÇÂÃ ñÂÆ 
( )2 2

1
6 13 3 2
dx dx

x x x –2 =
− + +∫ ∫

î³é ñÀ° ÇÕ x – 3 = t rc dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 1
2 2

1 tan C
2 26 13 2

–dx dt t
x x t2 = = +

− + +∫ ∫ [7.4 (3) éÅñ]

= 11 3tan C
2 2

– x –
+

(ii) Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ 7-4(7) ç¶ ðÈê çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðËºâ ç¶ Ôð ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·»
ÇñÖç¶ Ô»Í

2 2 13 103 13 10 3
3 3
xx x – x – + = + 
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= 
2 213 173

6 6
x –

    +         
(êÈðé òð× ìäÅÀ°ä å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ 2 2
1
33 13 10 13 17

6 6

dx dx
x x

x
2 =

+ −    + −   
   

∫ ∫

Ô¹ä
13
6

x t+ =  ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2
2

1
33 13 10 17

6

dx dt
x x

t
2 =

+ −  −  
 

∫ ∫

= 1

17
1 6log C17 173 2

6 6

t –

t
+

× × +
[7.4 (i) å¯º]

= 1

13 17
1 6 6log C13 1717

6 6

x –

x

+
+

+ +
 =  1

1 6 4log C
17 6 30

x
x

−
+

+

= 1
1 3 2 1 1log C log

17 5 17 3
x
x

−
+ +

+

=
1 3 2log C

17 5
x
x

−
+

+ , where C = 1
1 1C log

17 3
+

(iii) ÇÂ¼æ¶ 
2 25 2 5

5

dx dx
xx x x –

2
=

 −
 
 

∫ ∫

= 
2 2

1
5 1 1

5 5

dx

x – –   
   
   

∫  (êÈðé òð× ìäÅÀ°ä ñÂÆ)
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Ô¹ä
1
5

x – t=  ð¼Öä å¶  dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 2
2

1
55 2 1

5

dx dt

x x
t –

2
=

−  
 
 

∫ ∫

=
2

21 1log C
55

t t –  + + 
 

[7.4 (4) éÅñ]

= 21 1 2log C
5 55

xx – x –+ +

À°çÅÔðä A@. Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õð¯Í

(i)
2

2 6 5
x dx

x x2

+
+ +∫ (ii) 2

3

5 4

+

− −
∫

x dx
x x

Ô¼ñ :

(i) ÃÈåð 7-4(9) çÅ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í

x + 2 = ( )2A 2 6 5 Bd x x
dx

+ + +  = A (4 6) Bx + +

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

4A = 1 Áå¶ 6A + B = 2   ÁðæÅå    A = 
1
4

 Áå¶ B = 
1
2

ÇÂÃ ñÂÆ
2 1 4 6 1

4 22 6 5 2 6 5 2 6 5
x x dxdx

x x x x x x2 2 2

+ +
= +

+ + + + + +∫ ∫ ∫

= 1 2
1 1I I
4 2

+    (î³é ñÀ°) ... (1)

I1 Çò¼Ú 2x2 + 6x + 5 = t, ð¼Öä å¶ (4x + 6) dx = dt ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1I log Cdt t
t

= = +∫ = 2
1log | 2 6 5 | Cx x+ + +        ... (2)
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Áå¶ 2 2
2

1I 522 6 5 3
2

dx dx
x x x x

= =
+ + + +

∫ ∫  = 2 2
1
2 3 1

2 2

dx

x   + +   
   

∫

Ô¹ä 3
2

x t+ = , ð¼Öä å¶ dx = dt, ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

2 2
2

1I
2 1

2

dt

t
=

 +  
 

∫  = 1
2

1 tan 2 C12
2

– t +
×

[7.4 (3) éÅñ]

= 1
2

3tan 2 + C
2

– x + 
 

 = ( )1
2tan 2 3 + C– x + ... (3)

(2) Áå¶ (3) çÆ òðå¯º (1) Çò¼Ú Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

( )2 12 1 1log 2 6 5 tan 2 3 C
4 22 6 5

–x dx x x x
x x2

+
= + + + + +

+ +∫ ,

ÇÜ¼æ¶ 1 2C CC
4 2

= +

(ii) Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ 7-4 (10) çÆ ÇÕÃî çÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÂÃ ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» 3x +

23 A (5 4 ) + Bdx – x – x
dx

+ =  = A (– 4 – 2x) + B

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË
– 2A = 1 Áå¶ – 4 A + B = 3,

ÁðæÅå A = 
1
2

–  Áå¶ B = 1

ÇÂÃ ñÂÆ
( )

2 2 2

4 23 1
25 4 5 4 5 4

– – x dxx dxdx –
x x x x x x

+
= +

− − − − − −
∫ ∫ ∫

= 
1
2

–  I1 + I2 ... (1)

I1, Çò¼Ú 5 – 4x – x2 = t, ð¼Öä å¶ (– 4 – 2x) dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ ( )
1 2

4 2
I

5 4

– x dx dt
tx x

−
= =

− −
∫ ∫  = 12 Ct +
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= 2
12 5 4 C– x – x + ... (2)

Ô¹ä 2 2 2
I

5 4 9 ( 2)

dx dx

x x – x
= =

− − +
∫ ∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯

x + 2 = t ð¼Öä å¶ dx = dt

ÇÂÃ ñÂÆ 1
2 22 2

I sin + C
33

–dt t

t
= =

−
∫ [7.4 (5) éÅñ]

= 1
2

2sin C
3

– x +
+ ... (3)

ÃîÆÕðé» (2) Áå¶ (3) ù (1) êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

2 1
2

3 25 – 4 – + sin C
35 4

–x x– x x
– x – x

+ +
= +∫  ÇÜ¼æ¶ 1

2
CC C
2

–=

ÁÇíÁÅÃ G.D
êÌôé A å¯º BC å¼Õ ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1.
2

6
3

1
x

x +
2. 2

1

1 4x+
3. ( )2

1

2 1– x +

4. 2

1

9 25– x
5. 4

3
1 2

x
x+

6.
2

61
x

x−

7. 2

1

1

x –

x –
8.

2

6 6

x

x a+
9.

2

2

sec

tan 4

x

x +

10. 2

1

2 2x x+ +
11. 2

1
9 6 5x x+ +

12. 2

1

7 6– x – x

13. ( )( )
1

1 2x – x – 14. 2

1

8 3x – x+ 15. ( )( )
1

x – a x – b

16. 2

4 1

2 3

x

x x –

+

+ 17. 2

2

1

x

x –

+
18. 2

5 2
1 2 3

x
x x
−

+ +
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19. ( )( )
6 7

5 4
x

x – x –
+

20. 2

2

4

x

x – x

+
21. 2

2

2 3

x

x x

+

+ +

22. 2
3

2 5
x

x – x
+

−
23. 2

5 3

4 10

x

x x

+

+ +

êÌôé BD å¯º BE Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

24.
2 2 2

dx
x x+ +∫ cjkcj gS %

(A) x tan–1 (x + 1) + C (B) tan–1 (x + 1) + C
(C) (x + 1) tan–1x + C (D) tan–1x + C

25.
29 4

dx

x x−
∫ cjkcj gS %

(A) –11 9 8sin C
9 8

x −  + 
 

(B) –11 8 9sin C
2 9

x −  + 
 

(C) –11 9 8sin C
3 8

x −  + 
 

(D)
–11 9 8sin C

2 9
x −  + 

 

7.5  ÁêÈðé Çí¿é» éÅñ ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by Partial Fractions)

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ êÇðî¶ï ëñé 
P( )
Q( )

x
x , ç¶ ìÔ¹êç» ç¶ Áé°êÅå ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË

ÇÂ¼æ¶ P(x) Áå¶a Q(x), Úñ x Çò¼Ú ìÔ¹êç Ôé Áå¶ Q(x) ≠ 0. ÜçÇÕ P(x) çÆ ØÅå Q(x) çÆ ØÅå
å¯º Ø¼à ÔË, å» êÇðî¶ï ëñé À°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË, éÔÆº å» ÁäÀ°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÁäÀ°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé» ù ¦ìÆ ò¿â ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ À°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú

ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ  ÇÂÃ åð·» Üç¯º ÇÕ 
P( )
Q( )

x
x

 ÁäÀ°ÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔË, å»

1P ( )P( ) T( )
Q( ) Q( )

xx x
x x

= +  , ÇÂ¼æ¶  T(x)  x Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç ÔË Áå¶ 1P ( )
Q( )

x
x

ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé

ÔËÍ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕò¶º ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶ òÆ êÇðî¶ï
ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÃ¶ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ
ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº À°Ôé» êÇðî¶ï ëñé» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶, ÇÜÔé» ç¶ Ôð ù ÇÂ¼Õ ØÅåÆ Áå¶
ç¯ ØÅåÆ ×¹äéÖ³â» Çò¼Ú ×¹äéÖ³âÆÕðä ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ Ô¯ò¶Í

 ìðÅìð ÔË :

 ìðÅìð ÔË :
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î³é ñÀ° ÇÕ ÁÃÆº P( )
Q( )

x dx
x∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ Ô», ÇÂ¼æ¶ P( )

Q( )
x
x

 ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï

ëñé ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇòèÆ, ÇÜÃ ù ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú å¯óé ç¶ é» éÅñ ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ
Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ù ÃèÅðé êÇðî¶ï ëñé» ç¶ Ü¯ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅäÅ Ã¿íò ÔËÍ ÇÂÃ ç¶
ìÅÁç êÇÔñ» êåÅ ÇòèÆÁ» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇÂéÇà×ðñ ÃðñåÅ éÅñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ô¶á
ÇñÖÆ ÃÅðäÆ G.B çðÃÅÀ°ºçÆ ÔË, ÇÕ ò¼Ö ò¼Ö åð·» ç¶ êÇðî¶ï ëñé» ù ÇÕÃ åð·» Ãðñ ÁêÈðé Çí¿é»
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÃÅðäÆ G.B
  ñóÆ é§: êÇðî¶ï ëñé çÅ ðÈê ÁêÈðé Çí¿é» çÆ ÇÕÃî»

1.
( – ) ( – )

px q
x a x b

+ , a ≠ b A B
x – a x – b

+

2. 2( – )
px q
x a

+
( )2

A B
x – a x – a

+

3.
2

( – ) ( ) ( )
px qx r

x a x – b x – c
+ + A B C

x – a x – b x – c
+ +

4.
2

2( – ) ( )
px qx r

x a x – b
+ +

2
A B C

( )x – a x – bx – a
+ +

5.
2

2( – ) ( )
px qx r

x a x bx c
+ +

+ + 2
A B + Cx

x – a x bx c
+

+ +
,

ÇÂ¼æ¶ x2 + bx + c çÅ Á¼×¶ ×¹äéÖ³âÆÕðé éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅÍ

À°êð¯Õå ÃÅðäÆ Çò¼Ú A, B Áå¶ C òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé, ÇÜÔé» ù À°µÇÚå ÇòèÆ éÅñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AA. 
( 1) ( 2)

dx
x x+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ: Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÁêÈðé Çí¿é» çÆÁ» ÇÕÃî»
[ÃÅðäÆ 7.2 (i)], çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶, ÁÃÆº

1 A B
( 1) ( 2) 1 2x x x x

= +
+ + + +

, ÇñÖç¶ Ô» a --- (1)
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ÇÂ¼æ¶ A Áå¶ B òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ ÇÜÔé» ù ÁÃÆº À°µÇÚå ÇòèÆ éÅñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
1 = A (x + 2) + B (x + 1)

ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ
A + B = 0

Áå¶ 2A + B = 1
ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù a  A = 1 Áå¶  B = – 1 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË  
1

( 1) ( 2)x x+ +
 = 

1 – 1
1 2x x

+
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ
( 1) ( 2)

dx
x x+ +∫  = 1 2

dx dx–
x x+ +∫ ∫

= log 1 log 2 Cx x+ − + +  = 
1log C
2

x
x

+
+

+

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå ÃîÆÕðä (1) ÇÂ¼Õ ååÃîÕ ÔË ÁðæÅå ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Õæé Ü¯  x ç¶ ÃÅð¶
(ï¯×) î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ Ã¼Ú ÔËÍ Õ°Þ ñ¶ÖÕ Ã¿Õ¶å ≡ çÆ òðå¯º ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Õðç¶ Ô» ÇÕ Çç¼åÅ
Ô¯ÇÂÁÅ Õæé ÇÂ¼Õ ååÃîÕ ÔË Áå¶ Ã¿Õ¶å = çÆ òðåº̄ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Õðç¶ Ôé ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ
Õæé ÇÂ¼Õ ÃîÆÕðé ÔË ÁðæÅå ÇÂÔ çðÃÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Õæé  x ç¶ ÃÆÇîå î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ
Ã¼Ú ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. 
2

2
1

5 6
x dx

x x
+

− +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ 
2

2
1

5 6
x

x – x
+

+
 ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  x2 + 1 ù

x2 – 5x + 6 éÅñ ò¿â Õðç¶ Ô» Áå¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
2

2 2
1 5 5 5 51 1

( 2) ( 3)5 6 5 6
x x – x –

x – x –x – x x – x
+

= + = +
+ +

î³é ñÀ° ÇÕ
5 5 A B

( 2) ( 3) 2 3
x –

x – x – x – x –
= +

Üçº̄ ÇÕ 5x – 5 = A (x – 3) + B (x – 2)
ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ç¶  x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ» ù ìðÅìð ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A + B = 5 Áå¶

3A + 2B = 5
ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº
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ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº A = – 5 Áå¶  B = 10 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1 5 101

2 35 6
x

x – x –x – x
+

= − +
+

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1 15 10

2 35 6
x dxdx dx dx

x – x –x – x
+

= − +
+∫ ∫ ∫ ∫

= x – 5 log |x – 2 | + 10 log |x – 3| + C

À°çÅÔðä AC.  2
3 2

( 1) ( 3)
x dx

x x
−

+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðËºâ ÃÅðäÆ G.B (4) Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÇÕÃî çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÁÃÆº

2 2
3 2 A B C

1 3( 1) ( 3) ( 1)
x –

x xx x x
= + +

+ ++ + +  ÇñÖç¶ Ô»Í

Üçº̄ ÇÕ 3x – 2 = A (x + 1) (x + 3) + B (x + 3) + C (x + 1)2

= A (x2 + 4x + 3) + B (x + 3) + C (x2 + 2x + 1 )
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶  x2 ç¶ ×¹ä»Õ, x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñ» Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

A + C = 0, 4A + B + 2C = 3 Áå¶  3A + 3B + C = – 2 ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù

ÇîñçÅ ÔË 11 5 11A B C
4 2 4

– –,= = =vkSj  ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2
3 2

( 1) ( 3)
x

x x
−

+ +
 = 2

11 5 11
4 ( 1) 4 ( 3)2 ( 1)

– –
x xx+ ++

ÇÂÃ ñÂÆ 2
3 2

( 1) ( 3)
x

x x
−

+ +∫  = 2
11 5 11
4 1 2 4 3( 1)

dx dx dx–
x xx

−
+ ++∫ ∫ ∫

=
11 5 11log +1 log 3 C
4 2 ( +1) 4

x x
x

+ − + +

=
11 +1 5log + C
4 + 3 2 ( + 1)

x
x x

+

À°çÅÔðä AD. 
2

2 2( 1) ( 4)
x dx

x x+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Áå¶
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Ô¼ñ :  
2

2 2( 1) ( 4)
x

x x+ +
 ù ñÀ° Áå¶ x2 = y ð¼Ö¯

å»
2

2 2 ( 1) ( 4)( 1) ( 4)
x y

y yx x
=

+ ++ +

( 1) ( 4)
y

y y+ +
 =

A B
1 4y y

+
+ +

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í

Üçº̄ ÇÕ y =  A (y + 4) + B (y + 1)
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶  y ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A + B = 1 Áå¶

4A + B = 0, ÇÜÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË

A =
1 4B
3 3

– =vkjS

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2( 1) ( 4)
x

x x+ +
 = 2 2

1 4
3 ( 1) 3 ( 4)

–
x x

+
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2 2( 1) ( 4)
x dx

x x+ +∫ = 2 2
1 4
3 31 4

dx dx–
x x

+
+ +∫ ∫

= 1 11 4 1tan tan C
3 3 2 2

– – x– x + ⋅ +

= 1 11 2tan tan C
3 3 2

– – x– x + +

À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú Õ¶òñ ÁêÈðé Çí¿é» òÅñ¶ ÇÔ¼Ã¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË éÅ ÇÕ
ÇÂéÇà×ðñ òÅñ¶ ÇÔ¼Ã¶ ñÂÆÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ À°çÅÔðé çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô» ÇÜÃ Çò¼Ú
ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ Áå¶ ÁêÈðé Çí¿é ÇòèÆ ù Ã¹î¶ñ ðÈê Çò¼Ú òðÇåÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AE.  
( )

2

3 sin 2 cos
5 cos 4 sin

–
d

– –
φ φ

φ
φ φ∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  y = sinφ

åç dy = cosφ dφ

ÇÂÃ ñÂÆ
( )

2

3 sin 2 cos
5 cos 4 sin

–
d

– –
φ φ

φ
φ φ∫ = 2

(3 – 2)
5 (1 ) 4

y dy
– – y – y∫
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= 2
3 2

4 4
y – dy

y – y +∫ = 
( )2
3 2 I

2
y –

y –
=∫           (î³é ñÀ°)

Ô¹ä ÁÃÆº
( )2 2
3 2 A B

2 ( 2)2
y –

y yy –
= +

− −
 ÇñÖç¶ Ô» [ÃÅðäÆ G.B (2) éÅñ]

ÇÂÃ ñÂÆ 3y – 2 = A (y – 2) + B
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ y ç¶ ×¹ä»Õ Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË A = 3 Áå¶

B – 2A = – 2, ÇÜÃ éÅñ ÁÃÆº A = 3 Áå¶ B = 4 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ ÇÂéÇà×ðñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2
3 4I [ + ]

2 ( 2)
dy

y – y –
= ∫  = 23 + 4

2 ( 2)
dy dy

y – y –∫ ∫

=
13 log 2 4 C

2
y –

y
 

− + + − 
 = 43 log sin 2 C

2 sin–
φ − + +

φ

=
43 log (2 sin ) + C

2 sin
− φ +

− φ
 (ÇÕÀ°ºÇÕ 2 – sin φ Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ ÔË)

À°çÅÔðä AF. 
2

2
1

( 2) ( 1)
x x dx
x x

+ +
+ +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ À°µÇÚå êÇðî¶ï ëñé ÔËÍ êÇðî¶ï ëñé ù ÁêÈðé Çí¿é» Çò¼Ú
å¯óç¶ Ô» [ÃÅðäÆ 2.2(5)]A

2

2
1

( 1) ( 2)
x x

x x
+ +

+ +
 = 2

A B + C
2 ( 1)

x
x x

+
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ x2 + x + 1 = A (x2 + 1) + (Bx + C) (x + 2)
ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶  x2 ç¶ ×¹ä»Õ,  x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

ÇÕ A + B =1, 2B + C = 1 Áå¶ A + 2C = 1 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË 3 2 1A , B , C
5 5 5

= = =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ðËºâ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
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2

2
1

( 1) ( 2)
x x

x x
+ +

+ +
 = 2

2 1
3 5 5

5 ( 2) 1

x

x x

+
+

+ +
 = 2

3 1 2 1
5 ( 2) 5 1

x
x x

+ +  + + 

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1

( +1) ( 2)
x x dx

x x
+ +

+∫  = 2 2
3 1 2 1 1
5 2 5 51 1

dx x dx dx
x x x

+ +
+ + +∫ ∫ ∫

= 2 13 1 1log 2 log 1 tan C
5 5 5

–x x x+ + + + +

ÁÇíÁÅÃ G.E
A å¯º BA å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú êÇðî¶ï ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õð¯Í

1. ( 1) ( 2)
x

x x+ + 2. 2
1

9x – 3.
3 1

( 1) ( 2) ( 3)
x –

x – x – x –

4. ( 1) ( 2) ( 3)
x

x – x – x – 5. 2
2
3 2
x

x x+ +

6.
21

(1 2 )
– x

x – x
7. 2( 1) ( – 1)

x
x x+ 8. 2( 1) ( 2)

x
x – x +

9. 3 2
3 5

1
x

x – x x
+
− +

10. 2
2 3

( 1) (2 3)
x

x – x
−

+ 11. 2
5

( 1) ( 4)
x

x x+ −

12.
3

2
1

1
x x

x
+ +

−
13. 2

2
(1 ) (1 )x x− + 14. 2

3 1
( 2)

x –
x +

15. 4
1

1x −
16.

1
( 1)nx x +

 [Ã¿Õ¶å : Á³ô Áå¶ Ôð ù x n – 1 éÅñ ×¹äÅ Õð¯ Áå¶

xn = t ð¼Ö¯ ]

17.
cos

(1 – sin ) (2 – sin )
x

x x [Ã¿Õ¶å : sin x = t ð¼Ö¯ ]

18.
2 2

2 2
( 1) ( 2)
( 3) ( 4)
x x
x x

+ +
+ +

19. 2 2
2

( 1) ( 3)
x

x x+ +
20. 4

1
( 1)x x –
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21.
1

( 1)xe –
 [Ã¿Õ¶å : ex = t ð¼Ö¯ ]

êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

22.
( 1) ( 2)

x dx
x x− −∫  ìðÅìð ÔË :

(A)
2( 1)log C

2
x
x

−
+

−
(B)

2( 2)log C
1

x
x
−

+
−

(C)
21log C

2
x
x

−  + 
− 

(D) log ( 1) ( 2) Cx x− − +

23. 2( 1)
dx

x x +∫ ìðÅìð ÔË :

(A) 21log log ( +1) + C
2

x x− (B) 21log log ( +1) + C
2

x x+

(C) 21log log ( +1) + C
2

x x− + (D) 21 log log ( +1) + C
2

x x+

7.6  Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé (Integration by Parts)
ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÇòèÆ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶ Ü¯ ÇÕ ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ
ÇÂéÇà×ðñ Õðé Çò¼Ú ìÔ¹å À°êï¯×Æ ÔËÍ

Üç¯º ÇÕ ÇÂ¼Õ Úñ x (î³é ñÀ°) ç¶ u Áå¶ v ç¯ ÇâëðËºôÆÂ¶ìñ ëñé Ôé å» ÇâëðËÃ¶ôé ç¶
×¹äéëñ Çéïî Áé°ÃÅð ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( )d dv duuv u v
dx dx dx

= +

ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
dv duuv u dx v dx
dx dx

= +∫ ∫

íÅò dv duu dx uv – v dx
dx dx

=∫ ∫ ... (1)

î³é ñÀ° ÇÕ u = f (x) Áå¶ 
dv
dx

= g (x) åç
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du
dx

= f ′ (x) Áå¶ v = ( )g x dx∫
ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (1) ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

( )  ( )  = ( ) ( ) [ ( ) ( )]f x g x dx f x g x dx – g x dx f x dx′∫ ∫ ∫ ∫
íÅò ( ) ( )  = ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]f x g x dx f x g x dx – f x g x dx dx′∫ ∫ ∫ ∫

Ü¶ ÁÃÆº f  ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ g ù çÈÃðÅ ëñé î¹¼ñ ñÂÆÂ¶ å» ÃÈåð ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇÂéÇà×ðñ = (êÇÔñÅ ëñé) × (çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ) —
[(êÇÔñ» çÅ ÇâëðËéôñ ×¹ä»Õ) × (çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ)] çÅ ÇÂéÇà×ðñ

À°çÅÔðä AG. cosx x dx∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : f (x) = x (êÇÔñÅ ëñé) Áå¶ g (x) = cos x (çÈÜÅ ëñé) ð¼Ö¯ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ
ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

cos cos [ ( ) cos ]dx x dx x x dx – x x dx dx
dx

=∫ ∫ ∫ ∫
= sin sinx x – x dx∫  = x sin x + cos x + C

î³é ñÀ° ÇÕ ÁÃÆº  f (x) = cos x Áå¶ g (x) = x ñËºç¶ Ô»

cos cos [ (cos ) ]dx x dx x x dx – x x dx dx
dx

=∫ ∫ ∫ ∫

=
2 2

(cos ) sin
2 2
x xx x dx+ ∫

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂéÇà×ðñ cosx x dx∫ , å°ñÅéÅåîÕ ðÈê éÅñ x çÆ Ç÷ÁÅçÅ
ØÅå òÅñ¶ Ç÷ÁÅçÅ Á½Ö¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ êÇÔñ¶ ëñé Áå¶ çÈÜ¶ ëñé çÆ
À°µÇÚå Ú¯ä îÔ¼åòêÈðé ÔËÍ
Çà¼êäÆ

1. ÇÂÔ Ç÷Õðï¯× ÔË, ÇÕ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¯ ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÆÁ» ÃÅðÆÁ» ÃÇæåÆÁ»
Çò¼Ú À°êï¯×Æ éÔÆº ÔË, À°çÅÔðä» sinx x dx∫  çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇÂÔ ÇòèÆ Õ¿î éÔÆº ÁÅÀ°ºçÆ

ÔËÍ ÇÂÃ çÅ ÕÅðé ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÆ Ô¯ºç éÔÆº ÔË ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò x  sin x ÔËÍ
2. ÇèÁÅé Ççú ÇÕ çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðç¶ Ãî¶º ÁÃÆº Õ¯ÂÆ ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ ÁÚñ
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éÔÆº Ü¯ÇóÁÅ ÃÆÍ Ü¶ ÁÃÆº çÈÜ¶ ëñé cos x Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ ù sin x + k, ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶,
ÇÜ¼æ¶ k Õ¯ÂÆ ÁÚñ ÔË, åç ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ òðå¯º
Çò¼Ú ÁÅÖðÆ À°µåð êåÅ Õðé ñÂÆ çÈÜ¶ ëñé ç¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú ÁÚñ Ü¯óéÅ ×Ëð-÷ðÈðÆ ÔËÍ

cos (sin ) (sin )x x dx x x k x k dx= + − +∫ ∫
= (sin ) sinx x k x dx k dx+ − −∫ ∫
= (sin ) + cos Cx x k x – kx+ +  = sin cos Cx x x+ +

3. ÁÅî å½ð å¶ Üç¯º Õ¯ÂÆ ëñé x çÆ ØÅå ÔË Ü» x çÅ ìÔ¹êåç ÔË å» ÁÃÆº ÇÂÃ ù êÇÔñ¶ ëñé ç¶
ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í Çëð òÆ, ÇÂÃ åð·» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú, ÇÜ¼æ¶ çÈÃðÅ ëñé À°ñà ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé
Ü» ñØÈ×äÕ ëñé Ô¯ò¶, å» ÁÃÆº À°Ã ù êÇÔñ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AH.  log x dx∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ô¹ðÈ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ä Çò¼Ú Áï¯× Ô», ÇÜÃçÅ
âËðÆò¶Çàò log x ÔËÍ ÁÃÆº log x ù êÇÔñ» Áå¶ ÁÚñ ëñé 1 ù çÈÜÅ ëñé ñËºç¶ Ô»Í çÈÃð¶ ëñé çÅ
ÇÂéÇà×ðñ x ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ (log 1)x dx⋅∫  = log 1 [ (log ) 1 ]dx dx x dx dx
dx

−∫ ∫ ∫

=
1log . – log Cx x x dx x x – x
x

= +∫
À°çÅÔðä AI.  xx e dx∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  x ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ ex ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñÀ°Í
çÈÃð¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ = ex

ÇÂÃ ñÂÆ 1x x xx e dx x e . e dx= −∫ ∫  = xex – ex + C

À°çÅÔðä B@.  
1

2

sin

1

–x x dx
x−

∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° êÇÔñÅ ëñé = sin – 1x,  Áå¶ çÈÜÅ ëñé  = 
21

x

x−

Ô¹ä ÁÃÆº çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðç¶ Ô» ÁðæÅå  
21

x dx

x−
∫  êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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t  = 1 – x2  ð¼Ö¯ åç
Ô¹ä dt = – 2x dx

ÇÂÃ ñÂÆ 21

x dx

x−
∫  =

1
2

dt–
t∫  = 2– 1t x= − −

ÇÂÃ ñÂÆ
1

2

sin

1

–x x dx
x−

∫  = ( )1 2 2
2

1sin 1 ( 1 )
1

– x – x – x dx
x

− − −
−

∫

= 2 11 sin C– x x x−− + +  = 2 11 sin Cx – x x−− +

ÇòÕñê sin–1 x  = θ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ Áå¶ åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶
òÆ ÇÂÃ ÇÂéÇà×ðñ ù Ô¼ñ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä BA.  sinxe x dx∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ex ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶  sin x ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñò¯Í åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ
ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = sin ( cos ) cosx x xe x dx e – x e x dx= +∫ ∫
= – ex cos x + I1 (î³é ñÀ°) ... (1)

I1 Çò¼Ú ex
  Áå¶ cos x ù ´îòÅð êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ ëñé î³éç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I1= sin sinx xe x – e x dx∫
I1 çÅ î¹¼ñ (1) Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

I = cos sin Ix x– e x e x –+ Áå¶ 2I = ex (sin x – cos x)

ÇÂÃ ñÂÆ  I = sin (sin cos ) + C
2

x
x ee x dx x – x=∫

ÇòÕñê : sin x ù êÇÔñÅ ëñé Áå¶ ex ù çÈÜÅ ëñé ñËä å¶ òÆ À°êð¯Õå ÇÂéÇà×ðñ ù êåÅ
ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

7.6.1  [ ( ) + ( )]xe f x f x dx′∫  åð·» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ  I = [ ( ) + ( )]xe f x f x dx′∫  = ( ) + ( )x xe f x dx e f x dx′∫ ∫
= 1 1I ( ) , I = ( )x xe f x dx e f x dx′+ ∫ ∫tgk¡ ... (1)

I1 Çò¼Ú f (x) Áå¶  ex ù ́ îòÅð êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ ëñé ñËºç¶ Ô¯Â¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ
ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ I1 = f (x) ex – ( ) Cxf x e dx′ +∫
I1 ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÜ¼æ¶
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I = ( ) ( ) ( ) Cx x xe f x f x e dx e f x dx− + +′ ′∫ ∫  = ex f (x) + C

ÇÂÃ ñÂÆ ( )( ) ( )xe f x f x dx+ ′∫    = ( ) Cxe f x +

À°çÅÔðä BB.   êåÅ Õð¯Í

(i) 1
2

1(tan )
1

x –e x dx
x

+
+∫ (ii)

2

2
( +1)

( +1)

xx e
x∫ dx

Ô¼ñ :

(i) ÇÂ¼æ¶ I = 1
2

1(tan )
1

x –e x dx
x

+
+∫

Ô¹ä f (x) = tan– 1x, ñÀ°, åç  f ′(x) = 2
1

1 x+
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðËºâ  ex [ f (x) + f ′(x)] ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ I = 1
2

1(tan )
1

x –e x dx
x

+
+∫  = ex tan– 1x + C

(ii) Çç¼åÅ ÔË I =
2

2
( +1)

( +1)

xx e
x∫ dx

2

2
1 +1+1)[ ]

( +1)
x x –e dx

x
= ∫

=
2

2 2
1 2

[ ]
( +1) ( +1)

x x –e dx
x x

+∫  2
1 2[ + ]

+1 ( +1)
x x –e dx

x x
= ∫

î³é ñÀ° ÇÕ 
1( )
1

xf x
x

−
=

+
 Ô¹ä 2

2( )
( 1)

f x
x

′ =
+

ÇÂÃ ñÂÆ, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ex [f (x) + f ′(x)] ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2
1

( 1)
xx e dx

x
+

+∫ = 
1 C
1

xx e
x

−
+

+

ÁÇíÁÅÃ G.F
A å¯º BB å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. x sin x 2. x sin 3x 3. x2 ex 4. x log x
5. x log2 x 6. x2 log x 7. x sin– 1x 8. x tan–1 x

9. x cos–1 x 10. (sin–1x)2 11.
1

2

cos

1

x x

x

−

−
12. x sec2 x

13. tan–1x 14. x (log x)2 15. (x2 + 1) log x
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16. ex (sinx + cosx) 17. 2(1 )

xx e
x+ 18.

1 sin
1 cos

x xe
x

 +
 + 

19. 2
1 1–xe
x x

 
 
 

20. 3
( 3)
( 1)

xx e
x
−
− 21. e2x sin x

22.
1

2
2sin

1
– x

x
 
 + 

êÌôé BC Áå¶ BD Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
23.

32 xx e dx∫  ìðÅìð ÔË :

(A)
31 C

3
xe + (B)

21 C
3

xe +

(C)
31 C

2
xe + (D)

21 C
2

xe +

24. sec (1 tan )xe x x dx+∫   ìðÅìð ÔË :
(A) ex cos x + C (B) ex sec x + C
(C) ex sin x + C (D) ex tan x + C

7.6.2 ÇÂéÇà×ðñ çÆÁ» Õ°¼Þ Ô¯ð ÇÕÃî» (Integrals of some more types)
 ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ å¶ ÁèÅÇðå Õ¼°Þ åð·» ÖÅÃ åð·» ç¶ êÌîÅÇäÕ ÇÂéÇà×ðñ» çÆ
ÚðÚÅ Õð»×¶Í ÇÜò¶º ÇÕ

(i) 2 2x a dx−∫ (ii) 2 2x a dx+∫ (iii) 2 2a x dx−∫
(i)  î³é ñÀ° ÇÕ 2 2I x a dx= −∫

 ÁÚñ ëñé 1 ù çÈÜÅ ëñé î³éç¶ Ô¯Â¶ Áå¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

I = 2 2
2 2

1 2
2

xx x a x dx
x a

− −
−

∫

=
2

2 2
2 2

xx x a dx
x a

− −
−

∫  = 
2 2 2

2 2
2 2

x a ax x a dx
x a

− +
− −

−
∫

= 2 2 2 2 2
2 2

dxx x a x a dx a
x a

− − − −
−

∫ ∫

= 2 2 2
2 2

I dxx x a a
x a

− − −
−

∫
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 ÁðæÅå 2I = 2 2 2
2 2

dxx x a a
x a

− −
−

∫

 ÁðæÅå I =
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2
x ax – a dx x – a – x x – a= + +∫

ÇÂÃ¶ åð·» çÈÃð¶ ç¯ ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú ÁÚñ ëñé 1  ù çÈÜÅ ëñé ñË Õ¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé
ÇòèÆ éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË

(ii)
2

2 2 2 2 2 21 log C
2 2

ax a dx x x a x x a+ = + + + + +∫

(iii)
2

2 2 2 2 11 sin C
2 2

–a xa x dx x a x
a

− = − + +∫
 ÇòÕñê : ÇÂéÇà×ðñ (i), (ii)  Áå¶ (iii)  Çò¼Ú ́ îòÅð : x = a secθ, x = a tanθ  ìðÅìð
Áå¶ x = a sinθ,  êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ òÆ ÇÂÔé» ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BC.  2 2 5x x dx+ +∫   êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 2 22 5 ( 1) 4x x dx x dx+ + = + +∫ ∫
Ô¹ä x + 1 = y ð¼Öä å¶ dx = dy, åç

2 2 5x x dx+ +∫  = 2 22y dy+∫

= 2 21 44 log 4 C
2 2

y y y y+ + + + +   [7.6.2 (ii) çÆ òðåº̄ éÅñ]

= 2 21 ( 1) 2 5 2 log 1 2 5 C
2

x x x x x x+ + + + + + + + +

À°çÅÔðä BD.  23 2x x dx− −∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ 2 23 2 4 ( 1)x x dx x dx− − = − +∫ ∫
Ô¹ä x + 1 = y ð¼Öä å¶ dx = dy, åç

ÇÂÃ åð·» 23 2x x dx− −∫ = 24 y dy−∫
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= 2 11 44 sin C
2 2 2

– yy y− + +  [7.6.2 (iii) ç¶ çÆ òðåº̄ éÅñ]

=
2 11 1( 1) 3 2 2 sin C

2 2
– xx x x + + − − + + 

 

ÁÇíÁÅÃ G.G
A å¯º I å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. 24 x− 2. 21 4x− 3. 2 4 6x x+ +

4. 2 4 1x x+ + 5. 21 4x x− − 6. 2 4 5x x+ −

7. 21 3x x+ − 8. 2 3x x+ 9.
2

1
9
x

+

êÌôé A@ Áå¶ AA Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

10. 21 x dx+∫  ìðÅìð ÔË :

(A) ( )2 211 log 1 C
2 2
x x x x+ + + + + (B)  

3
2 22 (1 ) C

3
x+ +

(C)
3

2 22 (1 ) C
3

x x+ + (D)
2

2 2 211 log 1 C
2 2
x x x x x+ + + + +

11. 2 8 7x x dx− +∫  ìðÅìð ÔË :

(A) 2 21 ( 4) 8 7 9log 4 8 7 C
2

x x x x x x− − + + − + − + +

(B) 2 21 ( 4) 8 7 9log 4 8 7 C
2

x x x x x x+ − + + + + − + +

(C) 2 21 ( 4) 8 7 3 2 log 4 8 7 C
2

x x x x x x− − + − − + − + +

(D) 2 21 9( 4) 8 7 log 4 8 7 C
2 2

x x x x x x− − + − − + − + +
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7.7   ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ (Definite Integral)
ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÜÅ Ú¹¼ÕÅ ÔË Áå¶ Õ¼°Þ Ô¯ð ÖÅÃ ëñé»
ç¶ ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú Áé§å ÇÂéÇà×ðñ» ù êåÅ Õðé çÆÁ» Õ¼°Þ ÇòèÆÁ» å¶ ÚðÚÅ
ÕÆåÆ ÔËÍ ÇÂÃ íÅ× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÕÃ¶ ëñé ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

çÅ ÇÂ¼Õ Çòñ¼Öä î¹¼ñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ù ( )
b

a
f x dx∫ , éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË

Ç Ü ¼æ ¶ b] ÇÂéÇàð×ñ çÆ À°µÚ ÃÆîÅ Áå¶ a, ÇÂéÇà×ðñ çÆ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ ù Ü» å» Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ Ü» Üç¯º ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] Çò¼Ú Ô¯ò¶ å» ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ Á³å Çì³çÈÁ» å¶  F  ç¶ î¹¼ñ» ç¶ Á³åð ÁðæÅå F(b) – F(a) ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÅ ÔË, ç¶
ðÈê Çò¼Ú ÕðòÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÇÂÔé» ç¯é» ðÈê» çÆ ÁÃÆº ò¼Ö&ò¼Ö ÚðÚÅ Õð»×¶Í

7.7.1  Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ (Definite integral as the limit of a sum)

ÇÚ¼åð G.B
î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ  [a, b] å¶ ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé f  êÌíÅÇôå ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ëñé ç¶ ÃÅð¶
î¹¼ñ ×Ëð-ÇðäÅåîÕ  ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ëñé çÅ ×ðÅë x- è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÇÂ¼Õ òÕð ÔËÍ

òÕð y = f (x), x = a, x = b Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔÆ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

( )
b

a
f x dx∫  ÔËÍ ÇÂÃ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ, ÇÂÃ òÕð, x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆ x = a Áå¶ x = b

ç¶ Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð PRSQP ù ñò¯Í (ÇÚ¼åð G.B ç¶Ö¯)A
Á¿åðÅñ  [a, b] ù  [x0, x1], [x1, x2] ,..., [xr – 1, xr], ... [xn – 1, xn], éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô¯Â¶, n

ÃîÅé À°µêÁ³åðÅñ» Çò¼Ú ò¿â¯ ÇÜ¼æ¶ x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, ... , xr = a + rh Áå¶

xn = b = a + nh ÁðæÅå  
b an

h
−

=  ÇÂ¼æ¶ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ n → ∞ å» h → 0

ÁÇèÁËé ÁèÆé Ö¶åð PRSQP, n À°êÖ¶åð» çÅ Ü¯ó ÔË ÇÜ¼æ¶ Ôð¶Õ À°êÖ¶åð À°êÁ³åðÅñ»
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å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ  [xr – 1, xr], r = 1, 2, 3, …, n å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ
ÇÚ¼åð G.B éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

ÁÅÇÂå (ABLC) çÅ Ö¶åðëñ < Ö¶åð (ABDCA) çÅ Ö¶åðëñ < ÁÅÇÂå (ABDM) çÅ  Ö¶åðëñ... (1)
Ãêôà å½ð å¶ ÜçÇÕ  xr – xr–1 → 0 ÁðæÅå  h → 0, å» ÃîÆÕðé (1) Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ ×Â¶

Çå¿é» Ö¶åðëñ ÇÂ¼Õ çÈÃð¶ ç¶ ñ×í× ÃîÅé Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ Ü¯óëñ» çÅ ÇéðîÅä Õðç¶
Ô»Í

sn = h [f(x0) + … + f(xn - 1)] = 
1

0
( )

n

r
r

h f x
−

=
∑ ... (2)

Áå¶ Sn = 1 2
1

[ ( ) ( ) ( )] ( )
n

n r
r

h f x f x f x h f x
=

+ + …+ = ∑ ... (3)

ÇÂ¼æ¶ sn Áå¶ Sn À°êÁ³åðÅñ» a [xr–1, xr] r = 1, 2, 3, …, n, å¶ ìäÆÁ» Ô¶áñÆÁ» ÁÅÇÂå» Áå¶
À°µêðñÆÁ» ÁÅÇÂå» ç¶ Ö¶åðëñ» ç¶ Ü¯ó ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÁÃîÅéå» (1)ù ÇèÁÅé Çò¼Ú ð¼ÖÇçÁ»
Çò¼Ú ÇÕÃ¶ ÇÂÖÇåÁÅðÆ À°ê Á³åðÅñ [xr–1, xr] ç¶ ñÂÆ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

sn < Ö¶åðëñ PRSQP çÅ Ö¶åðëñ < Sn ... (4)
Üç¯º n → ∞ ] å» ÁÅÇÂåÕÅð ê¼àÆÁ» å¿× Ô¹¿çÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ ÇÂÔ î³é ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ

(2) Áå¶ (3) ç¶ ÃÆÇîå î¹¼ñ ÇÂ¼Õ ÃîÅé Ôé Áå¶ Ã»ÞÅ ÃÆÇîå î¹¼ñ ÔÆ òÕð ç¶ ÇòÚÕÅð ñ¯óÆºçÅ
Ö¶åðëñ ÔËÍ

Ã¿Õ¶åÕ íÅôÅ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» ÇñÖç¶ Ô»Í

lim Snn→∞
 = lim nn

s
→∞

=  Ö¶åð PRSQP çÅ Ö¶åðëñ = ( )
b

a
f x dx∫ ... (5)

ÇÂÃ å¯º ÇÂÔ êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ Ö¶åðëñ çÆ ÃÆîÅ, òÕð ç¶ Ô¶áñÆÁ» ÁÅÇÂå» Áå¶ òÕð ç¶ À°µêð
ç¶ ÁÅÇÂå» ç¶ Çò¼Ú ç¶ ÇÕÃ¶ Ö¶åðëñ çÅ ÃÆÇîå î¹¼ñ òÆ ÔËÍ Ã¹ÇòèÅ ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Ôð¶Õ À°êÁ³åðÅñ ç¶ Ö¼ì¶
ÇÕéÅð¶ å¶ òÕð çÆ À°ÚÅÂÆ ç¶ ìðÅìð À°ÚÅÂÆ òÅñ¶ ÁÅÇÂå» ù ñò»×¶Í ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº  (5) ù ç¹ìÅðÅ
Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô»Í

( )
b

a
f x dx∫  =

0
lim [ ( ) ( ) ... ( ( – 1) ]
h

h f a f a h f a n h
→

+ + + + +

Ü» ( )
b

a
f x dx∫  =

1( – ) lim [ ( ) ( ) ... ( ( – 1) ]
n

b a f a f a h f a n h
n→∞

+ + + + +        ... (6)

ÇÜ¼æ¶ h =
– 0b a n
n

→ → ∞;fn  

À°êð¯Õå ÇòÁ³ÜÕ (6) Ü¯¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ êÇðíÅôÅ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇÕÃ¶ ÖÅÃ Á³åðÅñ å¶ ÇÂ¼Õ ëñé ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ ëñé Áå¶ Á³åðÅñ å¶ Çéðíð
ÕðçÅ ÔË êÌ¿å± ÇÂéÇà×ðñ ç¶ À°Ã Úñ å¶ éÔÆº, ÇÜÃçÅ ÁÃÆº Á÷Åç Úñ ù çðÃÅÀ°ä ñÂÆ Ú¯ä Õðç¶ Ô»Í

Ü¶Õð
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Ü¶ x ç¶ æ» å¶ Á÷Åç Úñ ù t ÁðæÅå u éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ

( )
b

a
f x dx∫  ç¶ ÃæÅé å¶ ÇÃðë ÇÂéÇà×ðñ ( )

b

a
f t dt∫  ÁðæÅå ( )

b

a
f u du∫  ÇñÖç¶ Ô»Í ÇÂÃ

ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ñÂÆ ÇÂéÇà×ð¶ôé Úñ ÇÂ¼Õ ìäÅÀ°àÆ/ ëð²÷Æ (dummy) Úñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BE.  Ü¯óëñ çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú 
2 2
0

( 1)x dx+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð

( )
b

a
f x dx∫  =

1( – ) lim [ ( ) ( ) ... ( ( – 1) ]
n

b a f a f a h f a n h
n→∞

+ + + + +

ÇÂ¼æ¶ h =
–b a
n

ÇÂÃ À°çÅÔðé Çò¼Ú s a = 0, b = 2, f (x) = x2 + 1, 
2 – 0 2h

n n
= =

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2
0

( 1)x dx+∫  =
1 2 4 2 ( – 1)2 lim [ (0) ( ) ( ) ... ( )]

n

nf f f f
n n n n→∞

+ + + +

=
2 2 2

2 2 2
1 2 4 (2 – 2)2 lim [1 ( 1) ( 1) ... 1 ]

n

n
n n n n→∞

 
+ + + + + + + 

 

= 2 2 21 12 lim [(1 1 ... 1) (2 4 ... (2 – 2) ]
n

n

n
n n2→∞

+ + + + + + +14243
in

=
2

2 2 21 22 lim [ (1 2 ... ( –1) ]
n

n n
n n2→∞

+ + + +

=
1 4 ( 1) (2 –1)2 lim [ ]

6n

n n nn
n n2→∞

−
+

= 1 2 ( 1) (2 –1)2 lim [ ]
3n

n nn
n n→∞

−
+

 =
2 1 12 lim [1 (1 ) (2 – )]
3n n n→∞

+ −  = 42 [1 ]
3

+  = 
14
3

À°çÅÔðä BF.  Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú 
2

0
xe dx∫ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð

êç

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇÂéÇà×ðñ       353

2

0
xe dx∫  =

2 4 2 – 2
01(2 – 0) lim ...

n
n n n

n
e e e e

n→∞

 
+ + + + 

  
ôÌ¶äÆ ç¶  n êç» çÅ Ü¯óëñ ç¶ ÃÈåð çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶

ÇÂ¼æ¶ a = 1, 
2
nr e= , ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2

0
xe dx∫ =

2

2
1 – 12 lim [ ]

1

n
n

n
n

e
n

e
→∞

−

= 
2

2
1 –12 lim

– 1
n

n

e
n

e
→∞

 
 
 
 

=
2

2

2 ( –1)

–1lim 22
n

n

e

e

n
→∞

 
 

⋅ 
 
 

 = e2 – 1 [
0

( 1)lim 1
h

h

e
h→

−
= çÆ òðå̄º éÅñ]

ÁÇíÁÅÃ G.H
Ü¯ó» çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
b

a
x dx∫ 2.

5

0
( 1)x dx+∫ 3.

3 2
2

x dx∫

4.
4 2

1
( )x x dx−∫ 5.

1

1
xe dx

−∫ 6.
4 2
0

( )xx e dx+∫
7.8  Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (Fundamental Theorem of Calculus)

7.8.1  Ö¶²²åðëñ ëñé (Area function)

ÁÃÆº ( )
b

a
f x dx∫  ù òÕð y = f (x), x-è¹ð¶, Áå¶ Õ¯àÆ  x = a Áå¶ x = b Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð ç¶

Ö¶åðëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êðíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ î³é ñÀ° [a, b] Çò¼Ú x Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ÔË å» ( )
x

a
f x dx∫  ÇÚ¼åð

7-3 Çò¼Ú ÔñÕÅ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ î³é ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ x ∈ [a,

ÇÚ¼åð G.C
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b] ç¶ ñÂÆ  f (x) > 0 ÔËÍ Ô¶á» î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ Õæé Ô¯ð ëñé» ç¶ ñÂÆ òÆ Ã¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð
çÅ Ö¶åðëñ x ç¶ î¹¼ñ å¶ Çéðíð ÔËÍ

çÈÃð¶ ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº ÛÅÇÂÁÅ çÅ Ö¶åðëñ,  x çÅ ÇÂ¼Õ ëñé ÔËÍ ÁÃÆº x ç¶ ÇÂÃ ëñé ù  A(x)
éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ ëñé  A(x) ù ÁÃÆº Ö¶åðëñ ëñé ÁÅÖç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÔ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð éÅñ
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

A (x) = ∫ ( )
x

a
f x dx ... (1)

ÇÂÃ êÇðíÅôÅ å¶ ÁèÅÇðå ç¯ ÁÅèÅðíÈå êÌî¶ï ÔéÍ êð ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ÇÃðë ÇÂÃ çÅ Õæé ç¼Ã»×¶Í
ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔé» ç¶ êÌîÅä ÇÂÃ êÅá ê¹ÃåÕ çÆ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ
7.8.2  ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ êÇÔñÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï  (First fundamental theorem of integral
calculus)
êÌî¶ï A : î³é ñÀ°   f  ÇÂ¼Õ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b]  å¶ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ î³é ñÀ°  A (x)   Ö¶åðëñ
ëñé ÔË, å»  x ∈ [a, b] ÃÅð¶ ç¶ ñÂÆ  A′(x) = f (x)

7.8.3  ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (Second fundamental theorem of integral
calculus)
ÁÃÆº Ô¶á» ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ îÔ¼åòêÈðé êÌî¶ï çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õðç¶ Ô» ÇÜÃçÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÁÃÆº
ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
êÌî¶ï B î³é ñÀ° ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶  f  ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ f  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò

F ÔËÍ å» ∫ ( )
b

a
f x dx = [F( )] =b

ax  F (b) – F(a)

Çà¼êäÆ
1. ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº êÌî¶ï B ù ÇÂÃ åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ( )

b

a
f x dx∫ = (f ç¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò

F çÅ À°µêðñÆ ÃÆîÅ b  å¶ î¹¼ñ) – (À°Ã¶ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò çÅ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ a å¶ î¹¼ñ)A
2. ÇÂÔ êÌî¶ï ìÔ¹å À°êï¯×Æ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ ÃÅù Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ êåÅ ÕÆå¶ Çìé» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ

ù êåÅ Õðé çÆ ÁÅÃÅé ÇòèÆ Çç³çÆ ÔËÍ
3. ÇÂ¼Õ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé Çò¼Ú Ãí åº̄ ÷ðÈðÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ êåÅ ÕðéÅ ÔË

ÇÜÃçÅ âËðÆò¶Çàò Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÔËÍ ÇÂÔ ÇâëðËéÃ¶ôé Áå¶ ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ Ã¿ì¿è ù
î÷ìÈå ÕðçÆ ÔËÍ

4. ( )
b

a
f x dx∫  Çò¼Ú, [a, b] ç¶ ëñé f  çÅ ï¯× êÌíÅÇôå Áå¶ ñ×ÅåÅð Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ 
1

3 2 2
2

( –1)x x dx
−∫  çÆ ÚðÚÅ ÕðéÅ ×ñå ÔË
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ÇÕÀ°ºÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ  [– 2, 3]  ç¶ íÅ× – 1 < x < 1  ç¶ ñÂÆ  f (x) = 
1

2 2( –1)x x ç¹ÁÅðÅ

çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ëñé f  êÇðíÅÇôå éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË ( )
b

a
f x dx∫   êåÅ Õðé ç¶ Õçî (Steps

for calculating ∫ ( )
b

a
f x dx )

(i) Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ( )f x dx∫   êåÅ Õð¯Í î³é ñÀ° ÇÂÔ  F(x)  ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ C  ù
ñËä çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Üç¯º ÁÃÆº F(x) ç¶ ÃæÅé å¶  F(x) + C å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ å» ÃÅù
ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( ) [F ( ) C] [F( ) C] – [F( ) C] F( ) – F( )
b b

aa
f x dx x b a b a= + = + + =∫

ÇÂÃ åð·» ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé Çò¼Ú ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÁÚñ, ×ÅÇÂì Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

(ii) [F ( )]b
ax  = F(b) – F(a)  êåÅ Õð¯, Ü¯ ÇÕ ( )

b

a
f x dx∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BH.  Ô¶á ÇñÖ¶ ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

(i)
3 2
2

x dx∫ (ii)
9

34
22(30 – )

x dx
x

∫ (iii)
2

1 ( 1) ( 2)
x dx

x x+ +∫

(iv) 34
0

sin 2 cos 2t t dt
π

∫
Ô¼ñ :

(i) î³é ñÀ° ÇÕ 
3 2
2

I x dx= ∫  ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ 
3

2 F ( )
3
xx dx x= =∫

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

27 8 19I F (3) – F (2) –
3 3 3

= = =

(ii) î³é ñÀ° ÇÕ 
9

34
22

I
(30 – )

x dx
x

= ∫  ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðËºâ çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò êåÅ Õðç¶ Ô»Í

3
2 330 – –

2
x t x dx dt= =j[kus ij  ÁðæÅå 

2–
3

x dx dt=ð¼Öä å¶
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ÇÂÃ åð·» 3 2
22

2–
3

(30 – )

x dtdx
t

x
=∫ ∫  = 

2 1
3 t

 
  

 = 3
2

2 1 F ( )
3

(30 – )
x

x

 
  = 
  

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï å¯º ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
9

3
2

4

2 1I F(9) – F(4)
3

(30 – )x

 
 = =  
  

  = 
2 1 1
3 (30 – 27) 30 – 8

 
− 

 
 = 

2 1 1 19
3 3 22 99

 − =  

(iii) î³é ñÀ° ÇÕ 2

1
I

( 1) ( 2)
x dx

x x
=

+ +∫
ÁêÈðé Çí¿é çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

–1 2
( 1) ( 2) 1 2

x
x x x x

= +
+ + + +

 ÇÂÃ ñÂÆ – log 1 2log 2 F( )
( 1) ( 2)

x dx x x x
x x

= + + + =
+ +∫

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï  éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
I = F(2) – F(1) = [– log3 + 2 log4] – [– log2 + 2 log3]

= – 3 log3 + log2 + 2 log4 = 
32log
27

 
 
 

(iv) î³é ñÀ°,  34
0

I sin 2 cos 2t t dt
π

= ∫ . Ô¹ä 
3sin 2 cos2t t dt∫ å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

sin 2t = u ð¼Öä å¶ 2 cos 2t dt = du íÅò cos 2t dt = 
1
2

 du

ÇÂÃ ñÂÆ 3 31sin 2 cos 2
2

t t dt u du=∫ ∫

= 4 41 1[ ] sin 2 F ( )
8 8

u t t= = eku yhft,

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï éÅñ

4 41 1I F ( ) – F (0) [sin – sin 0]
4 8 2 8
π π

= = =

î³é ñÀ° ÇÕ
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ÁÇíÁÅÃ G.I
A å¯º B@ å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
1

1
( 1)x dx

−
+∫ 2.

3

2

1 dx
x∫ 3.

2 3 2
1

(4 – 5 6 9)x x x dx+ +∫

4. 4

0
sin 2x dx

π

∫ 5. 2
0

cos 2x dx
π

∫ 6.
5

4
xe dx∫ 7. 4

0
tan x dx

π

∫

8. 4

6

cosec x dx
π

π∫ 9.
1

0 21 –

dx

x
∫ 10.

1

201
dx

x+∫ 11.
3

22 1
dx

x −∫

12. 22
0

cos x dx
π

∫ 13.
3

22 1
x dx

x +∫ 14.
1

20

2 3
5 1

x dx
x

+
+∫ 15.

21

0
xx e dx∫

16.
22

21

5
4 3
x

x x+ +∫ 17. 2 34
0

(2sec 2)x x dx
π

+ +∫

18. 2 2
0

(sin – cos )
2 2
x x dx

π

∫ 19.
2

20

6 3
4

x dx
x

+
+∫

20.
1

0
( sin )

4
x xx e dxπ

+∫
êÌôé BA Áå¶ BB Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

21.
3

21 1
dx

x+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A)
3
π

(B)
2
3
π

(C)
6
π

(D)
12
π

22.
2
3

20 4 9
dx

x+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A)
6
π

(B)
12
π

(C)
24
π

(D)
4
π
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7.9  êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ (Evaluation of Definite
Integrals by Substitution)
ÇêÛñ¶ íÅ×» Çò¼Ú ÁÃÆº Áé§å ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆÁ» ìÔ¹å ÇòèÆÁ» çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÔËÍ Áé§å
ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé çÆ îÔ¼åòêÈðé ÇòèÆÁ» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇòèÆ êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ÔËÍ
êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ éÅñ ( )

b

a
f x dx∫ , çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÷ðÈðÆ Õçî Ô¶á ÇñÖ¶ Ôé :

1. ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ìÅð¶, ÃÆîÅò» å¯º Çìé» ÇòÚÅð Õð¯ Áå¶  y = f (x) ÁðæÅå x = g (y)
êÌåÆÃæÅêé Õð¯ å» ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÂéÇà×ðñ ÇÂ¼Õ ÜÅäÆ êÛÅäÆ ÇÕÃî Çò¼Ú ìçñ ÜÅÂ¶Í

2. ÇÂéÇà×ðñ ÁÚñ çÆ Ç÷Õð ÕÆå¶ Çìé» éò¶º ÇÂéÇà×ðËºâ çÅ, éò¶º Úñ ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ ÕðÍ̄
3. éò¶º Úñ çÆ æ» å¶ ç¹ìÅðÅ êÌåÆÃæÅêé Õð¯ Áå¶ À°µåð ù îÈñ Úñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯Í
4. Õçî (3) å¯º êÌÅêå À°µåð çÅ ÇÂéÇà×ðñ, Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ÃÆîÅò» ç¶ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ Áå¶

À°µêðñÆ ÃÆîÅ òÅñ¶ î¹¼ñ éÅñ Ô¶áñÆ ÃÆîÅ òÅñ¶ î¹¼ñ çÅ Á³åð êåÅ Õð¯Í

AÇà¼êäÆ    ÇÂÃ ÇòèÆ ù å¶÷ ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» Á¼×¶ ò¼è ÃÕç¶ Ô»Í Õçî
(1) Áå¶ (2) ù Õðé ç¶ ìÅÁç Õçî (3) ù Õðé çÆ ÷ðÈðå éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ ÇÂéÇà×ðñ ù éò¶º
Úñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔÆ ð¼ÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂéÇà×ðñ çÆ ÃÆîÅò» ù éò¶º Úñ Áé°ÃÅð ìçñ ñËºç¶ Ô»
å» ÇÕ ÁÃÆº ÇÃ¼è¶ ÁÅÖðÆ Õçî çÆ ÇÕÇðÁÅ Õð ÃÕÆÂ¶Í

ÁÅÀ° ÇÂÃ ù ÁÃÆº À°çÅÔðé» éÅñ ÃîÞç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä BI.  1 4 5
1
5 1x x dx

−
+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : t = x5 + 1, ð¼Öä å¶ dt = 5x4 dx

ÇÂÃ ñÂÆ 4 55 1x x dx+∫  = t dt∫  = 
3
22

3
t  = 

3
5 22 ( 1)

3
x +

ÇÂÃ ñÂÆ
1 4 5
1
5 1x x dx

−
+∫  =

13
5 2

– 1

2 ( 1)
3

x
 

+ 
  

= ( )
3 3

5 52 22 (1 1) – (– 1) 1
3

 
+ + 

  

=
3 3
2 22 2 0

3

 
− 

  
 = 

2 4 2(2 2)
3 3

=

ÇòÕñê : Ãí å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ ù ìçñç¶ Ô» Áå¶ å» ìçñ¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ çÅ éòÆº
ÃÆîÅò» ç¶ Áé°ÃÅð î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
î³é ñÀ° t = x5 + 1. åç dt = 5 x4 dx é¯à Õð¯ ÇÕ
Üç x = – 1 å»  t = 0 Áå¶ Üç x = 1å» t = 2
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ÇÂÃ ñÂÆ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x, – 1 å¯º 1 å¼Õ ìçñçÅ ÔË Çåò¶º&Çåò¶º t] 0 å¯º 2 å¼Õ ìçñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
1 4 5
1
5 1x x dx

−
+∫  = 

2

0
t dt∫

= 

23 3 3
2 2 2

0

2 2 2 – 0
3 3

t
   

=   
      

 = 
2 4 2(2 2)
3 3

=

À°çÅÔðä C@. 
– 11

20

tan
1

x dx
x+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ t = tan – 1x, åç 2
1

1
dt dx

x
=

+
. Üç x = 0 å» t = 0 Áå¶ Üç x = 1 å»

4
t π

=  ÇÂÃ ñÂÆ ÇÜò¶º&ÇÜò¶º x, 0 å¯º 1 å¼Õ ìçñçÅ ÔË Çåò¶º&Çåò¶º t, 0 ls 
4
π

 å¼Õ ìçñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
–11

20

tan
1

x dx
x+∫ =

2 4
4

0
0

2
tt dt

π
π  

 
 

∫  = 
2 21 – 0

2 16 32
 π π

= 
 

ÁÇíÁÅÃ G.A@
A å¯º H å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êÌåÆÃæÅêé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ êåÅ Õð¯Í

1.
1

20 1
x dx

x +∫ 2. 52
0

sin cos d
π

φ φ φ∫ 3.
1 – 1

20

2sin
1

x dx
x

 
 + ∫

4.
2

0
2x x dx+∫  (x + 2 = t2 ð¼Ö¯) 5. 2

20

sin
1 cos

x dx
x

π

+∫

6.
2

20 4 –
dx

x x+∫ 7.
1

21 2 5
dx

x x− + +∫ 8.
2 2

21

1 1–
2

xe dx
x x

 
 
 ∫

êÌôé I å¯º A@ Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

9. ÇÂéÇà×ðñ  

1
3 31

1 4
3

( )x x dx
x

−
∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 6 (B) 0 (C) 3 (D) 4

10. Üç¯º ÇÕ  f (x) = 
0

sin
x
t t dt∫ , åç  f ′(x) ÔË :

(A) cos x + x sin x (B) x sin x (C) x cos x (D) sin x + x cos x
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7.10  ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» (Some Properties of Definite Integrals)
ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Õ°Þ îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» ù ÁÃÆº Ô¶á» ÃÈÚÆ ì¿ç Õðç¶ Ô»Í ÇÂÔ ×¹ä ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ ÁÃÅéÆ éÅñ Õðé Çò¼Ú çÆ À°êï¯×Æ Ô¯ä×¶Í

P0 : ( ) ( )
b b

a a
f x dx f t dt=∫ ∫

P1 : ( ) – ( )
b a

a b
f x dx f x dx=∫ ∫ , ÖÅÃ å½ð å¶ ( ) 0

a

a
f x dx =∫

P2 : ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ ] , ,a b c  òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» ÔéÍ

P3 : ( ) ( )
b b

a a
f x dx f a b x dx= + −∫ ∫

P4 : 0 0
( ) ( )

a a
f x dx f a x dx= −∫ ∫  (ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ P4, P3 çÆ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ ÃÇæåÆ ÔË)

P5 :
2

0 0 0
( ) ( ) (2 )

a a a
f x dx f x dx f a x dx= + −∫ ∫ ∫

P6 :
2

0 0
( ) 2 ( ) , (2 ) ( )

a a
f x dx f x dx f a x f x= − =∫ ∫ ;fn

= 0, ÜçÇÕ  f (2a – x) = – f (x)

P7 :  (i)  
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫ , ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ ÇÜÃå f ëñé ÔË ÁðæÅå Üç¯º ÇÕ f (–

x) = f (x)

(ii)  ( ) 0
a

a
f x dx

−
=∫ , Üç¯º ÇÕ f  à»Õ ëñé ÔË ÁðæÅå ÜçÇÕ f (–x) = –f (x)

ÇÂ¼Õ&ÇÂ¼Õ ÕðÕ¶ ÁÃÆº ÇÂÔé» ×¹ä» ù êÌîÅÇäå Õðç¶ Ô»Í
P0 çÅ êÌîÅä x = t êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÇÃ¼è¶ å½ð å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
P1 çÆ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ f çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔËÍ å» ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ

êÌî¶ï éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ , ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Üç a = b, å» ( ) 0
a

a
f x dx =∫

P2 çÅ êÌîÅä :  î³é ñÀ° ÇÕ f  çÅ ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò F ÔË, åç
( )

b

a
f x dx∫  = F(b) – F(a) ... (1)

( )
c

a
f x dx∫  = F(c) – F(a) ... (2)

Áå¶ ( )
b

c
f x dx∫  = F(b) – F(c) ... (3)

Üçº̄
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(2) Áå¶ (3)  ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

( ) ( )
c b

a c
f x dx f x dx+∫ ∫ = F(b) – F(a) = ( )

b

a
f x dx∫

ÇÂÃ å¯º ×¹äèðî P2 ÇÃ¼è Ô¹¿çÅ ÔËÍ
P3  çÅ êÌîÅä : î³é ñÀ° ÇÕ t = a + b – x. åç dt = – dx. Üç x = a åç, t = b Áå¶ Üç x
= b åç t = a. ÇÂÃ ñÂÆ

( )
b

a
f x dx∫  = ( – )

a

b
f a b t dt− +∫

= ( – )
b

a
f a b t dt+∫  (P1 å¯º)

= ( – )
b

a
f a b x+∫ dx (P0 å¯º)

P4 çÅ ê Ìî Åä :  t = a – x  ð¼Ö ¯ Áå ¶ P3 çÆ åð·»  Á¼×¶  ò¼è ¶Í Ô ¹ädt = – dx,
Üç x = a, t = 0
P5 çÅ êÌîÅä :  P2, çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

2

0
( )

a
f x dx∫  =

2

0
( ) ( )

a a

a
f x dx f x dx+∫ ∫

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ çÈÃð¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú t = 2a – x êÌåÆÃæÅêé Õð¯, åç dt = – dx Áå¶ Üç
x = a, åç t = a Áå¶ Üç x = 2a,  åç t = 0 Áå¶ x = 2a – t òÆ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ çÈÃðÅ ÇÂéÇà×ðñ

2
( )

a

a
f x dx∫  =

0
– (2 – )

a
f a t dt∫

=
0

(2 – )
a

f a t dt∫  = 
0

(2 – )
a

f a x dx∫  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2

0
( )

a
f x dx∫  =

0 0
( ) (2 )

a a
f x dx f a x dx+ −∫ ∫

P6 çÅ êÌîÅä : P5, çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
2

0
( )

a
f x dx∫  =

0 0
( ) (2 )

a a
f x dx f a x dx+ −∫ ∫ ... (1)

Ô¹ä Üç¯º ÇÕ f (2a – x) = f (x), Üç (1) Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
2

0
( )

a
f x dx∫  =

0 0 0
( ) ( ) 2 ( )

a a a
f x dx f x dx f x dx+ =∫ ∫ ∫

Áå¶ Üç¯º ÇÕ f (2a – x) = – f (x), Üç (1) Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ìçñ Ü»çÅ ÔËÍ
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2

0
( )

a
f x dx∫  =  

0 0
( ) ( ) 0

a a
f x dx f x dx− =∫ ∫

P7 çÅ êÌîÅä

P2 çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ( )
a

a
f x dx

−∫  = 
0

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx

−
+∫ ∫

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú  t = – x ð¼Öä å¶
dt = – dx Üç x = – a åç t = a Áå¶ Üç x = 0, åç t = 0 Áå¶ x = – t òÆ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ( )
a

a
f x dx

−∫  =
0

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx

−
+∫ ∫

=
0 0

(– ) ( )
a a

f x dx f x dx+∫ ∫     (P0 ls) ... (1)

(i) Ô¹ä Üç¯º ÇÕ  f  ÇÜÃå ëñé ÔË åç  f (–x) = f (x) å» (1) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ

    0 0 0
( ) ( ) ( ) 2 ( )

a a a a

a
f x dx f x dx f x dx f x dx

−
= + =∫ ∫ ∫ ∫

(ii) ÜçÇÕ f  à»Õ ëñé ÔË åç f (–x) = – f (x) å» (1) éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ

     
0 0

( ) ( ) ( ) 0
a a a

a
f x dx f x dx f x dx

−
= − + =∫ ∫ ∫

À°çÅÔðä CA. 2 3
1

–x x dx
−∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ  [ –1, 0] å¶   x3 – x ≥ 0 Áå¶  [0, 1] Áå¶ x3 – x ≤ 0 å¶ [1, 2] Áå¶ x3 –
x ≥ 0 åç ÁÃÆº éÅñ ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ

2 3
1

–x x dx
−∫  =

0 1 23 3 3
1 0 1
( – ) – ( – ) ( – )x x dx x x dx x x dx

−
+ +∫ ∫ ∫ (P2 å¯º)

=
0 1 23 3 3
1 0 1
( – ) ( – ) ( – )x x dx x x dx x x dx

−
+ +∫ ∫ ∫

=

0 1 24 2 2 4 4 2

– 1 0 1

– – –
4 2 2 4 4 2
x x x x x x     

+ +     
     

= ( )1 1 1 1 1 1– – – 4 – 2 – –
4 2 2 4 4 2

     + +     
     

=
1 1 1 1 1 1– 2
4 2 2 4 4 2

+ + − + − +  = 
3 3 112
2 4 4

− + =
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À°çÅÔðä CB. 24
–
4

sin x dx
π

π∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ  sin2 x ÇÂ¼Õ ÇÜÃå ëñé ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 24
–
4

sin x dx
π

π∫  = 24
0

2 sin x dx
π

∫ [P7 (1) éÅñ]

= 4
0

(1 cos 2 )2
2

x dx
π −

∫  = 4
0

(1 cos 2 )x dx
π

−∫

= 4

0

1– sin 2
2

x x
π

 
  

 = 
1 1– sin – 0 –

4 2 2 4 2
π π π  = 

 

À°çÅÔðä CC.  20

sin
1 cos

x x dx
x

π

+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 20

sin
1 cos

x x dx
x

π

+∫  = 20

( ) sin ( )
1 cos ( )

x x dx
x

π π − π −
+ π −∫ (P4 éÅñ)

= 20

( ) sin
1 cos

x x dx
x

π π −
+∫  = 20

sin I
1 cos

x dx
x

π
π −

+∫

ÁðæÅå 2 I = 20

sin
1 cos

x dx
x

π
π

+∫

ÁðæÅå I = 20

sin
2 1 cos

x dx
x

ππ
+∫

cos x =  t ð¼Öä å¶ – sin x dx = dt
Üç¯º x = 0 åç t = 1 Áå¶ Üç x = π åç t = – 1 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I =
1

21

–
2 1

dt
t

−π
+∫ = 

1

212 1
dt

t−

π
+∫ (P1 éÅñ)

=
1

20 1
dt

t
π

+∫  ÇÕÀ°ºÇÕ 2
1

1 t+
 ÇÜÃå ëñé ÔË (P7 éÅñ)

=
21– 1 – 1 1

0
tan tan 1 – tan 0 – 0

4 4
t − π π    π = π = π =      
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À°çÅÔðä CD. 1 5 4
1

sin cosx x dx
−∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 
1 5 4
1
sin cosx x dx

−∫  Áå¶ f (x) = sin5 x cos4 x

åç  f (– x) = sin5 (– x) cos4 (– x) = – sin5 x cos4 x = – f (x), ÁðæÅå  f  ÇÂ¼Õ à»Õ ëñé
ÔË ÇÂÃ ñÂÆ I = 0 [P7 (ii) éÅñ]

À°çÅÔðä CE.
4

2
4 40

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  I = 
4

2
4 40

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫ ... (1)

åç I =

4

2
0 4 4

sin ( )
2

sin ( ) cos ( )
2 2

x
dx

x x

π
π

−

π π
− + −

∫ (P4 éÅñ)

=
4

2
4 40

cos
cos sin

x dx
x x

π

+∫ ... (2)

(1) Áå¶ (2) ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2I =
4 4

22 2
4 40 0 0

sin cos [ ]
2sin cos

x x dx dx x
x x

ππ π
+ π

= = =
+∫ ∫

ÇÂÃ ñÂÆ  I =
4
π

À°çÅÔðä CF. 3

6
1 tan

dx
x

π

π +∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  I = 3 3

6 6

cos
1 tan cos sin

x dxdx
x x x

π π

π π
=

+ +∫ ∫ ... (1)

åç I = 3

6

cos
3 6

cos sin
3 6 3 6

x dx

x x

π

π

π π + − 
 

π π π π   + − + + −   
   

∫ (P3 éÅñ)
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= 3

6

sin
sin cos

x dx
x x

π

π +∫ ... (2)

(1) Áå¶ (2) ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ  2I = [ ]3 3

6 6
3 6 6

dx x
π π

π π

π π π
= = − =∫

ÇÂÃ ñÂÆ I =
12
π

À°çÅÔðä CG. 2
0

log sin x dx
π

∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ I = 2
0

log sin x dx
π

∫

åç  I = 2 2
0 0

log sin log cos
2

x dx x dx
π π

π − = 
 ∫ ∫ (P4 éÅñ)

I, ç¶ ç¯ò¶º î¹¼ñ» ù Ü¯óé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

2I = ( )2
0

log sin logcosx x dx
π

+∫

                    = ( )2
0

log sin cos log 2 log2x x dx
π

+ −∫  ( log 2 Ü¯óé Áå¶ ØàÅÀ°ä å¶)

= 2 2
0 0

log sin 2 log 2x dx dx
π π

−∫ ∫ (ÇÕÀ°º?)

êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú  2x = t ð¼Öä å¶ 2 dx = dt Üç x = 0 å»  t = 0 Áå¶ Üç x = 
2
π

å» t = π

ÇÂÃ ñÂÆ 2I =
0

1 log sin log 2
2 2

t dt
π π

−∫

= 2
0

2 log sin log 2
2 2

t dt
π

π
−∫  [P6 éÅñ ÇÕÀ°ºÇÕ sin (π – t) = sin t)

= 2
0

log sin log 2
2

x dx
π

π
−∫  (Úñ t ù x Çò¼Ú ìçñä å¶)

= I log 2
2
π

−

ÇÂÃ ñÂÆ 2
0

log sin x dx
π

∫  = 
– log 2
2
π
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ÁÇíÁÅÃ G.AA
ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» ç¶ Çòô¶ôåÅò» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ A å¯º AI å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÇÂéÇà×ðñ» çÅ
î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

1. 22
0

cos x dx
π

∫ 2. 2
0

sin
sin cos

x dx
x x

π

+∫ 3.

3
2

2
3 30
2 2

sin

sin cos

x dx

x x

π

+
∫

4.
5

2
5 50

cos
sin cos

x dx
x x

π

+∫ 5.
5

5
| 2 |x dx

−
+∫ 6.

8

2
5x dx−∫

7.
1

0
(1 )nx x dx−∫ 8. 4

0
log (1 tan )x dx

π

+∫ 9.
2

0
2x x dx−∫

10. 2
0

(2log sin log sin 2 )x x dx
π

−∫ 11. 22
–
2

sin x dx
π

π∫

12.
0 1 sin

x dx
x

π

+∫ 13. 72
–
2

sin x dx
π

π∫ 14.
2 5
0

cos x dx
π

∫

15. 2
0

sin cos
1 sin cos

x x dx
x x

π
−

+∫ 16.
0

log (1 cos )x dx
π

+∫ 17. 0

a x dx
x a x+ −∫

18.
4

0
1x dx−∫

19. çðÃÅÀ° ÇÕ 
0 0

( ) ( ) 2 ( )
a a

f x g x dx f x dx=∫ ∫ , Üç¯º ÇÕ f  Áå¶ g ù f (x) = f (a – x) Áå¶

g(x) + g(a – x) = 4 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
êÌôé B@ Áå¶ BA Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

20. 3 52

2

( cos tan 1)x x x x dx
π

−π
+ + +∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 0 (B) 2 (C) π (D) 1

21. 2
0

4 3 sinlog
4 3 cos

x dx
x

π
 +
 + 

∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 2 (B)
3
4

(C) 0 (D) –2

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇÂéÇà×ðñ       367

ë¹àÕñ À°çÅÔðä»

À°çÅÔðä CH. cos 6 1 sin 6x x dx+∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  t = 1 + sin 6x, ð¼Öä å¶ dt = 6 cos 6x dx

ÇÂÃ ñÂÆ cos 6 1 sin 6x x dx+∫ =
1
21

6
t dt∫

=
3 3
2 21 2 1( ) C = (1 sin 6 ) C

6 3 9
t x× + + +

À°çÅÔðä CI.  
1

4 4

5
( )x x dx

x
−

∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË 

1
1 44 4 3

5 4

1(1 )( )x x xdx dx
x x

−−
=∫ ∫

Ô¹ä – 3
3 4

1 31 1 – ,x t dx dt
x x

− = = =j[ku s ij

ÇÂÃ ñÂÆ
1

4 4

5
( )x x dx

x
−

∫  =
1
41

3
t dt∫

=
5

5
4

4
3

1 4 4 1C = 1 C
3 5 15

t
x

 × + − + 
 

À°çÅÔðä D@. 
4

2( 1) ( 1)
x dx

x x− +∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË  
4

2 3 2
1( 1)

( 1)( 1) 1
x x

x x x x x
= + +

− + − + −

= 2
1( 1)

( 1) ( 1)
x

x x
+ +

− +
... (1)

Ô¹ä 2 2
1 A B C

( 1)( 1)( 1) ( 1)
x

xx x x
+

= +
−− + +

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»    ... (2)

ð¼Öä å¶
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1 = A  ( x2 + 1) + (Bx + C) (x – 1)
=(A + B) x2 + (C – B) x + A – C

ÇÂÃ ñÂÆ ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ ×¹ä»Õ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ A + B = 0, C – B = 0 Áå¶

A – C = 1, ÇÜÃ éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ 
1 1A , B C –
2 2

= = =

A, B Áå¶ C çÅ î¹¼ñ (2) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

2 2 2
1 1 1 1

2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)
x

xx x x x
= − −

−− + + + ... (3)

(3) Áå¶ (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
4

2 2 2
1 1 1( 1)

2( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 2( 1)
x xx

xx x x x x
= + + − −

−− + + + +
ÇÂÃ ñÂÆ

4 2
2 – 1

2
1 1 1log 1 – log ( 1) – tan C

2 2 4 2( 1) ( 1)
x xdx x x x x

x x x
= + + − + +

− + +∫

À°çÅÔðä DA.  2
1log (log )

(log )
x dx

x
 

+ 
 

∫  êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ  2
1I log (log )

(log )
x dx

x
 

= + 
 

∫

= 2
1log (log )

(log )
x dx dx

x
+∫ ∫

ÁÅÀ°, êÇÔñ¶ ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú 1 ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËºç¶ Ô»Í åç Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé
éÅñ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

I = 2
1log (log )

log (log )
dxx x x dx

x x x
− +∫ ∫

= 2log (log )
log (log )
dx dxx x

x x
− +∫ ∫ ... (1)

Çëð log
dx

x∫ , å¶ ÇòÚÅð Õð¯, 1 ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñò¯ Áå¶ Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé Õð¯,

ÇÂÃ åð·» ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ
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log
dx

x∫  = 2
1 1

– –
log (log )

x x dx
x xx

   
      

∫ ... (2)

(2) Áå¶ (1), Çò¼Ú ð¼Öä å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË å»

I = 2 2log (log )
log (log ) (log )

x dx dxx x
x x x

− − +∫ ∫

= log (log ) C
log

xx x
x

− +

À°çÅÔðé DA. cot tanx x dx + ∫ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÃÅù ÇîÇñÁÅ ÔË ÇÕ I cot tanx x dx = + ∫ tan (1 cot )x x dx= +∫
Ô¹ä tan x = t2, ð¼Öä å¶ sec2 x dx = 2t dt

ÁðæÅå dx = 4
2
1

t dt
t+

Ô¹ä I = 2 4
1 21

(1 )
tt dt

t t
 +   +∫

=
2 2

4
2

2

11
( 1)2 = 2

11

dt
t tdt
t t

t

 +  +
 + +  

∫ ∫  = 
2

2

11
2

1 2

dt
t

t
t

 +  

 − +  

∫

åç
1t
t

−  = y, ð¼Öä å¶ 2
11
t

 + 
 

 dt = dy

åç
( )22

I 2
2

dy

y
=

+
∫  = – 1 – 1

1

2 tan C = 2 tan C
2 2

t
y t

 −  
+ +

=
2

– 1 – 11 tan 12 tan C = 2 tan C
2 2 tan

t x
t x

 − − 
+ +       
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À°çÅÔðä DC.  
4

sin 2 cos 2

9 – cos (2 )

x x dx

x
∫ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ 
4

sin 2 cos 2I
9 – cos 2

x x dx
x

= ∫

Ô¹ä cos2 (2x) = t ð¼Öä å¶ å» ÇÕ 4 sin 2x cos 2x dx = – dt

ÇÂÃ ñÂÆ –1 1 2
2

1 1 1 1I – – sin C sin cos 2 C
4 4 3 4 39 –

dt t x
t

−   = = + = − +      ∫

À°çÅÔðä DD.   
3
2
1

sin ( )x x dx
−

π∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼æ¶  f (x) = | x sin πx | = 
sin , 1 1

3sin ,1
2

x x x

x x x

 π − ≤ ≤



− π ≤ ≤

osQ fy,

osQ fy,

ÇÂÃ ñÂÆ
3
2
1

| sin |x x dx
−

π∫  =
3

1 2
1 1

sin sinx x dx x x dx
−

π + − π∫ ∫

=
31
2

1 1
sin sinx x dx x x dx

−
π − π∫ ∫

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ç¯ò» ÇÂéÇà×ðñ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

3
2
1
| sin |x x dx

−
π∫  =

31
2

2 2
1 1

– cos sin cos sinx x x x x x

−

π π − π π   + − +   π ππ π   

= 2 2
2 1 1 3 1 − − − = + π π ππ π 

À°çÅÔðä DE.    2 2 2 20 cos sin
x dx

a x b x
π

+∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ  I = 2 2 2 2 2 2 2 20 0

( )
cos sin cos ( ) sin ( )

x dx x dx
a x b x a x b x

π π π −
=

+ π − + π −∫ ∫

(P4çÆ òðå¯º éÅñ)

= 2 2 2 2 2 2 2 20 0cos sin cos sin
dx x dx

a x b x a x b x
π π

π −
+ +∫ ∫

ç¶ ñÂÆ

ç¶ ñÂÆ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇÂéÇà×ðñ       371

=  2 2 2 20
I

cos sin
dx

a x b x
π

π −
+∫

ÇÂÃ ñÂÆ 2I = 2 2 2 20 cos sin
dx

a x b x
π

π
+∫

ÁðæÅå I = 2
2 2 2 2 2 2 2 20 0

2
2 2cos sin cos sin

dx dx
a x b x a x b x

π
ππ π

= ⋅
+ +∫ ∫

(P6 çÆ òðå¯º éÅñ)

4 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0

4

2 24 2

2 2 2 2 2 2
0

4

1 0

2 2 2 2 2 2
0 1

1 0
1 1

0 1

cos sin sin

sec
tan cot

tan tan

tan

π π

π

π π

π

− −

−

 
 

= π + + + + + 
 
 
 

= π + + + 
 
 

= π − 
+ + +  

π π   = −      
π

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

dx dx
a x b x a cos x b x

x dx xdx
a b x a x b

dt dt
a b t a u b

bt au
ab a ab b

ab

cosec

1 1

2

tan

2

− +  
π

=

b a
a b

ab

ÁÇíÁÅÃ G Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
A å¯º BD å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ëñé» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õð¯Í

1. 3
1

x x−
2.

1
x a x b+ + +

3.
2

1

x ax x−
 [Ã¿Õ¶å : x = 

a
t
 ð¼Ö¯] 4. 3

2 4 4

1

( 1)x x +

5. 11
32

1

x x+
      [Ã¿Õ¶å: 11 1 1

32 3 6

1 1

1x x x x

=
 

+ +  
 

, x = t6 ð¼Ö¯]

(tanx = t Áå¶ cot x = u ð¼Ö¯Í)
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6. 2
5

( 1) ( 9)
x

x x+ +
7.

sin
sin ( )

x
x a− 8.

5 log 4 log

3 log 2 log

x x

x x
e e
e e

−
−

9. 2

cos

4 sin

x

x−
10.

8 8

2 2
sin cos

1 2sin cos
x x

x x
−

− 11.
1

cos ( ) cos ( )x a x b+ +

12.
3

81

x

x−
13. (1 ) (2 )

x

x x
e

e e+ + 14. 2 2
1

( 1) ( 4)x x+ +

15. cos3 x elog sinx 16. e3 logx (x4 + 1)– 1 17.  f ′ (ax + b) [f (ax + b)]n

18.
3

1

sin sin ( )x x + α
19.

1 1

1 1
sin cos
sin cos

x x
x x

− −

− −

−
+

,  (x ∈ [0, 1])

20.
1
1

x
x

−
+

21.
2 sin 2
1 cos2

xx e
x

+
+

22.
2

2
1

( 1) ( 2)
x x

x x
+ +

+ +

23. – 1 1tan
1

x
x

−
+

24.
2 2

4

1 log ( 1) 2 logx x x

x

 + + − 

BE å¯º CC å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ» çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

25.
2

1 sin
1 – cos

x xe dx
x

π

π
− 

 
 ∫ 26. 4

4 40

sin cos
cos sin

x x dx
x x

π

+∫ 27.
2

2
2 20

cos
cos 4 sin

x dx
x x

π

+∫

28. 3

6

sin cos
sin 2
x x dx

x

π

π

+
∫ 29.

1

0 1
dx
x x+ −∫ 30. 4

0

sin cos
9 16 sin 2

x x dx
x

π
+

+∫

31. 12
0

sin 2 tan (sin )x x dx
π

−∫ 32.
0

tan
sec tan

x x dx
x x

π

+∫

33. ( )4

1
1| | 2 | | 3x x x dx− + − + −∫

Ô¶á ÇñÇÖÁ» ù êÌîÅÇäå Õð¯ (êÌôé CD å¯º CI å¼Õ) A

34.
3

21

2 2log
3 3( 1)

dx
x x

= +
+∫ 35.

1

0
1xx e dx =∫

36.
1 17 4
1

cos 0x x dx
−

=∫ 37. 32
0

2sin
3

x dx
π

=∫
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38. 34
0

2 tan 1 log2x dx
π

= −∫ 39.
1 1
0
sin 1

2
x dx− π

= −∫

40. Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú 
1 2 3
0

xe dx−∫  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

DA å¯º DD ç¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í

41. x x
dx

e e−+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A) tan–1 (ex) + C (B) tan–1 (e – x) + C
(C) log (ex – e – x) + C (D) log (ex + e – x) + C

42. 2
cos 2

(sin cos )
x dx

x x+∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A)
–1 C

sin cosx x
+

+
(B) log |sin cos | Cx x+ +

(C) log |sin cos | Cx x− + (D) 2
1

(sin cos )x x+

43. Üç¯º ÇÕ  f (a + b – x) = f (x), å» ( )
b

a
x f x dx∫  ìðÅìð ÔËÍ

(A) ( )
2

b

a

a b f b x dx+
−∫ (B) ( )

2
b

a

a b f b x dx+
+∫

(C) ( )
2

b

a

b a f x dx−
∫ (D) ( )

2
b

a

a b f x dx+
∫

44.
1 1

20

2 1tan
1

x dx
x x

− − 
 + − ∫  çÅ î¹¼ñ ÔËÍ

(A) 1 (B) 0 (C) –1 (D)
4
π

ÃÅð-Á¿ô
® ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÇÕÇðÁÅ ù ÇÂéÇà×ð¶ôé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇâëðËéôñ Õñé Çò¼Ú, ÃÅù

ÇÂ¼Õ ëñé Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÁÃÆº ÇÂÃ ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ÁðæÅå ÇâëðËéôñ
êåÅ ÕðéÅ Ô¹¿çÅ ÔË êð¿å± ÇÂéÇà×ðñ Õñé Çò¼Ú ÃÅù ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé çÅ êåÅ
ÕðéÅ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃçÅ âËðÆòËÇàò Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇÂ¼Õ ÇÕÇðÁÅ
ÔË Ü¯ ÇâëðËéÃ¶ôé çÆ À°ñà ÔË
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î³é ñÀ° ÇÕ F( ) ( )d x f x
dx

= . å» ÁÃÆº ( ) F ( ) Cf x dx x= +∫  ÇñÖç¶ Ô»Í ÇÂÔé»
ÇÂéÇà×ðñ ù Áé§å Ü» ÇòÁÅêÕ ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ C ÇÂéÇà×ð¶ôé çÅ
ÁÚñ ÔËÍ ÇÂÔé» ÃÅÇðÁ» ÇÂéÇà×ðñ» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÚñ çÅ Á³åð Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Áé§å ÇÂéÇà×ðñ, ÇÜÁÅÇîåÕ å½ð å¶ òÕð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ç¶ ÃîÈÔ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË
ÇÜÔé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ñÂÆ ÇÂ¼Õ òÕð ù  y&è¹ð¶ ç¶ éÅñ éÅñ ÁÅêä¶ Ãî»åð À°µêð ò¼ñ Ü»
Ô¶á» ò¼ñ, ÃÇîåÆ ìçñ Õ¶ êÌÅêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

® Áé§å ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õ°Þ Çòô¶ôåÅò» Ô¶á ÇñÖ¶ ÔéÍ
1. [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
2. ÇÕÃ¶ òÆ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ k, ç¶ ñÂÆ ( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫

Ç÷ÁÅçÅ ÇòÁÅêÕ ðÈê Çò¼Ú Üç¯º ÇÕ  f1, f2, f3,..., fn , ëñé ÔË, Áå¶ k1, k2,...,kn ,
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé å»

1 1 2 2[ ( ) ( ) ... ( )]n nk f x k f x k f x dx+ + +∫
= 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nk f x dx k f x dx k f x dx+ + +∫ ∫ ∫

® Õ°¼Þ îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ÇÂéÇà×ðñ

(i)
1

C
1

n
n xx dx

n

+

= +
+∫ , n ≠ – 1. ÖÅÃ å½ð å¶ Cdx x= +∫

(ii) cos sin Cx dx x= +∫ (iii) sin – cos Cx dx x= +∫
(iv) 2sec tan Cx dx x= +∫ (v) 2cosec – cot Cx dx x= +∫

       (vi) sec tan sec Cx x dx x= +∫

(vii) cosec cot – cosec Cx x dx x= +∫ (viii)
1

2
sin C

1

dx x
x

−= +
−

∫

(ix)
1

2
cos C

1

dx x
x

−= − +
−

∫ (x) 1
2 tan C

1
dx x

x
−= +

+∫

(xi) 1
2 cot C

1
dx x

x
−= − +

+∫ (xii)
1

2
sec C

1

dx x
x x

−= +
−

∫

(xiii) 1
2

cosec C
1

dx x
x x

−= − +
−

∫ (xiv) Cx xe dx e= +∫

(xv) C
log

x
x aa dx

a
= +∫ (xvi) 1 log Cdx x

x
= +∫
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® ÁêÈðé Çí¿é» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé

ïÅç Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ êÇðî¶ï ëñé  P ( )
Q ( )

x
x

, ç¯ ìÔ¹êç» ç¶ Áé°êÅå ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÇðíÅÇôå

ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ P(x) Áå¶ Q (x), Úñ x Çò¼Ú ìÔ¹êç Ôé Áå¶ Q (x) ≠ 0. Ü¶ ìÔ¹êç
P(x) çÆ ØÅå ìÔ¹êç Q(x), çÆ ØÅå å¯º ò¼è ÔË, å» ÁÃÆº P(x) ù Q(x) éÅñ ò¿â Õðç¶

Ô» å» ÇÕ 1P ( )P ( ) T ( )
Q ( ) Q( )

xx x
x x

= +  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕ¶ ÇÂ¼æ¶ T (x), ÇÂ¼Õ ìÔ¹êç

ÔË Áå¶ P1 (x) çÆ ØÅå Q(x) çÆ ØÅå å¯º Ø¼à ÔËÍ ìÔ¹êç Ô¯ä ç¶ ÕÅðé T (x) çÅ

ÇÂéÇà×ðñ ÁÅÃÅéÆ éÅñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË 1P ( )
Q( )

x
x

 ù Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÇÕÃî» çÆ

ÁêÈðé Çí¿é» ç¶ Ü¯óëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô̄Â¶ ÇÂÃçÅ ÇÂéÇà×ðñ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

1.
( ) ( )

px q
x a x b

+
− −

 = 
A B

x a x b
+

− −
, a ≠ b

2. 2( )
px q
x a

+
− = 2

A B
( )x a x a

+
− −

3.
2

( ) ( ) ( )
px qx r

x a x b x c
+ +

− − − =
A B C

x a x b x c
+ +

− − −

4.
2

2( ) ( )
px qx r

x a x b
+ +

− − = 2
A B C

( )x a x bx a
+ +

− −−

5.
2

2( ) ( )
px qx r

x a x bx c
+ +

− + + = 2
A B + Cx

x a x bx c
+

− + +
,

ÇÂ¼æ¶ x2 + bx + c ç¶ Á¼×¶ ×¹äéÖ³â éÔÆº ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶Í
® êÌåÆÃæÅêé ç¹ÁÅðÅ ÇÂéÇà×ð¶ôé

ÇÂéÇà×ð¶ôé ç¶ Úñ Çò¼Ú ìçñÅÁ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÂéÇà×ðñ ù ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ î½ÇñÕ ÇÂéÇà×ðñ
Çò¼Ú ìçñ Çç³çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ÇòèÆ ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂ¼Õ Úñ ù ÇÕÃ¶ çÈÃð¶ Úñ Çò¼Ú ìçñç¶ Ô»,
êÌåÆÃæÅêé ÇòèÆ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ Üç ÇÂéÇà×ðñ Çò¼Ú Õ°Þ ÇåÕ¯äÇîåÆ ëñé î½÷Èç Ô¯ä
å» ÁÃÆº ÇÂéÇà×ðñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ°Þ ååÃîÕ» çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô»Í êÌåÆÃæÅåêé
ÇòèÆ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖ¶ îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ÇÂéÇà×ðñ» ù êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

(i) tan log sec Cx dx x= +∫ (ii) cot log sin Cx dx x= +∫
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(iii) sec log sec tan Cx dx x x= + +∫
(iv) cosec log cosec cot Cx dx x x= − +∫

® Õ¼°Þ ÖÅÃ ëñé» çÆÁ» ÇÂéÇà×ðñ

(i) 2 2
1 log C
2

dx x a
a x ax a

−
= +

+−∫

(ii) 2 2
1 log C
2

dx a x
a a xa x

+
= +

−−∫ (iii) 1
2 2

1 tan Cdx x
a ax a

−= +
+∫

(iv) 2 2
2 2

log Cdx x x a
x a

= + − +
−

∫ (v)
1

2 2
sin Cdx x

aa x
−= +

−
∫

(vi)
2 2

2 2
log | | Cdx x x a

x a
= + + +

+
∫

® Á³ô» ðÅÔÆº ÇÂéÇà×ð¶ôé
Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé» f1 Áå¶ f2, ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1 2 1 2 1 2( ) . ( ) ( ) ( ) ( ) . ( )df x f x dx f x f x dx f x f x dx dx
dx

 = −   ∫ ∫ ∫ ∫ , ÁðæÅå ç¯

ëñé» ç¶ ×¹äéëñ çÅ ÇÂéÇà×ðñ = êÇÔñÅ ëñé × çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ –
{êÇÔñÅ çÅ ÇâëðËéôñ ×¹ä»Õ × çÈÜ¶ ëñé çÅ ÇÂéÇà×ðñ} çÅ ÇÂéÇà×ðñÇÂÃ ñÂÆ
êÇÔñÅ ëñé Áå¶ çÈÜ¶ ëñé çÅ À°ÇÚå Ú¯ä Çò¼Ú ÇèÁÅé ç¶ä çÆ ñ¯ó ÔËÍ Ãêôà å½ð å¶
ÃÅù ÇÂÃ åð·» ç¶ ëñé ù çÈÜ¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÜÃçÅ ÇÂéÇà×ðñ ÃÅù
êåÅ Ô¯ò¶Í

® [ ( ) ( )] ( ) Cx xe f x f x dx e f x dx′+ = +∫ ∫
® ÇÂéÇà×ðñ çÆÁ» Õ¼°Þ ÖÅÃ ÇÕÃî»

(i)
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2
x ax a dx x a x x a− = − − + − +∫

(ii)
2

2 2 2 2 2 2log C
2 2
x ax a dx x a x x a+ = + + + + +∫

(iii)
2

2 2 2 2 1sin C
2 2
x a xa x dx a x

a
−− = − + +∫
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(iv) 2 2

dx dx
ax bx c ax bx c+ + + +

∫ ∫vFkok  òð×ÆÁ» ÇÕÃî» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù

êÌîÅÇäå ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ax2 + bx + c = 
2 2

2
22 4

b c b c ba x x a x
a a a a a

     + + = + + −          

(v) 2 2

px q dx px q dx
ax bx c ax bx c

+ +
+ + + +

∫ ∫vFkok  òð×ÆÁ» ÇÕÃî» ç¶ ÇÂéÇà×ðñ ù

îÅéÕ/ÇîÁÅðÆ ðÈê Çò¼Ú ÇÂÃ åð·» ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
2A ( ) B A (2 ) Bdpx q ax bx c ax b

dx
+ = + + + = + + , A  Áå¶ B çÅ î¹¼ñ êåÅ

Õðé ç¶ ñÂÆ ç¯é» êÅÇÃÁ» ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ

® ÁÃÆº ( )
b

a
f x dx∫  ù òÕð, y = f (x), a ≤ x ≤ b, x-è¹ð¶ Áå¶ ordinates   x = a Áå¶

x = b Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ [a, b] Çò¼Ú

x ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÔË åç ( )
x

a
f x dx∫  Ö¶åðëñ ëñé A (x) ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ö¶åðëñ ëñé

çÅ Ã¿Õñê ÃÅù Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔËÍ
G.H.B ÇÂéÇÂ×ðñ Õñé çÆ êÇÔñÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï (First fundamental theorem of integral

   calculus)

      êÌî¶ï A. î³é ñÀ¹ Ö¶åðëñ ëñé A(x) = ( )
x

a
f x dx∫ , ÃÅð¶ ∀ x ≥ a, ç¶ ñÂÆ, éÅñ

êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ f  ù Á³åðÅñ [a, b] å¶ ñ×ÅåÅð î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, åç
A′ (x) = f (x) ÃÅð¶ ∀  x ∈ [a, b] ç¶ ñÂÆÍ

® ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆ çÈÜÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï
î³é ñÀ° ÇÕ ì¿ç Á³åðÅñ [a, b] å¶ êÌíÅÇôå  f , x ÇÂ¼Õ ñ×ÅåÅð ëñé ÔË Áå¶ F ÇÂ¼Õ

çÈÃðÅ ëñé ÔË ÇÜ¼æ¶ F( ) ( )d x f x
dx

= , f  ç¶ êÌ»å ç¶ ÃÅð¶  x ç¶ ñÂÆ ÔËÍ

åç [ ]( ) F( ) C F ( ) F ( )
b b

aa
f x dx x b a= + = −∫

ÇÂÃ ù ÇòÃæÅð  [a, b] å¶ f  çÅ  ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂ¼æ¶ a Áå¶ b ÇÂéÇà×ðñ
çÆÁ» ÃÆîÅò» ÁÖÅÀ°ºçÆÁ» Ôé,  a ù Ô¶áñÆ ÃÆîÅ Áå¶ b ù À°êðñÆ ÃÆîÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

—v—

ÁðæÅå

ÁðæÅå

ÁðæÅå
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vOne should study Mathematics because it is only through Mathematics that
nature can be conceived in harmonious form. – BIRKHOFF v

8.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇÜÁÅÇîåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº Çåzí¹Ü», ÁÅÇÂå», Ãî¦ì Úå°ðí¹Ü» Áå¶ Ú¼Õð»
ç¶ éÅñ éÅñ ò¼Ö-ò¼Ö åð·» çÆÁ» ÇÜÁÅîåÆ ôÕñ» ÁÅÇç ç¶ Ö¶åðëñ
çÆ ×äéÅ ç¶ ñÂÆ ÃÈåð» çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇòÔÅðÕ ÜÆòé
çÆÁ» Áé¶Õ Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ñÂÆ ×Çäå çÅ Áé°êÌï¯× Çò¼Ú ÇÂÃ
êÌÕÅð ç¶ ÃÈåð ÁèÅð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» ÁèÅðÆ ÃÈåð» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ
éÅñ ÁÃÆº Áé¶Õ ÃÅèÅðé ôÕñ» ç¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ Õð ÃÕç¶
Ô»Í êð Çëð òÆ ÇÂÔ ÃÈåð òÕð» ç¹ÁÅðÅ ÇØð¶ Ö¶åðëñ çÆ ×äéÅ ç¶
ñÂÆ ÕÅëÆ éÔÆº ÔéÍ ÇÂÃ ç¶ ñÂÆ ÃÅù ÇÂéÇà×ðñ Õñé ç¶ Õ°Þ
Ã¿Õñê» çÆ ÷ðÈðå Ô¯ò¶×ÆÍ

ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº, Ü¯ó ç¶ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ» çÆ ×äéÅ Õðç¶ Ãî¶º òÕð y = f (x), è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»
x = a, x = b Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé çÅ
ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÃÅèÅðé òÕð» ç¶ Á³åð×å, Ãðñ ð¶ÖÅò» Áå¶ Ú¼Õð», ê¶ðÅìñ̄Å
Áå¶ ÇÂÇñêÃ (Õ¶òñ îÅéÕ ðÈê) çÆÁ» ÚÅê» ç¶ Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÇéÇà×ðñ» ç¶
ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Áé°êÌï¯× çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í À°êð¯Õå òÕð» ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù òÆ êåÅ Õð»×¶Í
8.2 ÃèÅðé òÕð» ç¶ Á³åð×å Ö¶åðëñ (Area Under Simple Curves)
ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº, Ü¯ó çÆ ÃÆîÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ Áå¶ Õñé çÆ î½ÇñÕ êÌî¶ï
çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃÆÇîå ÇÂéÇà×ðñ çÆ ×äéÅ ÇÕò¶º ÕÆåÆ ÜÅÂ¶, çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº
òÕð  y = f (x), x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a Áå¶ x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ ù êåÅ Õðé çÆ ÁÅÃÅé
Áå¶ Á³åð Ç×ÁÅé éÅñ Ô¯ä òÅñÆ ÇòèÆ çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð H.A Çò¼Ú ÁÃÆº òÕð ç¶ Á³åð×å

êÅá

A.L. Cauchy
(1789-1857)

8

ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Áé°êÌï¯×
(Application of Integrals)
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Ö¶åðëñ ù ìÔ¹å êåñÆ Áå¶ ¦ìÕÅðÆ, Ç÷ÁÅçÅ
Ç×äåÆ Çò¼Ú ê¼àÆÁ» éÅñ ìäÅ ÃÕç¶ Ô»Í y À°ÚÅÂÆ
Áå¶ dx Ú½óÅÂÆ òÅñÆ ÇÂ¼Õ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ê¼àÆ å¶ ÇòÚÅð
Õð¯Í ÇÂÃ Çò¼Ú dA (ÁèÅðÆ ê¼àÆ çÅ Ö¶åðëñ) = ydx,
ÇÜ¼æ¶ y = f (x) ÔËÍ

ÇÂÔ Ö¶åðëñ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¯
ÇÕ Ö¶åð ç¶ Á³çð ÇÕÃ¶ ÇÂÖÇåÁÅðÆ ÃÇæåÆ å¶ Áå¶ a
Áå¶ b ç¶ Çò¼Ú x ç¶ ÇÕÃ¶ î¹¼ñ éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ
ÔËÍ ÁÃÆº òÕð y = f (x), Õ¯àÆ  x = a, x = b Áå¶
x&è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ A ù, Ö¶åð PQRSP
Çò¼Ú ÃÅðÆÁ» êåñÆ ê¼àÆÁ» ç¶ Ö¶åðëñ ç¶ Ü¯ó ç¶ éåÆÜ¶ ç¶
ðÈê Çò¼Ú ç¶Ö ÃÕç¶ Ô»Í Ã¿Õ¶åÕ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÂÃ ù ÇÂÃ
åð·» çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»:

A = A ( )
b b b

a a a
d ydx f x dx= =∫ ∫ ∫

òÕð x = g (y), y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» y = c, y = d éÅñ ÇØð¶
Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

A = ( )
d d

c c
xdy g y dy=∫ ∫

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô» ÇÜò¶º ÇÕ
ÇÚ¼åð H . B Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

fÇà¼êäÆ : ÜçÇÕ ÇòÚÅð ÁèÆé òÕð çÆ ÃÇæåÆ x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á» ÔË, å» ÇÜò¶ºÇÕ ÇÚ¼åð H.C Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼æ¶ x = a å¯º  x = b å¼Õ f (x) < 0  ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, x-
è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»  x = a, x = b
éÅñ ÇØð¶ Ö ¶åð çÅ Ö¶åðëñ
ÇðäÅåîÕ Ô¯ Ü»çÅ ÔË, êð¿å± ÁÃÆº
Ö¶åðëñ ç¶ ÇÃðë Ã¿ÇÖÁÅåîÕ î¹¼ñ
çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ ñÂÆ ÜçÇÕ
Ö¶åðëñ ÇðäÅåîÕ ÔË å» ÁÃÆº
ÇÂÃç¶ Çéðê¶Ö î¹ ¼ñ ÁðæÅå

( )
b

a
f x dx∫ ù ñËºç¶ Ô»Í

ÇÚ¼åð H.B

ÇÚ¼åð H.C

ÇÚ¼åð H.A

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



378        ×Çäå

ÇÚ¼åð H. D

ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÃ åð·» Ô¯ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ òÕð çÅ Õ°¼Þ íÅ× x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð Ô¯ò¶ Áå¶ Õ°¼Þ íÅ× x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á»
Ô¯ò¶, ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.D Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ A1 < 0 Áå¶ A2 > 0 ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ òÕð y
= f (x), x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = a Áå¶ x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ A ÃÈåð A = 1A + AA2

ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé A. Ú¼Õð x2 + y2 = a2  çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ: ÇÚ¼åð H.E Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð éÅñ ÇØð¶ Ô¯Â¶ Ö¶åð çÅ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ
= 4 (Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆ Ordinates  x = 0 Áå¶ x = a éÅñ ÇØð¶ Ö¶åðëñ

AOBA çÅ Ö¶åðëñ)

   [ÇÕÀ°ºÇÕ Ú¼Õð x- è¹ð¶ Áå¶ y- è¹ð¶ ç¯ò» å¶ ÃîÇîåÆ Çò¼Ú
ÔËÍ]

= 
0

4
a

ydx∫  (¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ñËºç¶ Ô¯Â¶)

= 2 2

0
4

a
a x dx−∫ ,

ÇÕÀ°ºÇÕ x2 + y2 = a2 å¯º 2 2y a x= ± −  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË
ÇÜò¶º ÇÕ Ö¶åð AOBA êÇÔñ¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÃÇæå ÔË
ÇÂÃ ñÂÆ  y ù èéÅåîÕ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂéÇà×ðñ
Õðé å¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð éÅñ ÇØÇðÁÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê
Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

= 
2

2 2 –1

0

4 sin
2 2

a
x a xa x

a
 

− + 
 

 = 
2

14 0 sin 1 0
2 2
a a −  

× + −    

ÇÚ¼åð H. E
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 = 
2

24
2 2

a a
  π = π   
   

çÈÜÅ ìçñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.F Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ
ÔË ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð ç¹ÁÅðÅ
ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ

= 
0

4
a
xdy∫  = 2 2

0
4

a
a y dy−∫         (ÇÕÀ°º?)

= 
2

2 2 1

0

4 sin
2 2

a
ay ya y

a
− 

− + 
 

=  
2

14 0 sin 1 0
2 2

aa −  
× + −    

= 
2

24
2 2

a aπ
= π

À°çÅÔðé B. ÇÂÇñêÃ  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  éÅñ ÇØð¶ çÅ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H.G Çò¼Ú ÇÂÇñêÃ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ABA′B′A  çÅ Ö¶åðëñ

= 
0,

4
x x x a

AOBA

 − = =
  
 

fn, g,q oØ] v{k] dkfs V;kas }kjk izFke prFq kk’– k e sa

f?kjs {ks= k dk  {ks= kiQy

(ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÇñêÃ x-è¹ð¶ Áå¶ y-è¹ð¶ ç¯ò» Çò¼Ú ìðÅìð ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔË)

= 
0

4 ( )
a

ydx∫ mŁok/Z j  iVf~ V;k¡ yrs s g,q

Ô¹ä 

2 2

2 2
x y
a b

+  = 1 éÅñ 2 2by a x
a

= ± − êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, êð¿å± Ö¶åð  AOBA  êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ

Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÃÇæå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ y èéÅåîÕ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

= 2 2
0

4
a b a x dx

a
−∫

2
2 2 –1

0

4 sin
2 2

a
b x a xa x
a a

 
= − + 

 
(ÇÕÀ°º)

2
14 0 sin 1 0

2 2
b a a
a

−  
= × + −  

   
ÇÚ¼åð H. G

ÇÚ¼åð H. F

Çç¼å¶ Ô̄Â¶ òÕð è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»  ç¹ÁÅðÅ êÇÔñ¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú
ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ñËºç¶ Ô¯Â¶
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24

2 2
b a ab
a

π
= = π ÔËÍ

çÈÜÅ ìçñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.H Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô¯Â¶,
ÇÂÇñêÃ çÅ Ö¶åðëñ

= 
0

4
b
xdy∫  = 2 2

0
4

ba b y dy
b

−∫  (ÇÕÀ°º?)

2
2 2 –1

0

4
sin

2 2

b
a y b yb y

b b
 

= − + 
 

2
–14 0 sin 1 0

2 2
a b b

b
  

= × + −     

24
2 2

a b ab
b

π
= ⋅ ⋅ = π  gSA

8.2.1  ÇÂ¼Õ òÕð Áå¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ (The area of the region
bounded by a curve and a line)
ÇÂÃ À°êíÅ× Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ Ú¼Õð, ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ êËðÅì¯ñÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ
ÇÂÇñêÃ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð»×¶Í À°êð¯Õå Ç÷Õð ÕÆå¶  òÕð» çÆÁ» ÃîÆÕðé» ç¶
ÇÃðë êÌîÅÇäÕ ðÈê Çò¼Ú ÔÆ ÁÇèÁËé ÕÆå¶ ÜÅä×¶Í ÇÕÀ°ºÇÕ Ô¯ð ðÈê» òÅñ¶ ÃîÆÕðé çÅ À°êï¯× ÇÂÃ
êÅá ê¹ÃåÕ ç¶ ÁÇèÁËé Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔËÍ

À°çÅÔðé C. òÕð y = x2 Áå¶ ð¶ÖÅ y = 4 ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðé  y = x2 éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ òÕð ÇÃðë y-è¹ð¶ å¶ ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÚ¼åð H.I å¯º, Ö¶åð AOBA çÅ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

4

0
2 xdy∫ = 2 (Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð, y –è¹ð¶ Áå¶

ð¶ÖÅò» y = 0 Áå¶ y = 4 éÅñ
ÇØð¶ Ö¶åð BOND çÅ Ö¶åðëñ)

=
4

0
2 ydy∫   (ÇÕÀ°º?)

=
43

2

0

22
3

y
 

×  
  

4 328
3 3

= × =

ÇÚ¼åð H. H

ÇÚ¼åð H. I
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ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» ñÂÆÁ» ÔéÍ ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.I Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
çÈÜÅ ìçñ : Ö¶åð AOBA çÅ Ö¶åðëñ êÌÅêå Õðé ñÂÆ ÁÃÆº PQ åð·» ¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ»  ñË ÃÕç¶ Ô»
ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.A@ Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ
ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÃîÆÕðé»  x2 = y Áå¶ y = 4 ù Ô¼ñ Õðç¶
Ô» ÇÜÔé» éÅñ x = –2 Áå¶ x = 2 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Ö¶åð AOBA ù òÕð» y = x2, y = 4 Áå¶
Õ¯àÆÁ» x = –2 Áå¶ x = 2 Çò¼Ú ÇØÇðÁÅ Ö¶åð
êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Ö¶åð AOBA çÅ Ö¶åðëñ

= 
2

2
ydx

−∫ [ y = (Çì³çÈ Q çÅ y Çéðç¶ô Á³Õ

– Çì³çÈ P  çÅ Çéðç¶ô Á³Õ y) = 4 – x2]

= ( )2 2
0

2 4 x dx−∫ (ÇÕÀ°º?)

23

0

2 4
3
xx

 
= − 

 
 

82 4 2
3

 = × −  
32
3

=

Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå À°çÅÔðé» å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ
ÁÃÆº ¦ìÕÅðÆ Ü» ñ¶àòÆÁ» ê¼àÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ù òÆ ñË ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ ç¶ Á¼×¶ ÁÃÆº ÇÂÔé» ç¯é»
ê¼àÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í ¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ù åðÜÆÔ Çç¼åÆ ÜÅò¶×ÆÍ
À°çÅÔðé C. êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð x2 + y2 = 32, ð¶ÖÅ  y = x, Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð
çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðé Ôé :

y = x ... (1)
Áå¶ x2 + y2 = 32 ... (2)

 ÃîÆÕðé (1) Áå¶ (2) ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù
ÇîñçÅ ÔË ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ú¼Õð å¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ð¶ÖÅ ÇÂ¼Õ
çÈÃð¶ ù êÇÔñÆ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú B(4, 4) å¶ Çîñç¶ ÔéÍ
(ÇÚ¼åð 8-11)A x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð BM ¦ì ÇÖ¼Ú¯Í

ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð OBMO çÅ
Ö¶åðëñ + Ö¶åð BMAB
çÅ Ö¶åðëñ

ÇÚ¼åð H. G

 ÇÚ¼åð H.AA
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vko‘Qfr 8-12

 Ô¹¹ä, Ö¶åð OBMO  çÅ Ö¶åðëñ

=  
4 4

0 0
y dx x dx=∫ ∫  = 

42
0

1
2

x   = 8 ... (3)

 ç¹ìÅðÅ Ö¶åð BMAB  çÅ Ö¶åðëñ

= 
4 2

4
ydx∫ = 

4 2 2
4

32 x dx−∫

= 
4 2

2 –1

4

1 132 32 sin
2 2 4 2

xx x − + × ×  

= –1 –11 1 4 1 14 2 0 32 sin 1 32 16 32 sin
2 2 2 2 2

  × + × × − − + × ×      

= 8 π – (8 + 4π) = 4π – 8 ... (4)

 ÃîÆÕðé (3) Áå¶ (4)  çÅ Ü¯ó Õðé å¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ A = 4π  ÇîñçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé E. ÇÂÇñêÃ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = Áå¶ Õ¯àÆÁ»  x = 0 Áå¶  x = ae, éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

êåÅ Õð¯, ÇÜ¼æ¶ b2 = a2 (1 – e2) Áå¶ e < 1 ÔËÍ

Ô¼ñ : ñ¯óÆºçÅ Ö¶åð BOB′RFSB ÇÂÇñêÃ Áå¶ ð¶ÖÅò» ordinates  x = 0 Áå¶ x = ae éÅñ
ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ  (ÇÚ¼åð H.AB)A

ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ö¶åð BOB′RFSB çÅ Ö¶åðëñ

= 
0

2
ae

ydx∫  = 2 2
0

2
aeb a x dx

a
−∫

= 
2

2 2 –1

0

2 sin
2 2

ae
b x a xa x

a a
 

− + 
 

= 2 2 2 2 –12 sin
2

b ae a a e a e
a

 − +  

= 2 –11 sinab e e e − +  
ÇÚ¼åð H.AB
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ÁÇíÁÅÃ H.A
1. òÕð y2 = x, ð¶ÖÅò» x = 1, x = 4 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ö¶åðëñ

êåÅ Õð¯Í
2. êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú òÕð y2 = 9x, x = 2, x = 4 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ ÕðÍ̄
3. êÇÔñÆ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú x2 = 4y, y = 2, y = 4 Áå¶ y-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

4. ÇÂÇñêÃ 
2 2

1
16 9
x y

+ = éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

5. ÇÂÇñêÃ 
2 2

1
4 9
x y

+ = éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

6. êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð x2 + y2 = 4, ð¶ÖÅ x = 3 y Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ
êåÅ Õð¯Í

7. ÕÅàòÆº ð¶ÖÅ 2
ax =  ç¹ÁÅðÅ Ú¼Õð  x2 + y2 = a2 ç¶ Õ¼à¶ ×Â¶ Û¯à¶ íÅ× çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

8. Ü¶Õð òÕð x = y2 Áå¶ ð¶ÖÅ x = 4 ÇòÚÕÅð ÇØÇðÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ö¶åðëñ ð¶ÖÅ x = a éÅñ ç¯
ìðÅìð íÅ×» Çò¼Ú ò¿ÇâÁÅ Ü»çÅ ÔË å» a çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

9. êËðÅì¯ñÅ y = x2  Áå¶  y = x  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
10. òÕð x2 = 4y Áå¶ ð¶ÖÅ x = 4y – 2 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
11. òÕð y2 = 4x Áå¶ ð¶ÖÅ x = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

êÌôé AB Áå¶ AC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
12. êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú Ú¼Õð  x2 + y2 = 4 Áå¶ ð¶ÖÅò» x = 0, x = 2 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

ÔË :

(A) π (B)
2
π

(C)
3
π

(D)
4
π

13. òÕð y2 = 4x, y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅ y = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 2 (B)
9
4

(C)
9
3

(D)
9
2

8.3  ç¯ òÕð» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Ö¶åðëñ (Area Between Two Curves)
ñËìÇéÜ çÆ Ú¶åéÅ Áå¶ Á³åð Ç×ÁÅé çÆ ÃÚÅÂÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÇÕÃ¶ Ö¶åð ù ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ çÆ ìÔ¹å Ç÷ÁÅçÅ
Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú Ûà̄ÆÁ»-Ûà̄ÆÁ» ê¼àÆÁ» Õ¼à Õ¶ Áå¶ ÇÂÔé» ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ» çÅ Ü¯ó êåÅ Õð Õ¶, Ö¶åðëñ çÆ
×äéÅ çÆ ÇÕÇðÁÅ ÇÂÇéà×ð¶ôé ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ, ÃÅù ç ̄òÕð y = f (x) Áå¶ y = g (x) Çç¼å¶
ÔÂ̄¶ Ôé ÇÂ¼æ¶ [a, b]Çò¼Ú f(x) ≥ g(x) ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.AC Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» ç¶
ÃîÆÕðé åº̄ y çÅ Ã»ÞÅ î¹¼ñ ñËºç¶ ÔÂ̄¶ ÇÂÔé» òÕð» çÅ ÕÅà Çì³çÈ x = a Áå¶ x = b ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂ¶ ×Â¶ ÔéÍ
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ÇÂéÇà×ðñ ç¶ ÃÈåð çÅ ÃæÅêéÅ Õðé ñÂÆ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ ù ¦ìÕÅðÆ ê¼àÆÁ» ç¶ ðÈê Çò¼Ú ñËäÅ
Ã¹ÇòèÅÜéÕ ÔËÍ ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H.AC Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÁèÅðÆ ê¼àÆ çÆ À°ÚÅÂÆ
f (x) – g (x)  Áå¶ Ú½óÅÂÆ dx  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁèÅðÆ Ö¶åðëñ

 ÇÚ¼åð H. AC

dA = [ f (x) – g(x)] dx,  Áå¶ Õ°¼ñ Ö¶åðëñ A = [ ( ) ( )]
b

a
f x g x dx−∫

çÈÜÅ ìçñ :
A = [ òÕð y = f (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» a x = a, x = b  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ]

– [ òÕð y = g (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a, x = b éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ]

        = ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx−∫ ∫  = [ ]( ) ( )

b

a
f x g x dx−∫ ÇÜ¼æ¶ [a, b] Çò¼Ú f (x) ≥ g (x)

ÜçÇÕ [a, c] Çò¼Ú f (x) ≥ g (x) Áå¶ [c, b] Çò¼Ú f (x) ≤ g (x) ÇÂ¼æ¶ a < c < b ÇÜò¶º ÇÕ
ÇÚ¼åð H. AD Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, å» òðÕ» Çò¼Ú ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» ÇñÇÖÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
 Õ°¼ñ Ö¶åðëñ = Ö¶åð ACBDA çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð BPRQB çÅ Ö¶åðëñ

= [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
c b

a c
f x g x dx g x f x dx− + −∫ ∫

 ÇÚ¼åð H. AD
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À°çÅÔðé F. ç¯ êËðÅì¯ñÅ y = x2 Áå¶ y2 = x ÇòÚÕÅð

ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H. AE Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË,
ÇÂÔé» ç¯ò» êËðÅì¯ñÅ ç¶ ÕÅà Çì³çÈ  O (0, 0) Áå¶ A (1,

1) ÔéÍ ÇÂ¼æ¶ y2 = x ÁðæÅå y = x = f (x) Áå¶ y =

x2 = g (x), ÔéÍ ÇÂ¼æ¶ [0, 1]  Çò¼Ú f (x) ≥ g (x) ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð çÅ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ
= [ ]1

0
( ) ( )f x g x dx−∫

= 
1 2
0

x x dx − ∫
13 3

2

0

2
3 3

xx
 

= − 
  

 =

2 1 1
3 3 3

− =

À°çÅÔðé G.  x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð Áå¶ Ú¼Õð x2 + y2 = 8x Áå¶ êËðÅì¯ñÅ y2 = 4x ç¶ ÇòÚÕÅð Ö¶åð çÅ
Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ú¼Õð çÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃîÆÕðé  x2 + y2 = 8x, (x – 4)2 + y2 = 16 ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ
ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ Ú¼Õð çÅ Õ¶ºçð Çì³çÈ (4, 0) ÔË Áå¶ ÁðèÇòÁÅÃ D ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ êËðÅì¯ñÅ y2 = 4x
ç¶ éÅñ ÇÂÃç¶ Õ¼àä éÅñ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

x2 + 4x = 8x

ÁðæÅå x2 – 4x = 0
ÁðæÅå x (x – 4) = 0
ÁðæÅå x = 0, x = 4

ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÂÔé» ç¯ òÕð» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ O(0, 0) Áå¶
x- è¹ð¶ ç¶ À°µêð P(4,4) ÔËÍ
ÇÚ¼åð H. AF å¯º  x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÇÂÔé» ç¯é» òÕð» ç¶
ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð OPQCO çÅ Ö¶åðëñ
= (Ö¶åð OCPO çÅ Ö¶åðëñ) + (Ö¶åð PCQP çÅ
Ö¶åðëñ)

= 
4 8

0 4
ydx ydx+∫ ∫

ÇÚ¼åð H.AE

ÇÚ¼åð H.AF
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= 
4 8 2 2
0 4

2 4 ( 4)x dx x dx+ − −∫ ∫  (ÇÕÀ°º\)

= 
43 4

2 22

00

22 4 , 4
3

x t dt x t
 

× + − − = 
  

∫ tgk¡

= 
4

2 2 2 –1

0

32 14 4 sin
3 2 2 4

t tt + − + × ×  

= 2 –132 4 10 4 sin 1
3 2 2

 + × + × ×  
32 320 8 4
3 2 3

π = + + × = + π  
 = 

4 (8 3 )
3

+ π

À°çÅÔðé H. ÇÚ¼åð H. AG Çò¼Ú AOBA êÇÔñÆ  Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú ÇÂÇñêÃ 9x2 + y2 = 36 çÅ ÇÂ¼Õ íÅ×
ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú OA = 2 ÇÂÕÅÂÆÁ» Áå¶ OB = F ÇÂÕÅÂÆÁ» Ôé =  ñØÈ ÚÅê AB Áå¶ ÜÆòÅ AB ç¶
ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂÇñêÃ çÆ Çç¼åÆ Ô¯ÇÂÁÅ ÃîÆÕðé 9x2 + y2 = 36, ÁðæÅå

2 2

1
4 36
x y

+ =  ÁðæÅå 
2 2

2 2 1
2 6
x y

+ = ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÂÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË

Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÆ ôÕñ ÇÚ¼åð H². AG Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇÚ¼åð òð×Æ
ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ Áé°ÃÅð, ÜÆòÅ AB çÆ ÃîÆÕðé ÔË :

y – 0 =
6 0 ( 2)
0 2

x−
−

−

ÁðæÅå y = – 3 (x – 2)
ÁðæÅå y = – 3x + 6
ÇÚ¼åð H. AG Çò¼Ú çðÃÅÂ¶ ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

=
2 22

0 0
3 4 (6 3 )x dx x dx− − −∫ ∫ (ÇÕÀ°º?)

=
22 2

2 –1

0 0

4 33 4 sin 6
2 2 2 2
x x xx x

  − + − −     

= –12 123 0 2sin (1) 12
2 2

   × + − −      

π3 2 6
2

= × × −  = 3π – 6

ÇÚ¼åð H. AG
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À°çÅÔðé I. ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ
ÇÂÃ åð·» ç¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð
(1, 0), (2, 2) Áå¶ (3, 1) ÔéÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ A(1, 0), B(2, 2) Áå¶ C (3, 1)
Çåzí¹Ü ABC ç¶ ÇÃÖð Ôé (ÇÚ¼åð H. AH)
∆ ABC çÅ Ö¶åðëñ = ∆ ABD çÅ Ö¶åðëñ  + Ãî¦ì
Úåðí¹Ü BDEC çÅ Ö¶åðëñ – ∆ AEC Ö¶åðëñ
Ô¹ä í¹ÜÅò» AB, BC Áå¶ CA ç¶ ÃîÆÕðé ́ îòÅð

y = 2 (x – 1), y = 4 – x, y

= 
1
2

 (x – 1) ÔéÍ

Ç Â Ã  å ð ·»   ∆ ABC çÅ Ö¶åðëñ

=
2 3 3

1 2 1

12 ( 1) (4 )
2

xx dx x dx dx−
− + − −∫ ∫ ∫

=
2 3 32 2 2

1 2 1

12 4
2 2 2 2
x x xx x x

     
− + − − −          

=
2 2 22 1 3 22 2 1 4 3 4 2

2 2 2 2
         − − − + × − − × −          
          

– 
21 3 13 1

2 2 2
    − − −    
    

 = 
3
2

À°çÅÔðé A@. ç ̄Ú¼Õð»  x2 + y2  = 4 Áå¶ (x – 2)2 + y2 = 4 ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» ç¶ ÃîÆÕðé Ôé :

x2 + y2 = 4 ... (1)

Áå¶ (x – 2)2 + y2 = 4 ... (2)
ÃîÆÕðé  (1) ÇÂ¼Õ åð·» çÅ Ú¼Õð ÔË ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð, îÈñ Çì³çÈ O å¶ ÔË Áå¶ ÇÜÃçÅ Áðè ÇòÁÅÃ

B ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ ÃîÆÕðé (2) ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» çÅ Ú¼Õð ÔË ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð C(2, 0) ÔË Áå¶ ÇÜÃçÅ
Áðè ÇòÁÅÃ B ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔéÍ ÃîÆÕðé (1) Áå¶ (2) ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÃÅù ÇîñçÅ ÔËÍ

(x –2)2 + y2 = x2 + y2

ÁðæÅå x2 – 4x + 4 + y2 = x2 + y2

ÁðæÅå x = 1 ÇÜÃ éÅñ y = 3±  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ A(1, 3 ) Áå¶ A′(1, – 3 ) Ôé ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H. AI Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð H. AH
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Ú¼Õð» ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð O ACA′O çÅ ñ¯óÆºçÅ
Ö¶åðëñ = 2 [Ö¶åð ODCAO çÅ Ö¶åðëñ] (ÇÕÀ°º?)

= 2 [Ö¶åð ODAO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð  DCAD çÅ
Ö¶åðëñ]

= 
1 2

0 1
2 y dx y dx +  ∫ ∫

= 
1 22 2
0 1

2 4 ( 2) 4x dx x dx − − + −  ∫ ∫
(ÇÕÀ°º)

= 
1

2 –1

0

1 1 22 ( 2) 4 ( 2) 4sin
2 2 2

xx x − − − − + ×     
+

   
2

2 –1

1

1 12 4 4sin
2 2 2

xx x − + ×  

= 1 2
2 –1 2 –1

10

2( 2) 4 ( 2) 4sin 4 4sin
2 2

x xx x x x −   − − − + + − +        

= 
–1 1 –1 11 13 4sin 4sin ( 1) 4sin 1 3 4sin

2 2
− −  −   − + − − + − −          

= 3 4 4 4 3 4
6 2 2 6

 π π π π   − − × + × + × − − ×        

= 
2 23 2 2 3
3 3
π π   − − + π + π − −   

   

= 
8 2 3
3
π

−

ÇÚ¼åð H. AI
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ÁÇíÁÅÃ H. B
1. êËðÅì¯ñÅ x2 = 4y Áå¶ Ú¼Õð 4x2 + 4y2 = 9 ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
2. òÕð» (x  – 1)2 + y2 = 1 Áå¶ x2 + y2 = 1 ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
3. òÕð»  y = x2 + 2,  y = x, x = 0 Áå¶ x = 3 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
4. ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð

(– 1, 0), (1, 3) Áå¶ (3, 2) ÔéÍ
5. ÇÂéÇà×ð¶ôé çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åðÌ» ç¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ»

í¹ÜÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé  y = 2x + 1,  y = 3x + 1 Áå¶ x = 4 ÔéÍ

êÌôé F Áå¶ G Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :
6. Ú¼Õð  x2 + y2 = 4 Áå¶ ð¶ÖÅ x + y = 2 éÅñ ÇØð¶ Û¯à¶ íÅ× çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

 (A) 2 (π – 2) (B) π – 2 (C) 2π – 1 (D) 2 (π + 2)
7. Ú¼Õð  y2 = 4x Áå¶ y = 2x ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ :

(A)
2
3

(B)
1
3

(C)
1
4

(D)
3
4

ë¹àÕñ À°çÅÔðé»

À°çÅÔðé AA. êËðÅì¯ñÅ  y2 = 4ax Áå¶ ÇÂÃ ç¶ ñ¶àÃ ðËÕàî (latus-rectum)  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ
Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H . B@ å¯º, êËðÅì¯ñÅ  y2 = 4ax çÅ ÇÃÖð îÈñ
Çì³çÈ å¶ ÔËÍ ′ latus-rectum LSL ÜÆò» çÅ ÃîÆÕðé x = a
ÔËÍ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ êËðÅì¯ñÅ x-è¹ð¶ ç¶ ÃîÇîåÆ Çò¼Ú ÔËÍ
Ö¶åð OLL′O çÅ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = 2 (Ö¶åð OLSO
çÅ Ö¶åðëñ)

=
0

2
a

ydx∫  = 
0

2 4
a

ax dx∫

=
0

2 2
a

a xdx× ∫

 =
3
2

0

24
3

a

a x
 

×  
  

 = 
3
28

3
a a

 
 
  

 = 28
3

a ÇÚ¼åð H. B@
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À°çÅÔðé AB. ð¶ÖÅ y = 3x + 2, x-è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ»
ordinates x = –1 Áå¶ x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ
êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H².BA Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ð¶ÖÅ

y = 3x + 2, x- è¹ð¶ ù x = 
2

3
−

 å¶ ÇîñçÆ ÔË Áå¶

21,
3

x − −∈   ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ×ðÅë  x-è¹ð¶ ç¶ Ô¶á» ÔË Áå¶

2 ,1
3

x − ∈   ç¶ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ×ðÅë x-è¹ð¶ ç¶ À°µêð ÔËÍ

ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð ACBA çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð ADEA çÅ Ö¶åðëñÍ ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ

=
2 1

3
21

3

(3 2) (3 2)x dx x dx
−

−−
+ + +∫ ∫

=

2 12 23

21
3

3 32 2
2 2
x xx x

−

−−

   
+ + +   

   
 = 

1 25 13
6 6 3

+ =

À°çÅÔðé AC. x = 0 Áå¶ x = 2π ç¶ ÇòÚÕÅð òÕð
y = cos x éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð H². BB å¯º, ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ
= Ö¶åð OABO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð BCDB çÅ

Ö¶åðëñ + Ö¶åð DEFD çÅ Ö¶åðëñ

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ
=

 
3ππ

2π22
3ππ0
22

cos cos cosxdx xdx xdx+ +∫ ∫ ∫

= [ ] [ ] [ ]
3

22 2
30

2 2

sin sin sinx x x
π π

π

π π
+ +  = 1 + 2 + 1 = 4

ÇÚ¼åð H. BA

ÇÚ¼åð H. BB
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À°çÅÔðé AD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ òÕð  y2 = 4x Áå¶ x2 = 4y, ð¶ÖÅò» x
= 0, x = 4, y = 4 Áå¶ y = 0 éÅñ ÇØð¶ òð× ç¶ Ö¶åðëñ ù Çå¿é
ìðÅìð íÅ×» Çò¼Ú ò¿âç¶ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé Ççú ÇÕ ê¶ðÅì¯ñÅ y2 = 4x Áå¶ x2 = 4y ç¶ ÕÅà Çì³çÈ
(0,0) Áå¶ (4,4) Ôé ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð H. BC Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ
ÔËÍ Ô¹ä òÕð» y2 = 4x  Áå¶ x2 = 4y éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð OAQBO
çÅ Ö¶åðëñ

=  
24

0
2

4
xx dx

 
−  ∫  = 

43 3
2

0

22
3 12

xx
 

× − 
  

=
32 16 16
3 3 3

− = ... (1)

ç¹ìÅðÅ òÕð»  x2 = 4y, x = 0, x = 4 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð OPQAO çÅ Ö¶åðëñ

=
24 43

0 0

1 16
4 12 3
x dx x = = ∫ ... (2)

ÇÂÃ¶ åð·» òÕð  y2 = 4x, y-è¹ð¶  y = 0 Áå¶ y = 4 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð OBQRO çÅ Ö¶åðëñ

=
24 4 43

0 0 0

1 16
4 12 3
yxdy dy y = = = ∫ ∫ ... (3)

ÃîÆÕðé» (1)] (2) Áå¶ (3) å¯º ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ ÇéÕñçÅ ÔË ÇÕ
Ö¶åð  OAQBO çÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð OPQAO çÅ Ö¶åðëñ = Ö¶åð OBQRO çÅ Ö¶åðëñ
ÁðæÅå, êËðÅì¯ñÅ y2 = 4x Áå¶  x2 = 4y éÅñ ÇØÇðÁÅ Ö¶åðëñ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òð× ç¶ Ö¶åðëñ ù Çå¿é
ìðÅìð íÅ×» Çò¼Ú ò¿âçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðé AE. Ö¶åð {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x2 + 1, 0 ≤ y ≤ x + 1, 0 ≤ x ≤ 2}çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÁÅÀ° êÇÔñ» ÁÃÆº À°Ã Ö¶åð çÅ ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð ÇåÁÅð ÕðÆÂ¶ ÇÜÃ çÅ ÁÃÆº Ö¶åðëñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ
ÇÂÔ Ö¶åð Ô¶á ÇñÖ¶ Ö¶åð» çÅ ÇòÚÕÅðñÅ Ö¶åð ÔË :

A1 = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x2 + 1}
A2 = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x + 1}

Áå¶ A3 = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2}

ÇÚ¼åð H. BE
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vko‘Qfr 8-24

òÕð»  y = x2 + 1 Áå¶ y = x + 1 ç¶ ÕÅà Çì³çÈ P(0, 1) Áå¶ Q(1, 2) ÔéÍ ÇÚ¼åð H. BD éÅñ,
ñ¯óºÆºçÅ Ö¶åð, ÛÅÇÂÁÅ Ö¶åð OPQRSTO ÔË ÇÜÃ çÅ Ö¶åðëñ

= Ö¶åð OTQPO çÅ Ö¶åðëñ + Ö¶åð TSRQT çÅ Ö¶åðëñ

=
1 22
0 1
( 1) ( 1)x dx x dx+ + +∫ ∫ (ÇÕÀ°º?)

=
1 23 2

103 2
x xx x

      
+ + +     

     

= ( )1 11 0 2 2 1
3 2

      + − + + − +          
 = 

23
6

ÁÇèÁÅÇÂ H å¶ ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1.  Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» Áå¶ ð¶ÖÅò» éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ :

(i) y = x2; x = 1, x = 2  Áå¶ x- è¹ðÅ
(ii) y = x4; x = 1, x = 5 Áå¶ x- è¹ðÅ

2. òÕð» y = x Áå¶ y = x2  ç¶ ÇòÚÕÅðñ¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
3. êÇÔñÆ Ú½æÅÂÆ Çò¼Ú y = 4x2, x = 0, y = 1  Áå¶ y = 4  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ   êåÅ

Õð¯Í

4.  y = 3x +   çÅ ×ðÅë ÇÖ¼Ú¯ Áå¶ 
0

6
3x dx

−
+∫   çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

5. x = 0  Áå¶ x = 2π  Áå¶ òÕð y = sin x  ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
6. êËðÅì¯ñÅ y2 = 4ax  Áå¶ ð¶ÖÅ y = mx  ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
7. êËðÅì¯ñÅ  4y = 3x2  Áå¶ ð¶ÖÅ 2y = 3x + 12 ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

8. ÇÂÇñêÃ 
2 2

1
9 4
x y

+ =  Áå¶ ð¶ÖÅ 1
3 2
x y

+ = ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Û¯à¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

9. ÇÂÇñêÃ 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = Áå¶ ð¶ÖÅ 1x y
a b

+ =  ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Û¯à¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

10. êËðÅì¯ñÅ x2 = y, ð¶ÖÅ y = x + 2 Áå¶ x-è¹ð¶ éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
11. ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ òðåº̄ Õðç¶ Ô¯Â¶ òÕð 1x y+ = éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í

[Ã¿Õ¶å : ñ¯óÆºçÅ Ö¶åð, ð¶ÖÅò» x + y = 1, x– y = 1, – x + y = 1 Áå¶ – x – y = 1 éÅñ
ÇØÇðÁÅ ÔËÍ]

12. òÕð» a {(x, y) : y ≥ x2 Áå¶ y = x } éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
13. ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ ÇÂÃ åð·» ç¶ Çåzí¹Ü ABC, çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯

ÇÚ¼åð H.BD
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ÇÜÃç¶ ÇÃÖð» ç¶ Çéðç¶ôÕ A(2, 0), B (4, 5) Áå¶ C (6, 2) ÔËÍ
14. ÇÂ³àÆ×Ì¶ôé ÇòèÆ çÆ òðå¯º Õðç¶ Ô¯Â¶, ð¶ÖÅò» 2x + y = 4, 3x – 2y = 6 Áå¶ x – 3y + 5 = 0

éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
15. Ö¶åð {(x, y) : y2 ≤ 4x, 4x2 + 4y2 ≤ 9}çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯Í
AF å¯º B@ å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯ :
16. òÕð y = x3, x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» ordinates  x = – 2, x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ

(A) – 9 (B)
15
4

−
(C)

15
4

(D)
17
4

17. òÕð y = x | x | , x- è¹ð¶ Áå¶ Õ¯àÆÁ» x = – 1 Áå¶  x = 1 éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔËÍ

(A) 0 (B)
1
3

(C)
2
3

(D)
4
3

[Ã¿Õ¶å : y = x2 Üç ÇÕ x > 0 Áå¶ y = – x2 Üç x < 0]
18. x2 + y2 = 16 çÅ Ö¶åðëñ Ü¯ ÇÕ êËðÅì¯ñÅ y2= 6 ç¶ Ö¶åð å¯º ìÅÔð ÔË :

(A)
4 (4 3)
3

π − (B)
4 (4 3)
3

π + (C)
4 (8 3)
3

π − (D)
4 (8 3)
3

π +

19.  y-è¹ð¶ y = cos x Áå¶ y = sin x, 0
2

x π
≤ ≤  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 2 ( 2 1)− (B) 2 1− (C) 2 1+ (D) 2

ÃÅð
® òÕð y = f (x), x- è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a Áå¶ x = b (b > a) éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ

çÅ ÃÈåð : Ö¶åðëñ ( )
b b

a a
ydx f x dx= =∫ ∫{k=s kiQy ÔËÍ

® òÕð x = φ (y), y-è¹ð¶ Áå¶ ð¶ÖÅò» y = c, y = d  éÅñ ÇØð¶ Ö¶åð ç¶ Ö¶åðëñ çÅ ÃÈåð :

= ( )
d d

c c
xdy y dy= φ∫ ∫{k=s kiQy  ÔËÍ

® ç¯ òÕð»  y = f (x), y = g (x) Áå¶ ð¶ÖÅò» x = a, x = b ç¶ ÇòÚÕÅð ÇØð¶ Ö¶åð çÅ Ö¶åðëñ
ÃÈåð éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

[ ]= ( ) ( )
b

a
f x g x dx−∫{k=s kiQy , ÇÜ¼æ¶ [a, b] Çò¼Ú  f (x) ≥ g (x)

®  ÜçÇÕ [a, c]  Çò¼Ú   f (x) ≥ g (x) Áå¶   [c, b] Çò¼Ú   f (x) ≤  g (x) , a < c < b,  å»
ÁÃÆº Ö¶åðëñ ù ÇÂÃ åð·» ÇñÖç¶ Ô» :

Ö¶åðëñ = [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
c b

a c
f x g x dx g x f x dx− + −∫ ∫

Ö¶åðëñ:

Ö¶åðëñ:
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ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à
ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÅ îÈñ ×Çäå ç¶ ô¹ðÈÁÅåÆ ÇòÕÅÃ ÕÅñ å¯º ÔÆ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ ÇÂÔ ê¹ðÅä¶ ï±éÅéÆ
×ÇäåÕÅð» ç¹ÁÅðÅ ÇòÕÇÃå (exhaustion) ÇòèÆ å¶ ÁèÅÇðå ÔËÍ ÇÂÃ ÇòèÆ çÅ Üéî Ãîåñ
ÇÚ¼åð» ç¶ Ö¶åðëñ Áå¶ á¯Ã òÃå±Á» ç¶  ÁÅÇÂåé çÆ ×äéÅ éÅñ Ã¿ì¿Çèå î¹ôÇÕñ» ç¶ Ô¼ñ Çò¼Ú
Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ¶ åð·» éÅñ (exhaustion) ÇòèÆ, ù ÇÂéÇà×ð¶ôé ÇòèÆ çÆ ô¹ðÈÁÅåÆ ÃÇæåÆ ç¶
ðÈê Çò¼Ú ÃîÇÞÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÖÆäåÅ (exhaustion) ÇòèÆ çÅ Ãí å¯º ò¼è ÇòÕÅÃ ô¹ðÈÁÅåÆ
ÕÅñ Çò¼Ú ï±â¯ÕÃ (Eudoxus (440 ÂÆÃÅ êÈðò) Áå¶ ÁÅðÕÆîÆâÆ÷ (Archimedes (C@@
ÂÆÃÅ êÈðò) ç¶ Õ¿î» éÅñ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

Õñé ç¶ ÇÃè»å çÅ ́ îì¼è ÇòÕÅÃ ÂÆÃÅ å¯º AGòÆº ÃçÆ ìÅç Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅÍ Ã¿é AFFE Çò¼Ú
ÇéÀ±àé é¶ Õñé å¶ ÁÅêäÅ Õ¿î êÌòÅÔ ç¶  ÇÃè»å (Theory of fluxion) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ô¹ðÈ ÕÆåÆÍ
À°Ôé» é¶ ÇÂÃ ÇÃè»å çÆ òðå¯º òÕð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ Áå¶ òÕð çÅ Áðè ÇòÁÅÃ êåÅ
Õðé Çò¼Ú ÕÆåÆÍ ÇéÀ±àé é¶ À°ñà ëñé çÆ èÅðéÅ éÅñ ÜÅä± ÕðòÅÇÂÁÅ Áå¶ ÇÂÃù
ÁËºàÆ âËðÆò¶Çàò (Áé§å ÇÂéÇà×ðñ) Ü» Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆ À°ñà ÇòèÆ (Inverse Method
of tangents) çÅ é» Çç¼åÅÍ

1684–86, ç¶ Çò¼Ú ÇñìÇéÜ (Leibnitz) é¶ (Acta Eruditorum) Çò¼Ú ÁÅðàÆÕñ ÛÅÇêÁÅ
ÇÜÃ ù (Calculous Summatorius) é» Çç¼åÅ, ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Áä×Çäå Û¯à¶ Ö¶åðëñ» ç¶ Ü¯ó
éÅñ Ã¿ì¿èå ÃÆ, ÇÜÔé» çÅ Ü¯ó Ã¿Õ¶å ‘∫’ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅÍ  Ã¿é AFIF ÂÆ. Çò¼Ú À°Ôé» Ü¶º
ìðé¯ñÆ (J.Bernoulli) ç¶ Ã¹ÞÅÁ ù î³é Õ¶ ÁÅêä¶ ÁÅðàÆÕñ ù ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Õñé (Calculus
Integrali) é» Çò¼Ú ìçñ Çç¼åÅÍ ÇÂÔ å¯º ÇéÀ±àé ò¼ñ¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Ãêðô ð¶ÖÅò» çÆ À°ñà ÇòèÆ
(Inverse Method of tangents) ç¶ Ã¿×å ÃÆÍ

ÇéÀ±àé Áå¶ ÇñìÇéÜ ç¯é» é¶ êÈðé å½ð å¶ Á÷Åç ðÃåÅ ÁêäÅÇÂÁÅ Ü¯ ÇìñÕ°ñ ò¼Ö ÃéÍ
êð ÁÃñ Çò¼Ú ç¯ò¶º ÇÃè»å» ç¶ éåÆÜ¶ ÇòÔÅðÕ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ êÅÂ¶ ×Â¶Í ñËòÇéÜ é¶ ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ çÆ èÅðéÅ çÆ òðå¯º ÕÆåÆÍ
ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÔË ÇÕ À°Ã é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» Ãê¼ôà ðÈê Çò¼Ú çÆ êÌåÆâËðÆò¶Çàò Áå¶ ÃÆÇîå
ÇÂéÇà×ðñ ç¶ Ã¿ì¿è çÆ åÅðÆø ÕÆåÆÍ

ÇÃ¼àÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ ÇÂéÇà×ðñ Õñé çÆÁ» ÁÅèÅðíÈå èÅðéÅò», ÇÃè»å» Áå¶ ÇâëðËéôñ
Õñé éÅñ ÇÂÃç¶ ô¹ðÈÁÅåÆ Ã¿ì¿è» çÅ ÇòÕÅÃ êÆ². âÆ. ëðîËà, ÁÅÂÆ. ÇéÀ±àé Áå¶ ÜÆ. ÇñìÇéÜ
ç¶ Õ¿î» ç¹ÁÅðÅ AG òÆ ôåÅìçÆ ç¶ Á³å Çò¼Ú Ô¯ÇÂÁÅÍ Çëð òÆ ÇÂÃ çÅ êÌîÅÇäÕåÅ, ÃÆîÅ ç¶
Ã¿Õñê ç¶ ÁÅèÅð å¶ AIòÆº ôåÅìçÆ ç¶ ô¹ðÈ Çò¼Ú Â¶. ÁËñ. Õ¯ÚÆ (A.L.Cauchy) ò¼ñ¯º ÇòÕÇÃå
ÕÆåÆ ×ÂÆÍ Á³å Çò¼Ú ñÆ Ã¯ëÆ (Lie Sophie) çÅ Ô¶á ÇñÖÆ Õ°à¶ôé ÔË : "It may be said that
the conceptions of differential quotient and integral which in their origin certainly
go back to Archimedes were introduced in Science by the investigations of Kepler,
Descartes, Cavalieri, Fermat and Wallis... The discovery that differentiation and
integration are inverse operations belongs to Newton and Leibnitz".

—v—
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vHe who seeks for methods without having a definite problem in mind
seeks for the most part in vain – D. HILBERT v

9.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÜîÅå XI Áå¶ ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÁÇèÁÅÇÂ E Çò¼Ú ÁÃÆº ÚðÚÅ ÕÆåÆ
ÃÆ, ÇÕ ÇÂ¼Õ Ã¹å¿åð Úñ éÅñ ÇÕÃ¶ ëñé Òf Ó çÅ âËðÆò¶Çàò ÇÕò¶º êåÅ
ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË; îåñì ÇÕÃ¶ ëñé f ç¶ ç¼Ã¶ Ô¯Â¶ Ôð¶Õ ÇÂ¼Õ çðÃÅÂ¶
x ñÂÆ, f ′(x) ÇÕò¶º ñ¼ÇíÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åº̄ ÇÂñÅòÅ ÇÂéÇà×ðñ
×Çäå ç¶ êÅá Çò¼Ú òÆ ÁÃÆº ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆ, ÇÕ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ëñé  f
çÅ âËðÆò¶Çàò ëñé g ÔË å» ëñé f  ÇÕÃ åð·» ñ¼ÇíÁÅ (êåÅ) ÕÆåÅ
ÜÅò¶Í ÇÂÃ ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ Áé°ÃÅð ñóÆì¿è ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
ÇÕÃ¶ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé g ñÂÆ ëñé f  ñ¼ÇíÁÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ

( )dy g x
dx

=  ÇÂ¼æ¶  y = f (x) ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ðÈê òÅñÆ ÃîÆÕðä ù ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ çÆ ìÕÅÇÂçÅ êÇðíÅôÅ ìÅÁç Çò¼Ú Çç¼åÆ ÜÅò¶×ÆÍ

ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä» çÅ êÌï¯× î¹¼Ö ðÈê Çò¼Ú í½ÇåÕ, ðÃÅÇÂÇäÕ ÇòÇ×ÁÅé, ÜÆò-ÇòÇ×ÁÅé,
ðÅÜéÆåÕ íÈ×¯ñ, Áðæ ôÅÃåð ÁÅÇç ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö Ö¶åð» Çò¼Ú ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÁÖÆð Çò¼Ú ÃÅðÆÁ»
ÁÅè¹ÇéÕ ÇòÇ×ÁÅé Ö¯Ü» ñÂÆ ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ çÆ ×ÇÔðÅÂÆ éÅñ êó·é çÆ ìÔ¹å ÷ðÈðå ÔËÍ
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ç¶ Õ°Þ îÈñ ðÈê èÅðéÅò» ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðäÅ ç¶
ÇòÁÅêÕ Áå¶ ÖÅÃ Ô¼ñ, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ù ìäÅÀ°äÅ (êËçÅ) ÕðéÅ, êÇÔñ¶ Õ¯àÆ Áå¶ êÇÔñÆ
Çâ×ðÆ çÆÁ» ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ Õðé çÆÁ» Õ°Þ ÇòèÆÁ» (åðÆÕ¶) Áå¶ Áñ¼×-Áñ¼× Ö¶åð» Çò¼Ú
ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðäÅ ç¶ À°êï¯× ìÅð¶ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í

ÁÇèÁÅÇÂ 9

ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä»
Differential Equations

Henri Poincare
(1854-1912 )
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9.2  î½ÇñÕ Ã¿Õñê (Basic Concepts)

ÁÃÆº êÇÔñ» å¯º ÔÆ Ô¶á ÇñÇÖå ÃîÆÕðä» å¯º ÜÅä± Ô»
x2 – 3x + 3 = 0 ... (1)

sin x + cos x = 0 ... (2)
x + y = 7 ... (3)

ÁÅÀ°, Ô¶á» çðÃÅÂÆ ÃîÆÕðä  ìÅð¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í
dyx y
dx

+ = 0

... (4)
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ÃîÆÕðä (1)] (2) Áå¶ (3) Çò¼Ú ÇÃðë Ã¹å¿åð Áå¶@Çéíðð (ÇÂ¼Õ Ü» À°Ã

å¯º ò¼è) ôÅÇîñ Ôé Ü¯ ÇÕ ÃîÆÕðä  (4) Çò¼Ú Úñ ç¶ éÅñ éÅñ Ã¹å¿åð Úñ (x) ç¶ ÁèÅÇðå Úñ
(y) çÅ âËðÆò¶Çàò òÆ ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» çÅ ÃîÆÕðé ÃÅê¶Ö ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÅî å½ð å¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú Ã¹å¿åð Úñ ç¶ éÅñ ÁèÅÇðå Úñ çÅ âËðÆò¶Çàò
ôÅÇîñ Ô¯ò¶, ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¹å¿åð (Á÷Åç) Úñ çÅ, Çéðíð Úñ çÅ
âËðÆò¶Çàò ôÅÇîñ Ô¯ò¶, (ÁÅî ÇòÁÅêÕ) âËðÆò¶Çàò ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé :

32

22 d y dy
dxdx

 +    = 0 ... (5)

ÇÂ¼¼Õ ÁÅî ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
ì¶ô¼Õ, ÇÂÃ¶ åð·» ç¶ òÆ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä Ô¹¿ç¶ Ôé ÇÜé·» Çò¼Ú ÇÂ¼Õ åº̄ ò¼è Ã¹å¿åð Úñ ç¶ ìÅìå

âËðÆò¶Çàò òÆ ôÅÇîñ Ô¹¿ç¶ Ôé, ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ÁÅô¿Õ âËðÆòËÇàò ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ êð ÇÂÃ
Ãåð å¶ ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Õ¶òñ ÁÅî ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðäÅ å¼Õ ÔÆ ÃÆÇîå ð¼Öç¶ Ô»Í ÇÂÃ å¯º Á¼×¶
ÁÃÆº ÁÅî ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ñÂÆ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä ôìç çÅ ÔÆ À°êï¯× Õð»×¶Í

AÇà¼êäÆ
1.   ÁÃÆº ÇâëðËÃéñ» ç¶ ñÂÆ Ô¶á ÇñÖ¶ ÇéôÅé» çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í

2 3

2 3, ,dy d y d yy y y
dx dx dx

′ ′′ ′′′= = =

2. À°µÚ¶ çðÜ¶ òÅñ¶ âËðÆò¶ÇàòÅ ç¶ ñÂÆ, Ç÷ÁÅçÅ âËô (dashes) ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºçÅ ×Ëð Ã¹ÇòèÅÜé
Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ ñÂÆ n ò¶ Õ¯àÆ ç¶ âËðÆòËÇàò 

n

n
d y
dx

 ç¶ òÅÃå¶ ÁÃÆº Ã¿Õ¶å yn çÅ êÌï¯× Õð»×¶Í
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ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 399

9.2.1  ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ´î (Order of a differential equation)

ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ́ î, À°µÚ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðé çÅ Ãí å¯º À°µÚ âËðÆòËÇàò, À°Ã Çò¼Ú
êÅÂ¶ ÜÅä òÅñ¶ ÁèÅÇðå Úñ çÅ Ã¹å¿åð Úñ éÅñ, À°Ã ÃîÆÕðä ç¶ ́ î ù êÌíÅÇôå ÕðçÅ ÔËÍ

Ô¶á ÇñÖ¶ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä å¶ ÇòÚÅð ÕÆåÅ ÜÅò¶ :

xdy e
dx

= ... (6)

2

2 0d y y
dx

+ = ... (7)

33 2
2

3 2 0d y d yx
dx dx

 
+ =   ...(8)

ÃîÆÕðé (6)] (7) Áå¶ (8) Çò¼Ú ́ îòÅð : êÇÔñ¶, çÈÜ¶ Áå¶ åÆÜ¶ ́ î ç¶ ò¼â¶ âËðÆòËÇàò ÔÅ÷ð
Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» çÅ ́ î ́ îòÅð A,B Áå¶ C ÔËÍ
9.2.2  ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ/Õ¯àÆ (Degree of a differential equation)

ÇÕÃ¶ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ/Õ¯àÆ çÅ êåÅ Õðé ñÂÆ î¹¼Ö Çì³çÈ ÇÂÔ ÔË ÇÕ À°Ô ÇâëðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä, ìÔ¹êçÆ  y′, y″, y″′ ÁÅÇç Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðäÅ
å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

23 2

3 22 0d y d y dy y
dxdx dx

 
+ − + =  

... (9)

2
2sin 0dy dy y

dx dx
  + − =   ... (10)

sin 0dy dy
dx dx

 + =   ... (11)

ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä (9) y″′,  y″ Áå¶  y′ ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÃîÕÆðä
(10) y′ Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÔËÍ (Ü¶Õð ÇÂÔ y Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÆ
Õ¯àÆ ù êÌíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ êð ÃîÆÕðä  (11) y′ Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ
êÌÕÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù êÌíÅÇôå éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
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Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä âËðÆò¶àò» çÅ  ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé ÔË å» À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä çÅ ́ î åº̄ ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ À°Ã ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚåî ́ î âËðÆò¶Çàò çÆ
çÆ ØÅå  (èéÅåîÕ Ã¿êÈðé)

À°µêð Çç¼åÆ ×ÂÆ êÇðíÅôÅ å¯º ÁÃÆº ÇÂÔ ÇÃ¼àÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä» (6)] (7)] (8) Áå¶
(9) Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÆ ØÅå ÇÂ¼Õ ÔË, ÃîÆÕðä (10) çÆ ØÅå B ÔË Üç¯º ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
(11) çÆ ØÅå êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

AÇà¼êäÆ     ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ́ î Áå¶ Çâ×ðÆ Ôî¶ôÅ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ
Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðé A.  Ô¶á çðÃÅÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÅ ́ î Áå¶ Çâ×ðÆ êåÅ Õð¯ :

(i) cos 0dy x
dx

− = (ii)
22

2 0d y dy dyxy x y
dx dxdx

 + − = 
 

(iii) 2 0yy y e ′′′′ + + =

Ô¼ñ :

(i) ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ́ î âËðÆòËÇàò  
dy
dx

 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ́ î A

ÔËÍ ÇÂÔ y′ Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔË Áå¶ 
dy
dx

  çÆ ÁÇèÕåî ØÅå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃËîÆÕðä çÆ Õ¯àÆ/Çâ×ðÆ A ÔËÍ

(ii) ÇºÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ́ î âËðÆòËÇàò 
2

2
d y
dx

 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ́ î B

ÔËÍ ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 
2

2
d y
dx

  Áå¶ 
dy
dx

 Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðé ÔË Áå¶ 
2

2
d y
dx

 çÆ
ÁÇèÕåî ØÅå A ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ́ î A ÔËÍ

(iii) ÇÂÃ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú î½÷Èç À°µÚ ´î âËðÆòËÇàò y′′′  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÅ ´î C ÔËÍ ÇÂÃ
ÃîÆÕðä Çò¼Ú Ö¼ìÅ êÅÃÅ âËðÆò¶Çàò (ìÔ¹êçÆ) éÔÆº ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ çÆ Çâ×ðÆ çðÃÅÂÆ éÔÆº ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I.A
A å¯º A@ å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú Ôð ÇÂ¼Õ çÅ ́ î Áå¶ Çâ×ðÆ (Ü¶Õð êÇðíÅÇôå ÔË) å» êåÅ Õð¯Í

1.
4

4 sin( ) 0d y y
dx

′′′+ = 2.  y′ + 5y = 0 3.
4 2

23 0ds d ss
dt dt

  + = 
 

4.
22

2 cos 0d y dy
dxdx

   + =   
  

5.
2

2 cos3 sin 3d y x x
dx

= +
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6. 2( )y′′′  + (y″)3 + (y′)4 + y5 = 0 7. y′′′  + 2y″ + y′ = 0

8. y′ + y = ex 9. y″ + (y′)2 + 2y = 0 10. y″ + 2y′ + sin y = 0
11. ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ Çâ×ðÆ

3 22

2 sin 1 0d y dy dy
dx dxdx

     + + + =     
    

 çÆ ØÅå ÔËÍ

(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

12. ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä 

2
2

22 3 0d y dyx y
dxdx

− + =  çÅ ́ î ÔËÍ

(A) 2 (B) 1 (C) 0 (D) êÌíÅÇôå éÔÆº ÔËÍ

9.3.  ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Áå¶ ÖÅÃ Ô¼ñ (General and Particular
Solutions of a Differential Equation)
ÇêÛñÆ ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº Ô¶á ÇñÖÆÁ» ÃîÆÕðé» ù Ô¼ñ ÕÆåÅ ÔË :

x2 + 1 = 0 ... (1)
sin2 x – cos x = 0 ... (2)

ÃîÆÕðä» (1) Áå¶ (2) çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ü» Çîôðå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ü¯ ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä
ù Ã¿å°ôà ÕðçÆ ÔË íÅò Üç¯º ÇÂÃ Ã¿ÇÖÁÅ ù ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÁéÜÅä ÃîÆÕðä  x ç¶ ÃæÅé å¶ íÇðÁÅ
Ü»çÅ ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2
d y y
dx

+ = 0 ... (3)

å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»
êÇÔñÆÁ» ç¯ ÃîÆÕðä» ç¶ À°ñà ÇÂÃ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ëñé φ ÔË Ü¯

ÇÂÃ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà Õð¶×Å íÅò Üç¯º ÇÂÃ ëñé φ ù ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÁéÜÅä y
(ÁèÅÇðå Úñ) çÆ Ü×·Å å¶ íð Õ¶ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ ìðÅìð Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ

ëñé y = φ (x) ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ëñé (ÇÂéÇà×ðñ òåð) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ô¶á
ÇñÖÆ ëñé Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

y = φ (x) = a sin (x + b) ... (4)
ÇÂ¼æ¶  a, b ∈ R. Ü¶Õð ÇÂÃ ëñé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ âËðÆòËÇàò ù ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íÇðÁÅ Ü»çÅ

ÔË å» Ö¼ìÅ êÅÃÅ Áå¶ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ ç¯é¯º ÁÅêÃ Çò¼Ú ìðÅìð Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ëñé ÇâøðËºÃÆÁñ
ÃîÆÕðä (3) çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



402        ×Çäå

î³é ñÀ° ÇÕ  a Áå¶ b ù Õ°Þ ÖÅÃ ÕÆîå a = 2 Áå¶ 
4

b π
=  ç¶ Çç¼å¶ Ü»ç¶ Ôé å» ÃÅù Ô¶áñÅ

ëñé êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

y = φ1(x) = 2sin
4

x π + 
 

... (5)

Ü¶Õð ÇÂÃ ëñé Áå¶ ÇÂÃ ç¶ âËðÆòËÇàò ù ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íÇðÁÅ ÜÅò¶ å» î¹ó å¯º Ö¼ìÅ êÅÃÅ
Áå¶ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ ÁÅêÃ Çò¼Ú ìðÅìð Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ  φ1 òÆ ÃîÆÕðä (3) çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

ëñé φ  ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ a, b ôÅÇîñ ÔË Áå¶ ÇÂÔ ëñé Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ, φ1 Ü¯ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò  ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå
ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ Çò¼Ú φ1 ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ù ÖÅÃ ÕÆîå ç¶ä å¶ êÌÅêå ÔË, Ô¼ñ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ a Áå¶ b Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ, Ü¯ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ å¯º î¹Õå ÔË íÅò ÇòÁÅêÕ
Ô¼ñ Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ù ÖÅÃ ÕÆîå ç¶ä å¶ êÌÅêå Ô¼ñ, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä B.êóåÅñ Õð¯ ÇÕ ëñé y = e–3x, ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä
2

2 6 0d y dy y
dxdx

+ − = çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé y =  e– 3x  ÔËÍ ÇÂÃ ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ âËðÆòËÇàò x ç¶ ìÅìå ÕðÕ¶ êÌÅêå
Õðç¶ Ô» :

dy
dx

 = 3e–3x ... (1)

Ô¹ä ÃîÆÕðä (1) Úñ x ç¶ ìÅìå âËðÆòËÇàò ÕðÕ¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ
2

2
d y
dx

 = 9e–3x

2

2 ,d y dy
dxdx

Áå¶ y çÆ ÕÆîå, Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú íð Õ¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

Ö¼ìÅ êÅÃÅ  = 9 e– 3x + (–3e– 3x) – 6.e– 3x = 9 e– 3x – 9 e– 3x = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä çÅ ÇÂ¼Õ Ô¼ñ ÔËÍ
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À°çÅÔðä C. êóåÅñ ÇÕ ëñé y = a cos x + b sin x, ÇÜÃ Çò¼Ú a, b ∈ R, ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä» 
2

2 0d y y
dx

+ = çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔË
y = a cos x + b sin x ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ âËðÆòËÇàò x, ç¶ ìÅìå éÅñ Õðé å¶ ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô»Í
dy
dx

= –a sin x + b cos x

2

2
d y
dx

 = – a cos x – b sin x

2

2
d y
dx

 Áå¶ y çÆ ÕÆîå Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú íð Õ¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ êÅÃÅ  = (– a cos x – b sin x) + (a cos x + b sin x) = 0 = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé, Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I.B
A å¯º A@ å¼Õ Ôð¶Õ êÌôé Çò¼Ú êóåÅñ Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé (Ãê¼ôà Áå¶ ÁÃê¼ôà) Ã¿×å
ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

1. y = ex + 1 : y″ – y′ = 0
2. y = x2 + 2x + C : y′ – 2x – 2 = 0
3. y = cos x + C : y′ + sin x = 0

4. y = 21 x+ : y′ = 21
xy

x+

5. y = Ax : xy′ = y (x ≠ 0)

6. y = x sin x : xy′ = y + x 2 2x y−  (x ≠ 0 Áå¶ x > y ÁðæÅåx < – y)

7. xy = log y + C : y′ = 
2

1
y

xy−  (xy ≠ 1)

8. y – cos y = x : (y sin y + cos y + x) y′ = y
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9. x + y = tan–1y : y2 y′ + y2 + 1 = 0

10. y = 2 2a x− x ∈ (– a, a) : x + y 
dy
dx

 = 0 (y ≠ 0)

11. ÚÅð ´î òÅñÆ Õ¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ À¹Ã Çò¼Ú ôÅÇîñ ÃòË ÇÂ¼Ûå
ÁÚñ» çÆ Ç×äåÆ ÔË :
(A) 0 (B) 2 (C) 3 (D) 4

12. Çå¿é ́ î òÅñÆ ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ À°Ã Çò¼Ú ôÅÇîñ ÃòË ÇÂ¼Ûå Úñ» çÆ
Ç×äåÆ ÔËÍ
(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) 0

9.4.  Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ òÅñÆ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ ÇéðîÅä (Formation of a
Differential Equation whose Solution is Given)
ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÃîÆÕðä

x2 + y2 + 2x – 4y + 4 = 0 ... (1)

ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ú¼Õð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð (&1] 2) ÔË Áðè ÇòÁÅÃ A ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

ÃîÆÕðä (1) ù x, éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ êÌÅêå Õðç¶ Ô»
1

2
dy x
dx y

+
=

−
, (y ≠ 2) ... (2)

ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä ÔËÍ å°ÃÆº ìÅÁç Çò¼Ú ò¶Ö¯×¶ ÇÕ (Ö³â (íÅ×) 9-5-1 çÅ À°çÅÔðé I ç¶Ö¯)
ÇÕ ÇÂÔ ÃîÆÕðä òåð» ç¶ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÆ ÔË Áå¶ À°Ã êÇðòÅð çÅ ÇÂ¼Õ îËºìð ÃîÆÕðä
(1) Çò¼Ú Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òåð ÔËÍ ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖÆ ÃîÆÕðä ìÅð¶ ÇòÚÅðÆÂ¶ :

 x2 + y2 = r2 ... (3)

r, ù Áñ¼× ÕÆîå» ç¶ä å¶ ÃÅù êÇðòÅð ç¶ Áñ¼× îËºìð êÌÅêå
Ô¹¿ç¶ Ôé À°çÅÔðä x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 9
ÁÅÇç (ÇÚ¼åð I.A ç¶Ö¯)A ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðä  (3) ÇÂ¼Õ
ÁÇÜÔ¶ ÃîÕ¶ºçðÆ òåð» (Ú¼Õð») ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË
ÇÜÃçÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔË Áå¶ Áðè ÇòÁÅÃ Çí¿é ÔéÍ

ÃÅâÅ ÇèÁÅé ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ îËºìð ç¹ÁÅðÅ Ã¿å°ôà
ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä ÜÅéä Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂÔ
ÃîÆÕðä» r å¯º î¹Õå Ô¯äÆÁ» ÚÅÔÆçÆÁ» Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ Õ°ñ ç¶
Çí¿é îËºìð» ñÂÆ r çÅ îÅé Çí¿é ÔËÍ ÃîÆÕðä (3) çÅ x éÅñ
âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÇÂÔ ÃîÆÕðä êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ íÅò ÇÚ¼åð I. A
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2x + 2y
dy
dx

=  0    Áå¶     x + y 
dy
dx

=  0 ... (4)

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÃîÆÕðä (3) ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÀ°ºç¶ ÃîÕ¶ºçðÆ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ
ÔË ÁÅú Çëð å¯º Ô¶á ÇñÖÆ ÃîÆÕðä å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ :

y = mx + c ... (5)
êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) m Áå¶ c, ç¶ ÇòÇí¿é ÕÆîå» å¯º ÃÅù êÇðòÅð ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé
À°çÅÔðé òÜ¯º

y = x (m = 1,   c = 0)

y = 3 x (m = 3 ,  c = 0)

y = x + 1 (m = 1,  c = 1)
y = – x (m = – 1,  c = 0)
y = – x – 1 (m = – 1,  c = – 1)

ÁÅÇç (ÇÚ¼åð I.B) ò¶Ö¯Í
ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðä (5) Ãðñ ð¶ÖÅò» ç¶ Õ°ñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÜÃ
Çò¼Ú m, c êÌÚñ (êËðÅîÆàð) ÔËÍ

Ô¹ä ÃÅâÆ ÇçñÚÃêÆ ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ Ôð¶Õ îËºìð ç¹ÁÅðÅ Ã¿å°ôà
ÕÆåÆ ÜÅä òÅñÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ù ÜÅéä Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂÃ å¯º
ÇÂñÅòÅ À°Ô ÃîÆÕðä m Áå¶ c åº̄ î¹Õå Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ
Õ°ñ ç¶ ÇòÇí¿é îËºìð» ñÂÆ m Áå¶ c çÆ ÕÆîå Çí¿é ÔËÍ ÇÂÃ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÃîÆÕðä (5) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò
´îòÅð ç¯ òÅð Õðé å¯º ìÅÁç êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË íÅò

dy m
dx

=   Áå¶ 
2

2 0d y
dx

=

... (6)
ÃîÆÕðé (6)] ÃîÆÕðä (5) ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» Ãðñ ð¶ÖÅò» ç¶ Õ°ñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : ÃîÆÕðä (3) Áå¶ (5) ´îòÅð ÃîÆÕðä (4) Áå¶ (6) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
9.4.1 fç¼åÆÁ»  Ô¯ÂÆÁ» òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶
ÇéðîÅä çÆ êÌÇÕÇðÁÅ (Procedure to form a Differential Equation that will represent
a given Family of curves)
(a) Ü¶Õð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òåð çÅ êÇðòÅð F1 Õ¶òñ ÇÂÕ êÌÅÚñ êËðÅîÆàð å¶ ÁèÅÇðå ÔË å» ÇÂÃ ù

ÇéîéÇñÖå ðÈê òÅñÆ ÃîÆÕðä ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
F1 (x, y, a) = 0 ... (1)

ÇÚ¼åð I. B
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À°çÅÔðä : êËðÅì¯ñÅ  y2 = ax çÅ Õ°ñ f(x, y, a) : y2 = ax ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîÆÕðä ç¹ÁÅðÅ
çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÃîÆÕðä (1) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò  Õðé å¶ ÃÅù  y′, y, x, Áå¶ a ù ôÅÇîñ Õðé òÅñÅ
ÇÂ¼Õ ÃîÆÕðä Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

g (x, y, y′, a) = 0 ... (2)
ÃîÆÕðä (1) Áå¶ (2) Çò¼Ú¯º a ù Öåî Õðé å¶, ÃÅù ñ¯óÆºçÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä Ô¶á
çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

F (x, y, y′) = 0 ... (3)
(b) Ü¶Õð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òÕð» çÅ Õ°ñ F2 êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) a, Áå¶ b å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔË å» ÇÂÃ ù

Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
F2 (x, y, a, b) = 0 ... (4)

ÃîÆÕðä (4) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù  y′, x, y,  a, b ù ôÅÇîñ Õðé òÅñÅ ÇÂ¼Õ
ÃîÆÕðä Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

g (x, y, y′, a, b) = 0 ... (5)
êð ç¯ ÃîÆÕðä» çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ç¯ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ù Öåî ÕðéÅ Ã¿íò éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ
ÃÅù åÆÜÆ ÃîÆÕðä çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ ÇÂÔ ÃîÆÕðä, ÃîÆÕðä (5) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé
å¶ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË :

h (x, y, y′, y″, a, b) = 0 ... (6)
ÃîÆÕðä (4)] (5) Áå¶ (6) å¯º  a ÁðæÅå b ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔË :

F (x, y, y′, y″) = 0 ... (7)

AÇà¼êäÆ  ÇÕÃÆ òåð êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÃîÆÕðä çÅ ́ î úéÅ ÔÆ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜ¿éÅ, À°Ã
òåð êÇðòÅð çÆ Ã¿×å ÃîÆÕðä Çò¼Ú ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚñ» çÆ Ç×äåÆ Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä D.  òåð» ç¶ êÇðòÅð  y = mx ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ù êåÅ Õð¯ Üç¯º
ÇÕ  m ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ÔËÍ
Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ

y  =  mx ... (1)
ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

dy m
dx

=

m çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé å¶ ÃÅù 
dyy x
dx

= ⋅  íÅò 0dyx y
dx

− =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÇÂÔ êÌÅÚñ m (êËðÅîÆàð) å¯º î¹Õå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ
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À°çÅÔðä E. òåð» ç¶ Õ°ñ  y = a sin (x + b), ÇÜÃ Çò¼Ú a, b ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ ÔË, ù çðÃÅÀ°ä
òÅñÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä çÅ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y = a sin (x + b) ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

cos( )dy a x b
dx

= + ... (2)

2

2 – sin ( )d y a x b
dx

= + ... (3)

ÃîÆÕðä (1)] (2) Áå¶ (3) å¯º a Áå¶ b ù Áñ¯ê Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

2 0d y y
dx

+ = ... (4)

ÃîÆÕðä (4) ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚñ a Áå¶ b å¯º î¹Õå Ôé Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ñ¯óÆºçÆ ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä ÔËÍ
À°çÅÔðä F. ÁÇÜÔ¶ ÁËÇñêÃ ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñ¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ
çÆÁ» Ã¿ï°×îÆ éÅí x-è¹ð¶ å¶ ÔË êð ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔËÍ
Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÁËÇñêÃ ç¶ Õ°ñ çÆ ÃîÆÕðä Ô¶á ÇñÖ¶ Áé°ÃÅð Ô¹¿çÆ ÔË (ÇÚ¼åð I.C
ç¶Ö¯Í)

2 2

2 2 1x y
a b

+ = ... (1)

ÃîÆÕðä (1) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶

ÃÅù 2 2
2 2 0x y dy

dxa b
+ =  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

íÅò
2

2
y dy b
x dx a

−  = 
 

... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

2

2 2 0

dyx yy d y dydx
x dxdx x

 −    + =   
     

ÁðæÅå
22

2 – 0d y dy dyxy x y
dx dxdx

 + = 
 

... (3)

ÃîÆÕðä (3) ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÚ¼åð I.C
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À°çÅÔðä G.  x&è¹ð¶ ù Õ¶ºçð Çì³çÈ å¯º Û±Ôä òÅñ¶ Ú¼Õð» ç¶
êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°,  x&è¹ð¶ ù Õ¶ºçð Çì³çÈ å¶ Û±Ôä òÅñ¶ Ú¼Õð» ç¶ Õ°ñ
ù C éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ  (0, a) À°Ã êÇðòÅð ç¶ ÇÕÃ¶ îËºìð
ç¶ Õ¶ºçð Çì³çÈ Çéðç¶ôÕ Ôé (ÇÚ¼åð I.D ç¶Ö¯)A ÇÂÃ ñÂÆ Õ°ñ C
çÅ ÃîÆÕðä ÔË :

x2 + (y – a)2 = a2    ÁðæÅå    x2 + y2 = 2ay ... (1)
ÇÜÃ Çò¼Ú a  ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ÔËÍ ÃîÆÕðä  (1) ç¶

ç¯é» êÅÇÃÁ» ù  x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

2 2 2dy dyx y a
dx dx

+ =   ÇÚ¼åð I.D

ÁðæÅå
dy dyx y a
dx dx

+ =

ÁðæÅå

dyx y
dxa dy

dx

+
= ... (2)

ÃîÆÕðä (2) å¯º a çÅ î¹¼ñ, ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé å¶ êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 2 2

dyx y
dxx y y dy

dx

 +  + =

ÁðæÅå 2 2 2( ) 2 2dy dyx y xy y
dx dx

+ = +

ÁðæÅå 2 2
2
–

dy xy
dx x y

=

ÇÂÔ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä H. ÁÇÜÔ¶ êËðÅì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ
ÇÃÖð îÈñ Çì³çÈ å¶ ÔË Áå¶ ÇÜÃ çÅ è¹ðÅ Üî»  x-è¹ð¶ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ À°µêð ÚðÇÚå êËðÅì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð ù  P éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°Ã êÇðòÅð
ç¶ ÇÕÃ¶ îËºìð çÆ éÅí  (a, 0) å¶ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú  a ÇÂ¼Õ èéÅåîÕ ÃòË-ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ ÔË (ÇÚ¼åð I.E
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ç¶Ö¯)Í ÇÂÃ ñÂÆ Õ°ñ P çÅ ÃîÆÕðä ÔË
y2 = 4ax ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù x éÅñ âËðÆò¶Çàò Õðé
å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 4dyy a
dx

= ... (2)

ÃîÆÕðä (2) åº̄ 4a çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé
å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¿¹çÅ ÔË :

2 2 ( )dyy y x
dx

 =   

Ü» 2 2 0dyy xy
dx

− = ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çç¼å¶ Ô¯Â¶ êËðÅì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I².C
A å¯º E å¼Õ Ôð¶Õ êÌôé ÁÚ¼ñ Çò¼Ú a Áå¶ b ù Áñ¯ê Õðç¶ Ô¯Â¶ òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

1. 1x y
a b

+ = 2. y2 = a (b2 – x2) 3. y = a e3x + b e– 2x

4. y = e2x (a + bx) 5. y = ex (a cos x + b sin x)
6. y-èð¶ ç¶ îÈñ Çì³çÈ ù Ãêðô Õðé òÅñ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
7. ÁÇÜÔ¶ êËðÅì¯ñÅ ç¶ Õ°ñ çÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÇÃÖð îÈñ Çì³çÈ å¶ Ô¯ò¶ Áå¶

ÇÜÃçÅ è¹ðÅ èéÅåîÕ y-è¹ð¶ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ô¯ò¶Í
8. ÁÇÜÔ¶ ÇÂÇñêÃ ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ç¯ò¶º ë¯ÕÃ Ã¿ï±×îÆ éÅÇíÁÅ

y-è¹ð¶ å¶ Ôé Áå¶ ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔËÍ
9. ÁÇÜÔ¶ ÔÅÇÂêðì¯ñÅ ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ç¯ò¶º ë¯ÕÃ x-è¹ð¶ å¶

Ôé Áå¶ ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð îÈñ Çì³çÈ ÔËÍ
10. ÁÇÜÔ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ Õ¶ºçð  y-è¹ð¶ å¶ ÔË Áå¶

ÇÜÃ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ C ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ
11. Ô¶á ÇñÖå ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÕÆðä Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ y = c1 ex + c2 e–

x  ÔË?

(A)
2

2 0d y y
dx

+ = (B)
2

2 0d y y
dx

− = (C)
2

2 1 0d y
dx

+ = (D)
2

2 1 0d y
dx

− =

  ÇÚ¼åð I.E
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12. ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðä» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ô¼ñ y = x ÔË?

(A)
2

2
2

d y dyx xy x
dxdx

− + = (B)
2

2
d y dyx xy x

dxdx
+ + =

(C)
2

2
2 0d y dyx xy

dxdx
− + = (D)

2

2 0d y dyx xy
dxdx

+ + =

9.5.  êÇÔñ¶ ́ î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ/Çâ×ðÆ ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆ
ÇòèÆ  (Methods of Solving First order, First Degree Differential Equations)
ÇÂÃ ôËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº êÇÔñ¶ ́ î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆÁ» ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆÁ»
Çå¿é ÇòèÆÁ» çÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í
9.5.1  Úñ» ù Áñ¼× Áñ¼× Õðé òÅñÆÁ» ÃîÆÕðä» (Differential equations with
variables separable)
êÇÔñ¶ ́ î Áå¶ êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¶á çðÃÅÇÂÁÅ ðÈê Ô¹¿çÅ ÔË :

F ( , )dy x y
dx

= ... (1)

Ü¶Õð F (x, y) ç¶ ×¹äéëñ g (x), h(y) ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ g (x), x çÅ ëñé
ÔË Áå¶ h(y),  y çÅ ëñé ÔË å» ÃîÆÕðä (1) Úñ» ù Áñ¼× Õðé òÅñÅ ÃîÆÕðä ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÁÇÜÔÅ Ô¯ä å¶ ÃîÆÕðä (1) ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

dy
dx

 = h (y) g (x) ... (2)

Ü¶Õð h (y) ≠ 0, å» Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä (2) ù
1
( )h y

 dy = g (x) dx ... (3)

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä (3) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéÇà×ðñ Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔË :

1 ( )
( )

dy g x dx
h y

=∫ ∫ ... (4)

ÇÂÃ êÌÕÅð ÃîÆÕðä (4)] Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË
:

H (y) = G (x) + C ... (5)
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ÇÂ¼æ¶  H (y) Áå¶ G (x) ́ îòÅð 1
( )h y  Áå¶ g (x) ç¶ êÌåÆ âËðÆòËÇàò Ôé Áå¶ C ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ ÔËÍ

À°çÅÔðä I. ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä 1
2

dy x
dx y

+
=

−
, (y ≠ 2) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ

1
2

dy x
dx y

+
=

−
 (y ≠ 2) ... (1)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú¯º Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
(2 – y) dy = (x + 1) dx ... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
(2 ) ( 1)y dy x dx− = +∫ ∫

Ü»
2 2

12 C
2 2
y xy x− = + +

Ü» x2 + y2 + 2x – 4y + 2 C1 = 0
Ü» x2 + y2 + 2x – 4y + C = 0 ... (3)
ÇÂ¼æ¶ C = 2C1

ÃîÆÕðä (3) ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË Í

À°çÅÔðä A@. ÇâøðËºÃÆÁñ ÃîÆÕðä 

2

2
1
1

dy y
dx x

+
=

+
 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 1 + y2 ≠ 0, ÇÂÃ ñÂÆ Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Ô¶á
ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË :

2 21 1
dy dx

y x
=

+ + ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 21 1
dy dx

y x
=

+ +∫ ∫
ÁðæÅå tan–1 y = tan–1x + C
ÇÂÔ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  24dy xy
dx

= −  çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð y = 1 Üç¯º

x = 0 ÔËÍ
Ô¼ñ : Ü¶Õð  y ≠ 0, å» Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
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2 4dy x dx
y

= − ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 4dy x dx
y

= −∫ ∫

Ü» 1
y

−  = – 2x2 + C

Ü» 2
1

2 C
y

x
=

−
... (2)

ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú y = 1 Áå¶ x = 0 íðé å¶ ÁÃÆº C = – 1 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

C çÆ ÕÆîå (2) Çò¼Ú íðé å¶ Çç¼åÆ ÔÂ̄Æ ÇâøðËºôñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ 2
1

2 1
y

x
=

+
 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AB. Çì¿çÈ (1] 1) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆ
ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä x .dy = (2x2 + 1). dx (x ≠ 0) ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
22 1xdy dx
x

 +
=  

 

Ü»
12dy x dx
x

 = + 
 

... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¶ êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
12dy x dx
x

 = +  ∫ ∫
Ü» y = x2 + log | x | + C ... (2)

ÃîÆÕðä (2) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâëðËºÃñ ÃîÆÕðä ç¶ Ô¼ñ òåð» ç¶ êÇðòÅð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË êð ÁÃÆº
ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ÖÅÃ îËºìð çÅ ÃîÆÕðä êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» Ü¯ Çì³çÈ (1] 1) åº̄ ×¹÷ðçÅ
Ô¯ò¶Í
* ñËìéÆ÷ ç¹¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ã¿Õ¶å 

dy

dx
ìÔ¹å ñÚÕÆñÅ ÔË Áå¶ ìÔ¹å ÔÆ ÇîäåÆ Áå¶ Á½êÚÅÇðÕ ð¹êÅåð» Çò¼Ú

À°êï¯×Æ Ô¹¿çÅ ÔË, ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº dx Áå¶ dy ù ÃèÅðé Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ åð·» òðåç¶ Ô»Í  dx Áå¶ dy ù Áñ¼× Áñ¼× Ãå·Å
î³é Õ¶ ÁÃÆº ìÔ¹å ÃÅðÆÁ» ÇîäåÆÁ» çÅ é¶óñÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í Ã¿ì¿è Çò¼Ú : Introduction to calculus
and Analysis, volume-I page 172, By Richard Courant, Fritz John Spinger — Verlog New York.
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ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú  x = 1,  y = 1 íðé å¶ ÃÅù C = 0 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ  C çÆ ÕÆîå
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú íð Õ¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä y = x2 + log | x | çÅ ðÈê êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä AC. Çì³çÈ  (–2, 3), Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ

(x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ Þ¹ÕÅò (ãñÅä) 2
2x
y

 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕÃ¶ òåð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ ãñÅä  dy
dx

 ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

2
2dy x

dx y
= ... (1)

Úñ» ù Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÃîÆÕðä (1) ù Ô¶á çðÃÅÂ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
y2 dy = 2x dx ... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ðñ
2 2y dy x dx=∫ ∫

Ü»
3

2 C
3
y x= + ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú  x = –2, y = 3 íðé å¶ ÃÅù C = 5 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

C çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÃÅù ñ¯óÆºçÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä 
3

2 5
3
y x= +   Ü»

1
2 3(3 15)y x= +

ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä AD. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ  5% ÃñÅéÅ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ¿é¶ ÃÅñ» Çò¼Ú
A@@@ ð¹: çÆ ðÕî ç¹¼×äÆ Ô¯ ÜÅò¶×Æ?

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ Ãî¶º t å¶ îÈñèé P ÔËÍ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ î¹ôÕñ ç¶ Áé°ÃÅð :
P 5 P

100
d
dt

 = ×  

Ü»
P P

20
d
dt

= ... (1)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
P

P 20
d dt

= ... (2)
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ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù ÇÂéÆ×ð¶à Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

log P = 1C
20
t

+

Ü» 120P
t

ce e= ⋅

Ü» 20P C
t

e= (ÇÂ¼æ¶ 1C Ce = ) ... (3)

Ô¹ä P = 1000, Üç¯º  t = 0
P Áå¶  t çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº C = 1000 êÌÅêå Õðç¶ Ô»
ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (3) å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

P = 1000 20
t

e
î³é ñÀ° t ÃÅñ» Çò¼Ú îÈñèé ç¯×¹äÅ Ô¯ Ü»çÅ ÔË, å»

2000 = 1000 20
t

e     ⇒  t = 20 loge2

ÁÇíÁÅÃ I².D
A å¯º A@ å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

1.
1 cos
1 cos

dy x
dx x

−
=

+
2. 24 ( 2 2)dy y y

dx
= − − < <

3. 1 ( 1)dy y y
dx

+ = ≠ 4. sec2 x tan y dx + sec2 y tan x dy = 0

5. (ex + e–x) dy – (ex – e–x) dx = 0 6. 2 2(1 ) (1 )dy x y
dx

= + +

7. y log y dx – x dy = 0 8. 5 5dyx y
dx

= −

9. 1sindy x
dx

−= 10. ex tan y dx + (1 – ex) sec2 y dy = 0

AA å¯º AD å¼Õ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà
Õðé òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

11. 3 2( 1) dyx x x
dx

+ + +  = 2x2 + x; y = 1 Ü¶Õð x = 0

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 415

12. 2( 1) 1dyx x
dx

− = ; y = 0 Ü¶Õð x = 2

13. cos dy a
dx

  = 
 

 (a ∈ R); y = 1 Ü¶Õð x = 0

14. tandy y x
dx

= ; y = 2 Ü¶Õð x = 0

15. Çì³çÈ (0] 0) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÁÇÜÔ¶ òÕð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆ ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä  y′ = ex sin x ÔËÍ

16. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ( 2) ( 2)dyxy x y
dx

= + +  ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ (1] &1) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ

òåð çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
17. Çì³çÈ (0, –2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ÁÇÜÔÆ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ

(x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ãñÅä Áå¶ À°Ã Çì³çÈ ù y ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ çÅ ×¹äéëñ À°Ã Çì³çÈ ç¶ x
Çéðç¶ô Á³Õ ç¶ ìðÅìð ÔéÍ

18. ÇÂ¼Õ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä, Ãêðô Çì³çÈ ù, Çì³çÈ (– 4, –3). ù
ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ ð¶ÖÅ Ö³â çÆ ãñÅä å¯º ç¹¼×äÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂÔ òåð Çì³çÈ (–2, 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔË
å» ÇÂÃ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

19. ÇÂ¼Õ ×¯ñÅÕÅð ×¹ìÅð¶ çÅ ÁÅÇÂåé, ÇÜÃ Çò¼Ú ÔòÅ íð Õ¶ ë¹ñÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÃÇæð ÚÅñ éÅñ
ìçñ ÇðÔÅ Ô»Í Ü¶Õð ô¹ðÈ Çò¼Ú ÇÂÃ ×¹ìÅð¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ C ÇÂÕÅÂÆ ÔË Áå¶ C ÃËÇÕ¿â ìÅÁç
F ÇÂÕÅÂÆ ÔË å» t ÃËÇÕ¿â ìÅÁç ÇÂÃ ×¹ìÅð¶ çÅ Áðè ÇòÁÅÃ êåÅ Õð¯Í

20. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ  r % ÃñÅéÅ ç¶ çð éÅñ Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð A@@ ð¹: A@ ÃÅñ»
Çò¼Ú ç¹¼×ä¶ Ô¯ Ü»ç¶ Ôé, å» r çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í  (loge2 = 0.6931).

21. ÇÕÃ¶ ìËºÕ Çò¼Ú îÈñèé Çò¼Ú òÅèÅ  5% ÃñÅéÅ çÆ çð éÅñ Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ìËºÕ Çò¼Ú A@@@ ð¹:
Üî·» ÕðòÅÂ¶ Ü»ç¶ ÔéÍ êåÅ Õð¯ ÇÕ A@ ÃÅñ» ìÅÁç ÇÂÔ ðÕî ÇÕ¿éÆ Ô¯ ÜÅò¶×ÆÍ (e0.5 =
1.648)

22. ÇÕÃÆ ÜÆòÅä± ÇÂÕ¼á Çò¼Ú ÜÆòÅä±Á» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ 1] 00] 000 ÔËÍ ç¯ Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú ÇÂÔé» çÆ
Ã¿ÇÖÁÅ 10% çÅ òÅèÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÕ¿é¶ Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú ÜÆòÅä±Á» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ B,@@,@@@ Ô¯ ÜÅò¶×Æ,
Ü¶Õð ÜÆòÅä±Á» çÅ òÅèÅ çð À°Ôé» ç¶ î½÷Èç Ã¿ÇÖÁÅ çÅ ÃîÅé Áé°êÅå ÔËÍ

23. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä x ydy e
dx

+= çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) ex + e–y = C (B) ex + ey = C
(C) e–x + ey = C (D) e–x + e–y = C
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9.5.2  ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (Homogenous differential equations)
x Áå¶ y ç¶ ÇéîéÇñÖå ëñé» å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

F1 (x, y) = y2 + 2xy, F2 (x, y) = 2x – 3y,

F3 (x, y) = cos y
x

 
 
 

, F4 (x, y) = sin x + cos y

Ü¶Õð À°êð¯Õå ëñé» Çò¼Ú x Áå¶ y ù ÇÕÃ¶ ÁÚñ λ ç¶ ñÂÆ ́ îòÅð λx Áå¶ λy éÅñ åìçÆñ
ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÃÅù êÌÅêå Ô¯ò¶×ÅÍ

F1 (λx, λy) = λ2 (y2 + 2xy) = λ2 F1 (x, y)
F2 (λx, λy) = λ (2x – 3y) = λ F2 (x, y)

F3 (λx, λy) = cos cosy y
x x

λ   =   
λ   

 = λ0  F3 (x, y)

F4 (λx, λy) = sin λx + cos λy ≠ λn F4 (x, y), Õ¯ÂÆ òÆ n ç¶ ñÂÆ
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÇÂÔ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ëñé  F1, F2, F3 ù F(λx, λy) = λn F (x, y) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, êð ëñé F4 ù ÇÂÃ ðÈê Çò¼Ú éÔÆº ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå
êÇðíÅôÅ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ëñé F(x, y), n ´î òÅñÆ ÃîðÈê ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃëð ÁÚñ λ ç¶ ñÂÆ
F (λx, λy) = λn F(x, y)

ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ À°êð¯Õå À°çÅÔðä» Çò¼Ú F1, F2, F3 ´îòÅð 2, 1, 0 Õ¯àÆ òÅñÆ ÃîðÈê
ëñé ÔË Üç¯º ÇÕ F4 ÃîðÈê ëñé éÔÆº ÔËÍ
ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ

2
2 2

1 12
2F ( , ) y y yx y x x h
x xx

   = + =   
  

Ü» 2 2
1 2

2F ( , ) 1 x xx y y y h
y y

   = + =   
   

,

1 1
2 3

3F ( , ) 2 y yx y x x h
x x

   = − =   
   

Ü» 1 1
2 4F ( , ) 2 3x xx y y y h

y y
   = − =   
   

,

3 5F ( , ) cos y yx y x x h
x x

°   = ° =   
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4 6F ( , ) n yx y x h
x

 ≠  
 

, n ∈ N ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ÕÆîå ñÂÆ

Ü» F4 (x, y) ≠ 7
n xy h

y
 
 
 

, n ∈ N

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ëñé  F (x, y), n ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð

F (x, y) = n ny xx g y h
x y

   
      

vFkok

dy
dx = F (x, y)   ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÃîðÈê ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Ü¶Õð F(x, y) ×Ëð ÜÆð¯ Õ¯àÆ
òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ

( )F ,dy yx y g
dx x

 = =  
 

... (1)

ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº  
y
x

= v Ü»
y = v x ... (2)

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :
ÃîÆÕðä (2) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

dy dvv x
dx dx

= + ... (3)

ÃîÆÕðä (3) å¯º 
dy
dx

 çÆ ÕÆîå ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

 ( )dvv x g v
dx

+ =

Ü» ( )dvx g v v
dx

= − ... (4)

ÃîÆÕðä (4) Çò¼Ú Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

( )
dv dx

g v v x
=

−
... (5)

ÃîÆÕðä (5) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» ù ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
1 C

( )
dv dx

g v v x
= +

−∫ ∫ ... (6)

Ü¶Õð v ù y
x

Çò¼Ú íÇðÁÅ ÜÅò¶ å» ÃîÆÕðä (6)] ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

Ü»
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AÇà¼êäÆ   Ü¶Õð ÃîðÈê ÇâëðËéôñ ÃîÆÕðä F( , )dx x y
dy

=  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ ÇÂ¼æ¶

 F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔË å» ÁÃÆº x v
y

=  Ü» x = vy íð ÃÕç¶ Ô» Áå¶ Çëð

À°êð¯Õå ÚðÚÅ ç¶ Áé°ÃÅð F( , )dx xx y h
dy y

 
= =  

 
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ Õ¶ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õðé

ñÂÆ Á¼×¶ òèç¶ Ô»Í

À°çÅÔðä AE. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (x – y) 
dy
dx

 = x + 2y ÃîðÈê ÔË Áå¶ ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ

êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2dy x y
dx x y

+
=

−
... (1)

î³é ñÀ°  F (x, y) = 
2x y

x y
+
−

Ô¹ä
( 2 )F( , ) F( , )
( )
x yx y x y
x y

λλ λ λ
λ

+
= = ⋅

−
o

ÇÂÃ ñÂÆ F(x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ
Á³å : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË :
ìçñ :

21

1

y
dy yx gydx x

x

 +   = =   
  −

 
... (2)

ÃîÆÕðä (2) çÅ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ yg
x

 
  

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ÇÃëð ́ î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé

ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä (1) ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº íðç¶ Ô» :

y = vx ... (3)
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ÃîÆÕðä (3) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
dy dvv x
dx dx

= + ... (4)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú y  Áå¶  
dy
dx

çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

1 2
1

dv vv x
dx v

+
+ =

−

Ü»
1 2
1

dv vx v
dx v

+
= −

−

Ü»
2 1
1

dv v vx
dx v

+ +
=

−

Ü» 2
1

1
v dxdv

xv v
− −

=
+ +

... (5)

ÃîÆÕðä (5) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂéàË×ð¶à Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2
1

1
v dxdv

xv v
−

= −
+ +∫ ∫

Ü» 2
1 2 1 3 log C
2 1

v dv x
v v

+ −
= − +

+ +∫

Ü» 2 2
1 2 1 3 1 log C
2 21 1

v dv dv x
v v v v

+
− = − +

+ + + +∫ ∫

Ü» 2
2

1 3 1log 1 log C
2 2 1

v v dv x
v v

+ + − = − +
+ +∫

Ü» 2
22

1 3 1log 1 log C
2 2 1 3

2 2

v v dv x

v

+ + − = − +
  + +  

   

∫

Ü» 2 11 3 2 2 1log 1 . tan log C
2 2 3 3

vv v x− + + + − = − + 
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Ü» 2 2 11 1 2 1log 1 log 3 tan C
2 2 3

vv v x − + + + + = + 
 

v  ù y
x

, Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

Ü»
2

2 1
2

1 1 2log 1 log 3 tan C
2 2 3

y y y xx
xx x

− + + + + = + 
 

Ü»
2

2 1
12

1 2log 1 3 tan C
2 3

y y y xx
xx x

−  + + + = +     

Ü» 2 2 1
1

2log ( ) 2 3 tan 2C
3

y xy xy x
x

− + + + = + 
 

Ü» 2 2 1 2log ( ) 2 3 tan C
3

x yx xy y
x

− + + + = + 
 

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AF. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÆÕðä cos cosy dy yx y x
x dx x

   = +   
   

 ÃîðÈê ÔË Áå¶

ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÇÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

cos

cos

yy xdy x
ydx x
x

  +  
=

 
  

... (1)

ÇÂ¼æ¶ F( , )dy x y
dx

= ç¶ ðÈê çÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË

ÇÂ¼æ¶ F (x, y) = 
cos

cos

yy x
x

yx
x

  + 
 

 
 
 

 ÔËÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 421

x ù λx éÅñ Áå¶ y ù λy éÅñ åìçÆñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

F (λx, λy) = 0
[ cos ]

[F( , )]
cos

yy x
x x y

yx
x

 + 
  =

 
 
 

λ
λ

λ

F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ Áå¶ íðç¶ Ô» :

y = vx ... (2)
ÃîÆÕðä (2) çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

dy dvv x
dx dx

= + ... (3)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú  y Áå¶ 
dy
dx

 çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cos 1
cos

dv v vv x
dx v

+
+ =

Ü»
cos 1
cos

dv v vx v
dx v

+
= −

Ü»
1

cos
dvx
dx v

=

Ü» cos dxv dv
x

=

ÇÂÃ ñÂÆ  
1cosv dv dx
x

=∫ ∫
Ü» sin v = log | x | + log | C|
Ü» sin v = log | Cx |

v ù 
y
x
 Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

sin log Cy x
x

  = 
 

ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (1) çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
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À°çÅÔðä AG. Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 2 ( 2 ) 0
x x
y yy e dx y x e dy+ − = ÃîðÈê ÔË Áå¶

Ü¶Õð x = 0 Üç¯º y = 1 Çç¼åÅ Ô¯ò¶ å» ÇÂÃ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2

2

x
y

x
y

dx x e y
dy

y e

−
= ... (1)

î³é ñÀ° F(x, y) 
2

2

x
y

x
y

xe y

ye

−
=   å»   F(λx, λy) 

2

[F ( , )]

2

x
y

x
y

xe y

x y

ye

λ

λ

λ

°

 
 −
 
 = =

 
 
  

Á³å : F (x, y) ÇÃëð ´î òÅñÅ ÃîðÈê ëñé ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇÂ¼Õ ÃîðÈê ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÇÂÃ çÅ Ô¼ñ ñ¼íä ñÂÆ, ÁÃÆº x = vy íðç¶ Ô»Í
ÃîÆÕðä (2) çÅ  y éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

+dx dvv y
dy dy

=

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú dxx
dy

,oa  çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 1
2

v

v
dv v ev y
dy e

−
+ =

Ü» 2 1
2

v

v
dv v ey v
dy e

−
= −

Ü»
1

2 v
dvy
dy e

= −

Ü» 2 v dye dv
y

−
=

Áå¶
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Ü» 2 .v dye dv
y

= −∫ ∫
Ü» 2 ev = – log | y | + C

v ù 
x
y  íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2 
x
ye  + log | y | = C ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú x = 0 Áå¶ y = 1 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2 e0 + log | 1 | = C ⇒ C = 2

C çÆ ÕÆîå ÁÃÆº ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2  
x
ye  + log | y | = 2

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä AH. çðÃÅÀ° ÇÕ òåð» ç¶ êÇðòÅð, ÇÜé·» ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÆ

ãñÅä
2 2

2
x y

xy
+  ÔË, x2 – y2 = cx ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ òåð» ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ 
dy
dx

 ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ
2 2

2
dy x y
dx xy

+
=  Ü» 

2

21

2

y
dy x

ydx
x

+
= ... (1)

ÃÅë å½ð å¶ : ÃîÆÕðä (1) ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÇÂÃ ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº y = vx íðç¶ Ô»Í
y = vx çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

dy dvv x
dx dx

= +    Ü» 
21

2
dv vv x
dx v

+
+ =

Á³å
21

2
dv vx
dx v

−
= Ü»   2

2
1

v dxdv
xv

=
−

  Ü» 2
2

1
v dxdv

xv
= −

−
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ÇÂÃ ñÂÆ 2
2 1

1
v dv dx

xv
= −

−∫ ∫
Ü» log | v2 – 1 | = – log | x | + log | C1 |
Ü» log | (v2 – 1) (x) | = log |C1|
Ü» (v2 – 1) x =  ±  C1

v ù 
y
x

  íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2

12 1 Cy x
x

 
− = ± 

 

Ü» (y2 – x2) = ± C1 x ;k x2 – y2 = Cx

ÁÇíÁÅÃ I.E
A å¯º A@ å¼Õ Çç¼å¶ Ôð¶Õ êÌôé Çò¼Ú çðÃÅÀ° ÇÕ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÃîðÈê ÔË Áå¶ ÇÂÃ
Çò¼Ú¯º Ôð ÇÂ¼Õ ù Ô¼ñ Õð¯ :

1. (x2 + xy) dy = (x2 + y2) dx 2.
x yy

x
+′ =

3. (x – y) dy – (x + y) dx = 0 4. (x2 – y2) dx + 2xy dy = 0

5. 2 2 22dyx x y xy
dx

= − + 6. x dy – y dx = 2 2x y dx+

7. cos sin sin cosy y y yx y y dx y x x dy
x x x x

          + = −          
          

8. sin 0dy yx y x
dx x

 − + = 
 

9. log 2 0yy dx x dy x dy
x

 + − = 
 

10. 1 1 0
x x
y y xe dx e dy

y

   
+ + − =     

AA åº̄ AE å¼Õ ç¶ êÌôé» ç¶ Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ êÌåÆì¿ç ù Ã¿å°ôà Õðé òÅñÅ
ÖÅÃ Ô¼ñ ñ¼ÇíÁÅ ÜÅò¶Í
11. (x + y) dy + (x – y) dx = 0; y = 1 Ü¶Õð x = 1
12. x2 dy + (xy + y2) dx = 0; y = 1 Ü¶Õð x = 1

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 425

13. 2sin 0;
4

yx y dx x dy y
x

  π  − + = =    
 Ü¶Õð x = 1

14. cosec 0dy y y
dx x x

 − + = 
 

;  y = 0 Ü¶Õð x = 1

15. 2 22 2 0dyxy y x
dx

+ − = ;  y = 2 Ü¶Õð x = 1

16.
dx xh
dy y

 =  
 

 ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ Ô¶á» ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú

ÇÕÔóÅ êÌåÆ ÃæÅêé ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË:
(A) y = vx (B) v = yx (C) x = vy (D) x = v

17. ÇéîéÇñÖå Çò¼Úº̄ ÇÕÔóÆ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË?
(A) (4x + 6y + 5) dy – (3y + 2x + 4) dx = 0

(B) (xy) dx – (x3 + y3) dy = 0

(C) (x3 + 2y2) dx + 2xy dy = 0

(D) y2 dx + (x2 – xy – y2) dy = 0

9.5.3  ð¶ÖÆ ÇâëðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä (Linear differential equations)

P Qdy y
dx

+ = ,

ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú P Áå¶ Q ÁÚñ íÅò ÇÃðë x ç¶ ëñé ÔË, êÇÔñÆ Õ¯àÆ
çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ êÇÔñÆ Õ¯àÆ ç¶ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆÁ» À°çÅÔðä»
Õ°Þ ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé :

sindy y x
dx

+ =

1 xdy y e
dx x

 + = 
 

1
log

dy y
dx x x x

 + = 
 

êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ çÈÜÅ ðÈê ÃËÇÕ¿â 1 1P Qdx x
dy

+ =  ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú P1

Áå¶ Q1 ÁÚñ íÅò ÇÃðë y ç¶ ëñé ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆÁ» À°çÅÔðä»
Çéîé ÇñÖå Ôé :
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22 ydx x y e
dy y

−−
+ =

êÇÔñ¶ ́ î çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

P Qdy y
dx

+ = ... (1)

ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÃîÆÕðä ç¶ ç¯éº̄ êÅÇÃÁ» ù x ç¶ ëñé g (x) éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

g (x) 
dy
dx

 + P.. g (x) y = Q . g (x) ... (2)

g (x) çÆ Ú¯ä ÇÂÃ åð·» Õð¯ å» ÇÕ ÃîÆÕðä çÅ Ã¼ÜÅ êÅÃÅ y . g (x) çÅ âËðÆòËÇàò ìä ÜÅò¶ :

Ü» g (x) 
dy
dx

 + P.. g (x) y = 
d
dx

 [y . g (x)]

Ü»  g (x) 
dy
dx

 + P.. g (x) y = g (x) 
dy
dx

 + y g′ (x)

⇒ P. g (x) = g′ (x)

Ü»
( )P =
( )

g x
g x
′

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ  x éÅñ ÇÂéàË×ðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
( )P =
( )

g xdx dx
g x
′

∫ ∫

Ü» ( )P. = log ( )dx g x∫
Ü» g (x) = P dxe∫

ÃîÆÕðä (1) ù  g(x) = e∫ pdx éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ À°Ã ÃîÆÕðä çÅ Ö¼ìÅ êÅÃÅ x Áå¶ y ç¶ ÇÕÃ¶
ëñé çÅ âËðÆòËÇàò ìä Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ ëñé g(x) = e∫ pdx Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ
ÇÂéàË×ð¶à ×¹äéÖ³â (I.F.)  ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú  g (x) çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

P Q.pdx pdx pdxdye e y e
dx

∫ ∫ ∫+ =

Ü» ( )P PQdx dxd y e e
dx

∫ ∫=

ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x, éÅñ ÇÂéàË×ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
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( )P PQdx dxy e e dx∫ ∫⋅ = ⋅∫

Ü» ( )P PQ Cdx dxy e e dx−∫ ∫= ⋅ ⋅ +∫
ÇÂÔ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

êÇÔñÆ Õ¯àÆ ç¶ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ñ¯óÆºç¶ Õçî

(i) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù P Qdy y
dx

+ =  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ ÇÜÃ Çò¼Ú P, Q ÁÚñ

Ü» ÇÃðë x ç¶ ëñé ÔËÍ
(ii) ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â (I.F.) = Pdxe∫  êåÅ Õð¯Í
(iii) Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ¯ :

 y . (I.F.) = ( )Q × I.F. Cdx +∫

Ü¶Õð êÇÔñÆ Õ¯àÆ çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 1 1P Qdx x
dy

+ =  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú P1 Áå¶

Q1 ÁÚñ Ü» Õ¶òñ y ç¶ ëñé ÔË å» I.F. = 1P dye∫  Áå¶

x . (I.F.) = ( )1Q × I.F. Cdy +∫  ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË:

À°çÅÔðä AI. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cosdy y x
dx

− =  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

P Qdy y
dx

+ = ÔË, ÇÜ¼æ¶ P = –1 Áå¶ Q  =  cos x

ÇÂÃ ñÂÆ 1I.F. dx xe e− −∫= =
ÃîÆÕðä ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù  I.F. éÅñ ×¹äÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

cosx x xdye e y e x
dx

− − −− =

Ü» ( ) cosx xd ye e x
dx

− −=
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ç¯é¯º êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ ÇÂÇà×ð¶ôé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
cos Cx xy e e x dx− −= +∫ ... (1)

î³é ñÀ° ÇÕ I = cosxe x dx−∫

= cos ( sin ) ( )
1

x
xex x e dx

−
− 

− − − 
−  ∫

= cos sinx xx e x e dx− −− − ∫
= cos sin (– ) cos ( )x x xx e x e x e dx− − − − − − − ∫
= cos sin cosx x xx e x e x e dx− − −− + − ∫

Ü» I = – e–x cos x + sin x e–x – I
Ü» 2I = (sin x – cos x) e–x

Ü» I =
(sin cos )

2

xx x e−−

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
sin cos C

2
x xx xy e e− −− = + 

 

Ü»
sin cos C

2
xx xy e−

= +

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 22 ( 0)dyx y x x
dx

+ = ≠  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔË :
22dyx y x

dx
+ = ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é¯º êÅÇÃÁ» ù x éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
2dy y x

dx x
+ =

ÇÂÔ P Qdy y
dx

+ = , ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ 
2P
x

=  Áå¶ Q = x ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ   I.F. = 
2 dx
xe∫ = e2 log x = 

2log 2xe x= lo g ( )[ ( ) ]f xe f x=t Sl k fdÇÜÃ åð·» ÇÕÇÜò¶º ÇÕ
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ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ
y . x2 = 2( ) ( ) Cx x dx +∫  = 3 Cx dx +∫

Ü»
2

2C
4
xy x−= +

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä y dx – (x + 2y2) dy = 0 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

2dx x y
dy y

− =

ÇÂÔ 1 1P Qdx x
dy

+ = ,ç¶ ð Èê òÅñÆ ð¶ÖÆ ÇâëðË ºôñ ÃîÆÕðä ÔË ÇÂ¼æ¶  1
1P
y

= −  Áå¶

Q1 = 2y ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ 1
1

log log( ) 1I.F
dy

y yye e e
y

−−
−∫

= = = =

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

ÇÂÃ ñÂÆ 1 1(2 ) Cx y dy
y y

 = + 
 

∫

Ü» 2 Cx dy
y

= +∫

Ü» 2 Cx y
y

= +

Ü» x = 2y2 + Cy
ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BB. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

cot dx y x
dy

+  = 2x + x2 cot x (x ≠ 0)

çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ  y = 0 Ü¶Õð 
2

x π
=

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  P Qdy y
dx

+ = , ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
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ÇÂ¼æ¶  ÇÂ¼æ¶ P = cot x Áå¶ Q = 2x + x2 cot x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
cot log sinI.F = sinx dx xe e x∫ = =

ÇÂÃ ñÂÆ : Çç¼å¶ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :
y . sin x = ∫ (2x + x2 cot x) sin x dx + C

Ü» y sin x = ∫ 2x sin x dx + ∫ x2 cos x dx + C

Ü» y sin x = 
2 2

22 2sin cos cos C
2 2
x xx x dx x x dx

   
− + +   

   ∫ ∫
Ü» 2 2 2sin sin cos cos Cy x x x x x dx x x dx= − + +∫ ∫
Ü» y sin x = x2 sin x + C ... (1)

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú  y = 0 Áå¶ 
2

x π
=  íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

0 sin C
2 2
π π   = +     

Ü»
2

C =
4

− π

ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

2sin = sin
4

y x x x π
−

Ü»
2

2= (sin 0)
4 sin

y x x
x

π
− ≠

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ

À°çÅÔðä BC. Çì¿çÈ (0] 1) Çò¼Ú ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÃ òåð
ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (x, y) å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ ç¶  x í¹ÜÅ Áå¶ x Çéðç¶ô Á³Õ Áå¶  y Çéðç¶ô
Á³Õ (Á³Õ) ç¶ ×¹äéëñ ç¶ Ü¯ó ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ òåð çÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä 
dy
dx

 ç¶ ìðÅìð Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

dy x xy
dx

= +

Ü»
dy xy x
dx

− = ... (1)
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ÃîÆÕðä (1)] P Qdy y
dx

+ =  ç¶ ðÈê çÆ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ P = – x

Áå¶ Q  =  x ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
2

2I.F. = 
x

x dxe e
−

−∫ =
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

( )2 2

2 2. ( ) C
x x

y e x dxe
− −

= +∫ ... (2)

î³é ñÀ°
2

2I ( )
x

x dxe
−

= ∫
î³é ñÀ°

2

2
x t−

= , å» – x dx = dt Ü» x dx = – dt

ÇÂÃ ñÂÆ
2

2I –
x

t te dt e e
−

= − = − =∫
ÃîÆÕðä  (2) Çò¼Ú I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2 2

2 2 + C
x x

y e e
− −

= −

Ü»
2

21 C
x

y e= − + ... (3)
ÃîÆÕðä (3) òåð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÃîÆÕðä ÔË, êð ÁÃÆº ÇÂÃ êÇðòÅð ç¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ îËºìð çÆ
ÃîÆÕðä êåÅ ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿ç¶ Ô» Ü¯ Çì³çÈ  (0] 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú x = 0 Áå¶ y
= 1 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

1 = – 1 + C . eo  Ü»   C = 2
ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

21 2
x

y e= − +

ÇÂÔ òåð» çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ I. F
A å¯º AB å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú, Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

1. 2 sindy y x
dx

+ = 2. 23 xdy y e
dx

−+ = 3. 2dy y x
dx x

+ =

4. (sec ) tan 0
2

dy x y x x
dx

π + = ≤ < 
 

5. 2cos tandyx y x
dx

+ =  0
2

x π ≤ < 
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6. 22 logdyx y x x
dx

+ = 7.
2log logdyx x y x

dx x
+ =

8. (1 + x2) dy + 2xy dx = cot x dx (x ≠ 0)

9. cot 0 ( 0)dyx y x xy x x
dx

+ − + = ≠ 10. ( ) 1dyx y
dx

+ =

11. y dx + (x – y2) dy = 0 12. 2( 3 ) ( 0)dyx y y y
dx

+ = > .

AC å¯º AE å¼Õ ç¶ êÌôé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» Ô¯ÂÆÁ» ôðå» ù Ã¿å°ôà
Õðé òÅñÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯ :

13. 2 tan sin ; 0
3

dy y x x y x
dx

π
+ = = =;fn

14. 2
2

1(1 ) 2 ; 0 1
1

dyx xy y x
dx x

+ + = = =
+

;fn

15. 3 cot sin 2 ; 2
2

dy y x x y x
dx

π
− = = =;fn

16. îÈñ Çì³çÈ åº̄ ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ   (x, y)
å¶ Ãêðô ð¶ÖÅ çÅ ãñÅä, À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ Ü¯ó ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

17. Çì¿çÈ (0] 2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÃ òåð ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ ç¶
Çéðç¶ô Á³Õ çÅ Ü¯ó À°Ã Çì³çÈ å¶ ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ Ãêðô ð¶ÖÅ ç¶ ãñÅä ç¶ éåÆÜ¶ å¯º E Ç÷ÁÅçÅ ÔËÍ

18. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 
22dyx y x

dx
− =  çÅ ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â ÔË :

(A) e–x (B) e–y (C)
1
x

(D) x

19. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  2(1 ) dxy yx
dy

− +  = ( 1 1)ay y− < <  çÅ ÇÂéÇà×ð¶à ×¹äéÖ³â ÔË :

(A) 2
1

1y − (B) 2

1

1y − (C) 2
1

1 y− (D) 2

1

1 y−

Ü¶Õð

Ü¶Õð

Ü¶Õð
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ÇâøðËºôÆÁñ
À°çÅÔðä BD. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ ëñé  y = c1 eax cos bx + c2 eax sin bx, ÇÜ¼æ¶ c1, c2 ÃòË ÇÂ¼Û ÁÚñ
ÔË, ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

( )
2

2 2
2 2 0d y dya a b y

dxdx
− + + =  çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé ÔË :

[ ]1 2cos sinaxy e c bx c bx= + ... (1)

ÃîÆÕðä (1) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ x éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

[ ] [ ]1 2 1 2– sin cos cos sin .ax axdy e bc bx bc bx c bx c bx e a
dx

= + + +

Ü» 2 1 2 1[( )cos ( )sin ]axdy e bc a c bx a c bc bx
dx

= + + − ... (2)

ÃîÆÕðä (2) ç¶ ç¯é» êÅÇÃÁ» çÅ x, éÅñ âËðÆòËÇàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ
2

2 1 2 12 [( ) ( sin . ) ( ) (cos . )]axd y e bc a c bx b ac bc bx b
dx

= + − + −

  + 2 1 2 1[( ) cos ( ) sin ] .axbc ac bx ac bc bx e a+ + −

= 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1[( 2 ) sin ( 2 ) cos ]axe a c abc b c bx a c abc b c bx− − + + −

Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú  
2

2 ,d y dy
dxdx

 Áå¶ y çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

Ö¼ìÅ êÅÃÅ 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1[ 2 )sin ( 2 )cos ]axe a c abc b c bx a c abc b c bx= − − + + −

2 1 2 12 [( )cos ( )sin ]axae bc ac bx ac bc bx− + + −

2 2
1 2( ) [ cos sin ]axa b e c bx c bx+ + +

( )2 2 2 2 2
2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1

2 2 2 sin

( 2 2 2 )cos
ax a c abc b c a c abc a c b c bx

e
a c abc b c abc a c a c b c bx

 − − − + + +
 =
 + + − − − + + 

=  [0 sin 0cos ]axe bx bx× + = eax × 0 = 0  = Ã¼ÜÅ êÅÃÅ
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ
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vko‘Qfr 9-6

À°çÅÔðä BE. çÈÜ¶ Ú½æÅÂÆ Ú¼Õð Çò¼Ú ÁÇÜÔ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯
Ü¯ Çéð¶ôÕ Á³Õ ç¶ ç¯ò¶º è¹ÇðÁ» ù Ãêðô ÕðçÅ Ô¯ò¶Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ°, Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ è¹ð¶ ù Ãêðô Õðé òÅñÅ Áå¶ çÈÜ¶ Ú½æÅÂÆ Ú¼Õð Çò¼Ú ìä¶ Ú¼Õð» ç¶
Õ°ñ  C ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ Õ°ñ ç¶ ÇÕÃ¶ îËºìð çÅ Õ¶ºçð Çì³çÈ Çéðç¶ô Á³Õ (–a, a) ÔË
(ÇÚ¼åð I. F ç¶Ö¯)A
Õ°ñ C ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÃîÆÕðä ÔË :

(x + a)2 + (y – a)2 = a2 ... (1)
Ü» x2 + y2 + 2ax – 2ay + a2 = 0 ... (2)
ÃîÆÕðä (2) çÅ  x ç¶ âËðÆò¶Çàò Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 2 2 2 0dy dyx y a a
dx dx

+ + − =

Ü» 1dy dyx y a
dx dx

 + = − 
 

Ü» 1
x y ya

y
′+

=
′ −

ÃîÆÕðä (1) çÅ a çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2 2 2

1 1 1
x y y x y y x y yx y

y y y
′ ′ ′+ + +     + + − =     ′ ′ ′− − −     

Ü» [ ] [ ] [ ]2 2 2x y x x y y y y y x y y x y y′ ′ ′ ′ ′− + + + − − − = +

Ü» (x + y)2 2y′  + [x + y]2 = [x + y y′]2

Ü» (x + y)2 [ ( )2y′  + 1] = [x + y y′]2

Ü¯ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Ú¼Õð» ç¶ Õ°ñ ù çðÃÅÀ°ä òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä BF. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä log 3 4dy x y
dx

  = + 
 

 çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= 0 Üç¯º  x = 0
Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ô¶á ÇñÖ¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :

(3 4 )x ydy e
dx

+=

ÇÚ¼åð I.F
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Ü» 3 4x ydy e e
dx

= ⋅ ... (1)

Úñ» ù Áñ¼× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
3

4
x

y
dy e dx
e

=

ÇÂÃ ñÂÆ 4 3y xe dy e dx− =∫ ∫

Ü»
4 3

C
4 3

y xe e−

= +
−

Ü» 4 e3x + 3 e– 4y + 12 C = 0 ... (2)
ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú x = 0 Ü» y = 0 êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

4 + 3 + 12 C = 0 Áå¶ C = 
7

12
−

ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú C çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº
4 e3x + 3 e– 4y – 7 = 0, êÌÅêå Õðç¶ Ô»

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÆÕðä çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ ÔËÍ
À°çÅÔðä BG. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

(x dy – y dx) y sin 
y
x

 
 
 

 = (y dx + x dy) x cos 
y
x

 
 
 

 ù Ô¼ñ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

2 2sin cos cos siny y y yx y x dy xy y dx
x x x x

          − = +                    

Ü»

2

2

cos sin

sin cos

y yxy ydy x x
y ydx xy x
x x

   +   
   =
   −   
   

Ã¼Ü¶ êÅÃ¶ ç¶ Á³ô Áå¶ Ôð ç¯é» ù  x2 éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
2

2cos sin

sin cos

y y y y
dy x x xx

y y ydx
x x x

    +        =
   −   
   

... (1)
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ÃÅë å½ð å¶; ÃîÆÕðä (1)] 
dy yg
dx x

 =  
 

 ç¶ ðÈê çÅ ÃîðÈêÆ ÃîÆÕðä ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ  ÃîÆÕðä

ù Ô¼ñ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº
y = vx ... (2)

íðç¶ Ô»Í

Ü»
dy dvv x
dx dx

= +

Ü»
2cos sin

sin cos
dv v v v vv x
dx v v v

+
+ =

−
 [ÃîÆÕðä (1)Áå¶ (2) çÅ êÌï¯× Õðé å¶]

Ü»
2 cos

sin cos
dv v vx
dx v v v

=
−

Ü»
sin cos 2

cos
v v v dxdv

v v x
−  = 

 

ÇÂÃ ñÂÆ   
sin cos 12

cos
v v v dv dx

v v x
−  = 

 ∫ ∫

Ü»
1 1tan 2v dv dv dx
v x

− =∫ ∫ ∫
Ü» 1log sec log | | 2log | | log | C |v v x− = +

Ü» 12
seclog log Cv
v x

=

Ü» 12
sec Cv
v x

= ± ... (3)

ÃîÆÕðä (3) Çò¼Ú¯º  v  ù 
y
x

 íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2

sec
C

( )

y
x

y x
x

 
 
  =

 
 
 

] ÇÜ¼æ¶ C = ± C1

Ü» sec Cy xy
x

  = 
 

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
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À°çÅÔðä BH. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä
(tan–1y – x) dy = (1 + y2) dx çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çéîé ÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
1

2 2
tan

1 1
dx x y
dy y y

−

+ =
+ + ... (1)

ÃîÆÕðä (1)] 1Pdx
dy

+  x = Q1, ç¶ ðÈê çÅ ð¶ÖÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ ÇÜ¼æ¶

1 2
1P

1 y
=

+
 Áå¶ 

1

1 2
tanQ
1

y
y

−

=
+

ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

12
1

tan1I.F.
dy

yye e
−+∫

= =

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔË :

1 1
1

tan tan
2

tan C
1

y yyxe e dy
y

− −
− 

= + 
+ 

∫ ... (2)

î³é ñÀ° 1
1

tan
2

tanI
1

yy e dy
y

−
− 

=  
+ 

∫

tan–1 y = t íðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ  2
1

1
dy dt

y
  = + 

ÇÂÃ ñÂÆ I = tt e dt∫ , I = t et – ∫1 . et et, I = t et – et = et (t – 1)

Ü» I =  1tan ye
− (tan–1y –1)

ÃîÆÕðä (2) Çò¼Ú¯º I çÆ ÕÆîå íðé å¶ ÁÃÆº
1 1tan tan 1. (tan 1) Cy yx e e y

− − −= − + êÌÅêå Õðç¶ Ô»

Ü» x = 11 tan(tan 1) C yy e
−− −− +

ÇÂÔ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ
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ÁÇèÁÅÇÂ I Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. ÇéîéÇñÖå ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðäÅ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÆ ́ î Áå¶ Õ¯àÆ (Ü¶Õð êÌíÅÇôå ÔË) êåÅ Õð¯Í

(i)
22

2 5 6 logd y dyx y x
dxdx

 + − = 
 

         (ii)  
3 2

4 7 sindy dy y x
dx dx

   − + =   
   

(iii)
4 3

4 3sin 0d y d y
dx dx

 
− = 

 
2. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ñÂÆ êðÖ Õð¯ ÇÕ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ëñé (ÁÃêôà Ü» Ãêôà)

Ã¿×å ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÔËÍ

(i) xy = a ex + b e–x + x2 :
2

2
2 2 2 0d y dyx xy x

dxdx
+ − + − =

(ii) y = ex (a cos x + b sin x) :
2

2 2 2 0d y dy y
dxdx

− + =

(iii) y = x sin 3x :
2

2 9 6cos3 0d y y x
dx

+ − =

(iv) x2 = 2y2 log y : 2 2( ) 0dyx y xy
dx

+ − =

3. (x – a)2 + 2y2 = a2, ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÂ¶ òåð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ
ÇéðîÅä Õð¯ Üç ÇÕ a ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂÛå ÁÚñ ÔËÍ

4. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ x2 – y2 = c (x2 + y2)2 ÇÂ¼æ¶ c ÇÂ¼Õ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ÔË, ÇâøðËºôÆÁñ
ÃîÆÕðä] (x3 – 3x y2) dx = (y3 – 3x2y) dy çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔËÍ

5. êÇÔñ¶ Ú½æÅÂÆ Ú¼Õð Çò¼Ú ÁÇÜÔ¶ Ú¼Õð» ç¶ êÇðòÅð çÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯
Çéðç¶ô Á³Õ» ç¶ è¹ÇðÁ» ù Ãêðô ÕðçÆ ÔËÍ

6. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  
2

2
1 0
1

dy y
dx x

−
+ =

−
] Üç¯ºÇÕ x ≠1 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

7. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 

2

2
1 0
1

dy y y
dx x x

+ +
+ =

+ +
 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ

(x + y + 1) = A (1 – x – y – 2xy) ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú A ÇÂ¼Õ êÌÅÚñ (êËðÅîÆàð) ÔËÍ

8. Çì³çÈ 0,
4
π 

 
 

 Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ òåð çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä sin x cos y dx + cos x sin y dy = 0 ÔËÍ
9. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (1 + e2x) dy + (1 + y2) ex dx = 0 çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ

Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ  y = 1 Ü¶Õð x = 0.
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10. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 2 ( 0)
x x
y yy e dx x e y dy y

  = + ≠  çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

11. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (x – y) (dx + dy) = dx – dy çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y
= –1, Ü¶Õð x = 0 (Ã¿Õ¶å  x – y = t ð¼Ö¯ a)A

12. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä 
2

1 ( 0)
xe y dx x

dyx x

− 
− = ≠ 

 
 çÅ Ô¼ñ êåÅ Õð¯Í

13. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä cotdy y x
dx

+  = 4x cosec x (x ≠ 0) çÅ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË

ÇÕ  y = 0 Ü¶Õð 
2

x π
= .

14. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  (x + 1) 
dy
dx

 = 2 e–y – 1 çÅ ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ô¼ñ êåÅ Õð¯, Çç¼åÅ ÔË ÇÕ y

= 0 Ü¶Õð x = 0.
15. ÇÕÃ¶ Çê³â çÆ Ü¿é Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú òÅè¶ çÆ çð ÇÕÃ¶ òÆ Ãî¶º À°Ã Çê³â ç¶ ìÇÃ³ÇçÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶

ÃîÅé Áé°êÅåÆ ÔËÍ Ü¶Õð Ã¿é AIII Çò¼Ú Çê³â çÆ Ü¿éÃ¿ÇÖÁÅ B@,@@@ ÃÆ, Áå¶ Ã¿é B@@D
Çò¼Ú BE,@@@ ÃÆ, å» êåÅ Õð¯ ÇÕ Ã¿é B@@I Çò¼Ú Çê³â çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÕÆ Ô¯ò¶×Æ?

16. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  0y dx x dy
y
−

=  çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) xy = C (B) x = Cy2 (C) y = Cx (D) y = Cx2

17. 1 1P Qdx x
dy

+ =  ç¶ ðÈê òÅñÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :

(A) ( )1 1P P
1Q Cdy dyy e e dy∫ ∫= +∫

(B) ( )1 1P P
1. Q Cdx dxy e e dx∫ ∫= +∫

(C) ( )1 1P P
1Q Cdy dyx e e dy∫ ∫= +∫

(D) ( )1 1P P
1Q Cdx dxx e e dx∫ ∫= +∫

18. ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä  ex dy + (y ex + 2x) dx = 0 çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÔË :
(A) x ey + x2 = C (B) x ey + y2 = C (C) y ex + x2 = C (D) y ey + x2 = C
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ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÃîÆÕðä ÇÜÃ Çò¼Ú Á÷Åç ÚÅñ (Úñ»)ç¶ ÁèÅÇðå Úñ çÅ âËðÆòËÇàò

ôÅÇîñ Ô¯ò¶, ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÔËÍ
® ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ôÅÇîñ À°µÚ ´î, À°Ã ÇâëðËÃéñ ÃîÆÕðä çÅ ´î

ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
® Ü¶Õð ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä Çò¼Ú ìÔ¹êçÆ ÃîÆÕðä ÔË å» À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ  ÃîÆÕðä

çÆ ØÅå êÇðíÅÇôå Ô¹¿çÆ ÔËÍ
® ÇÕÃÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä çÆ ØÅå (Ü¶Õð êÇðíÅÇôå Ô¯ò¶) À°Ã ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä

ôÅÇîñ À°µÚ ́ î ÇâøðËºôÆÁñ çÆ À°µÚåî ØÅå (Õ¶òñ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅ) Ô¹¿çÆ ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ù Ã¿å°ôà Õðé òÅñÅ ëñé, À°Ã  ÇâøðËºôÆÁñ

ÃîÆÕðä çÅ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Ô¼ñ ÇÜÃ Çò¼Ú À°µé¶ ÔÆ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ Ô¯ä,
ÇÜ¿éÅ À°Ã ÃîÆÕðä çÅ ́ î  ÔË, ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚñ» å¯º î¹Õå
ÖÅÃ Ô¼ñ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® ÇÕÃÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ëñé åº̄ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ìäÅÀ°ä ñÂÆ ÁÃÆº À°Ã ëñé çÅ ÇÃñÇÃñ¶òÅð
À°éÆ ÔÆ òÅð âËðÆòËÇàò Õðç¶ Ô» ÇÜ¿é¶ À°Ã ëñé Çò¼Ú ÃòË ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ Ô¹¿ç¶ ÔË Áå¶ å» ÃòË
ÇÂ¼Ûå ÁÚ¼ñ» ù Öåî Õðç¶ Ô»Í

® Úñ» ù Áñ¼× Õðé çÆ ÇòèÆ ÁÇÜÔÆÁ» ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ À°êï¯× ÕÆåÆ
Ü»çÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ù êÈðÆ åð·» ç¶ Áñ¼× ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË íÅò  y òÅñ¶ êç dy  ç¶
éÅñ ðÇÔä¶ ÚÅÔÆç¶ Áå¶ x òÅñ¶ êç dx ç¶ éÅñ ðÇÔä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

® ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃù ( , ) ( , )dy dxf x y g x y
dx dy

= =vFkok ç¶ ðÈê
Çò¼Ú ÇòÁÕå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ f (x, y) Áå¶ g(x, y) ÷Æð¯ ØÅå òÅñ¶ ÃîðÈê ëñé
ÔË, ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® + P Qdy y
dx

= , ç¶ ðÈê òÅñÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä, ÇÜÃ Çò¼Ú P Áå¶ Q ÁÚñ Ü» Õ¶òñ

x ç¶ ëñé ÔË, êÇÔñ¶ ́ î çÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ Çà¼êäÆ
ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ÇòÇ×ÁÅé çÆ êÌî¹¼Ö íÅôÅò» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÔËÍ ð¯ÚÕ å¼å ÇÂÔ ÔË ÇÕ

ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÆ î½÷Èç×Æ éò¿ìð AA,AFGE é¶ Gottfried Wilthelm Freiherr

Leibnitz (1646-1716) é¶ Ãí å¯º êÇÔñ» 21
2

y dy y=∫ , ù ÇñÇÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÃå±å ÕÆåÅ

Ü»
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Áå¶ À°Ã ç¶ ç¯é» ÃÈåð» ∫ Áå¶ dy åº̄ ÜÅä±¿ ÕðòÅÇÂÁÅÍ çðÁÃñ Leibnitz ÁÇÜÔ¶ òÕð ù êåÅ
Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú î×é ÃÆ ÇÜÃ å¯º Ãêðô ð¶ÖÅ ÇéðèÅÇðå Ô¯ò¶, ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ é¶ Ã¿é
AFIA ÚñÅ ù ò¼Ö Õðé ÇòèÆ çÆ Á×òÅÂÆ çÅ îÅð× çðôé ÕðòÅÇÂÁÅÍ ÇÂ¼Õ ÃÅñ ìÅÁç
À°Ôé» é¶ êÇÔñÆ ́ î ç¶ ÃîðÈê ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ ÃÈåðÆÕðé ÕÆåÅÍ À°Ô Á¼×¶
òè¶ Áå¶ æ¯ó·¶ Ãî¶º Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ÒêÇÔñ¶ ́ î ç¶ ÃîðÈê ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé çÆ
ÇòèÆ çÆ ÕñêéÅ ÕÆåÆÍ ÇÕ¿é» ÔËðÅéÆÜéÕ ÔË ÇÕ À°êð¯Õå ÃÅðÆÁ» ÇòèÆÁ» çÆ Ö¯Ü ÇÂÕ¼ñ¶ ÇÂ¼Õ
ÇòÁÕåÆ ç¹ÁÅðÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» çÅ Üéî ç¶ ê³ÚÆ ÃÅñ» ç¶ Á³åð×å êÈðÆ Ô¯ÂÆ Í

ÁÅð¿í Çò¼Ú Õ¶òñ ÃîÆÕðä» ç¶ ÒÔ¼ñÓ Õðé çÆ ÇòèÆ ù ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ç¶  ÇÂéàË×ðñ
ç¶ ðÈê Çò¼Ú Çéðç¶Çôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ ÇÂÔ ôìç Ã¿é AFI@ Çò¼Ú : James Bernoulli, (1654
& 1705) ç¹ÁÅðÅ êÌÚñä Çò¼Ú ñ×ÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅÍ ôìç ÒÔ¼ñÓ çÅ Ãí å¯º êÇÔñÅ âËðÆòËÇàò
êÌï¯×  Joseph Louis Lagrange (1736&1813)] ç¹ÁÅðÅ Ã¿é 1774 Çò¼Ú ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ
ÇÂÔ ØàéÅ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ Üéî å¯ºº ñ¼×í× A@@ ÃÅñ» ìÅÁç ØÇàå Ô¯ÂÆÍ ÇÂÔ
Jules Henri Poincare (1854 & 1912)] ÃÆ, ÇÜÃ é¶ ôìç ÒÔ¼ñÓ çÅ êÌï¯× Õðé ñÂÆ ÃÖå
òÕÅñå ÕÆåÆ ÃÆ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÅè¹ÇéÕ ôìçÅòñÆ Çò¼Ú ôìç Ô¼ñ ù ÁÅêäÅ À°µÇÚå ÃæÅé êÌÅêå
Ô¯ÇÂÁÅÍ Úñ» ù Áñ¼× Õðé çÆ ÇòèÆ çÅ éÅîÕðé John Bernoulli (1667&1748)]
James Bernoulli ç¶ íðÅ ç¹ÁÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ îÂÆ B@, AGAE ù  Leibnitz ù ÇñÖÆ ÁÅêäÆ
ÇÚ¼áÆ Çò¼Ú, À°Ôé» é¶ ÇéîéÇñÖå ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä ç¶ Ô¼ñ çÆ Ö¯Ü ÕÆåÆÍ

x2 y″ = 2y
ù Ô¼ñ Çå¿é åð·» ç¶, êËðÅì¯ñÅ, ÔÅÂÆêðì¯ñÅ Áå¶ ØäÅÕÅð òÕð ç¶ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ çÅ îÅð×çðôé
ÕðòÅÀ°ºç¶ ÔËÍ ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÁÇÜÔ¶ Ãðñ ÇçÖÅÂÆ ç¶ä òÅñ¶ ÇâëðËºôñ ÃîÆÕðäÅ ù Ô¼ñ
ÇÕÃ åð·» Áé¶Õ ðÈê èÅðé Õðç¶ ÔéÍ B@òÆº ÃçÆ ç¶ Á¼è Çò¼Ú ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðäÅ ç¶
×¹äÅåîÕ Ã¹íÅÁ Áå¶ ÇÃðñ¶Ö ç¶ ÇâøðËºôÆÁñ ÃîÆÕðä» ç¶ Ô¼ñ» çÆ ÕÇáéÅÂÆ Õ°çðå çÆ Ö¯Ü
ñÂÆ ÇèÁÅé ÁÅÕðÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Á¼Ü Õ¼ñ· ÇÂÃ é¶ ÃÅðÆÁ» Ö¯Ü» ñÂÆ ìÔ¹å îÔ¼åò ðÈê Çò¼Ú
êÌî¹¼Ö ÃæÅé êÌÅêå Õð ÇñÁÅ ÔËÍ

—v—
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v In most sciences one generation tears down what another has built and what
one has established another undoes. In Mathematics alone each generation

builds a new story to the old structure. – HERMAN HANKEL v

10.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÃÅù ÁÅêä¶ çËÇéÕ ÜÆòé Çò¼Ú Áé¶Õ êÌôé Çîñç¶ ÔË ÇÜÃ åð·» å°ÔÅâÆ
À°ÚÅÂÆ ÕÆ ÔË? ÇÂ¼Õ ë¹¼àìÅñ ç¶ ÇÖâÅðÆ ù ÁÅêäÆ àÆî ç¶ çÈÜ¶ ÇÖâÅðÆ
Õ¯ñ ×¶ºç ù êÔ¹¿ÚÅÀ°ä ñÂÆ ×¶ºç å¶ ÇÕÃ åð·» çÆ êÌÔÅð ÕðéÆ ÚÅÔÆçÆ
ÔË? êÌÆÖä Õð¯ ÇÕ êÇÔñ¶ êÌôé çÅ Ã¿íÅÇòå À°µåð A.F îÆàð Ô¯ ÃÕçÅ
ÔËÍ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú Õ¶òñ (ÇÃðë) ÇÂ¼Õ ÕÆîå
(ÁÕÅð) Ü¯ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË, ôÅÇîñ ÔËÍ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆÁ»
ÃÕ¶ñð ÕÔÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ êð çÈÃð¶ êÌôé çÅ À°µåð ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ
ÔË (ÇÜÃ ù ìñ ÕÇÔ³ç¶ Ô») ÇÜÃ Çò¼Ú îÅÃê¶ôÆÁ» çÆ ôÕåÆ ÁÕÅð ç¶
éÅñ éÅñ ÇçôÅ (ÇÜÃ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÖñÅóÆ ÃÇæå ÔË) òÆ ôÅÇîñ ÔËÍ
ÁÇÜÔÆÁ» ðÅôÆÁ» òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ ×Çäå, í½ÇåÕ Áå¶
ÇÂ³ÜéÆÁÇð³× Çò¼Ú ÇÂÔ ç¯é¯º åð·» çÆÁ» ðÅôÆÁ» íÅò, ÇÜò¶º ÇÕ ¦ìÅÂÆ,
ê¹¿Ü, Ãî¶º, çÈðÆ, ×åÆ, Ö¶åðëñ, ÁÅÇÂåé, åÅêîÅé, Õ¿î, èé, ò¯ñà¶Ü
ØäåÅ, êÌåÆð¯èÕ ÁÅÇç Áå¶ òËÕàð ðÅôÆÁ» ÇÜò¶º ÇòÃæÅêé, ò¶×,
êÌò¶×, ìñ íÅð, Ø¹¿îä (îÈòîËºà) ÇìÜñÂÆ Ö¶åð çÆ åÆìðåÅ ÁÅÇç ÇîñçÆÁ» ÔéÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÃÅù òËÕàð» çÆ Õ°Þ ÁèÅðîÈñ èÅðéÅò», òËÕàð» çÆ ÇòÇí¿é Ã¿ÇÕÇðÁÅ Áå¶
ÇÂÔé» ç¶ ìÆÜÕ Áå¶ ÇÜÀ°îËÇàzÕ ×¹ä» çÅ ÁÇèÁé Õð»×¶Í ÇÂÔé» ç¯éº̄ åð·» ç¶ ×¹äÅ çÅ ÇîÇñÁÅ ðÈê
òËÕàð» çÆ èÅðéÅò» çÅ êÈðé Ã¯ÞÆ (ì¯è) Çç³çÅ ÔË Áå¶ À°êð¯Õå ÚðÇÚå Ö¶åð» Çò¼Ú ÇÂÔé» çÆ ÇòôÅñ
À°êï¯×åÅ ò¼ñ êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔËÍ

10.2  Õ°Þ îÈñ èÅðéÅò» (Ã¿Õñê) (Some Basic Concepts)
î³é ñÀ° ÇÕ ÇÕÃÆ åñ Ü» Çå¿é&ÇòîÅÂÆ ê¹ñÅó Çò¼Ú l Õ¯ÂÆ Ãðñ ð¶ÖÅ ÔËÍ åÆð ç¶ ÇéôÅé¶ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ
éÅñ ÇÂÃ ð¶ÖÅ ù ç¯ ÇçôÅò» Çç¼åÆÁ» ÜÅ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔé» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇéôÇÚå ÇçôÅ òÅñÆ Õ¯ÂÆ
òÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ, ÇçôÅ ð¶ÖÅ ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ  [ÇÚ¼åð 10.1 (i), (ii)]A

 ÁÇèÁÅÇÂ

òËÕàð» çÅ ìÆÜ ×Çäå (Vector Algebra)

10

W.R. Hamilton
(1805-1865)

Final
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Ô¹ä êÌ¶ÇÖå Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð ÁÃÆº ð¶ÖÅ ‘l’ ù ð¶ÖÅÖ³â AB å¼Õ ÃÆÇîå Õð Çç³ç¶ Ô» å» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇÕÃÆ

ÇÂ¼Õ ÇçôÅ òÅñÆ ð¶ÖÅ ‘l’ ç¶ ÁÕÅð ÇéðèÅÇðå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÃÅù ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â êÌÅêå Ô¹¿çÅ
ÔË (ÇÚ¼åð 10.1(iii))Í ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ç¯é¯º Ô¹¿ç¶ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ : ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ðÅôÆ ÇÜÃ Çò¼Ú ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ç¯é¯º ÔË, òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÆ ÔËÍ

ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ ð¶ÖÅÖ³â òËÕàð Ô¹¿çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð 10.1(iii)), ÇÜÃù AB
uuur

 Ü»
ÃèÅðé ar ,  ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ù òËÕàð ̂ AB

uuur
* Ü» òËÕàð ̂ ar * ç¶ ðÈê Çò¼Ú êó·ç¶ Ô»Í

À°Ô Çì³çÈ  A ÇÜ¼æ¶ òËÕàð AB
uuur

 ÁÅð¿í Ô¹¿çÅ ÔË, ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ À°Ô Çì³çÈ B ÇÜ¼æ¶
òËÕàð AB

uuur
, Öåî Ô¹¿çÅ ÔË, Á³Çåî Çì³çÈ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÕÃÆ òËÕàð ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì¿çÈÁ» ç¶

Çò¼Ú òÅñÆ çÈðÆ òËÕàð çÅ ÁÕÅð (Ü» ¦ìÅÂÆ) ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù  | AB
uuur

| Ü» | ar | ç¶ ðÈê Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ åÆð çÅ ÇéôÅé òËÕàð çÆ ÇçôÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   ÇÕÀ°ºÇÕ ¦ìÅÂÆ ÕçÆ òÆ ÇðäÅåî éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÚ¿é·  | ar | < 0 çÅ Õ¯ÂÆ
Áðæ éÔÆº ÔËÍ

ÃÇæåÆ òËÕàð (Position Vector)

ÕñÅÃ XI å¯º, Çå¿é&ÇòîÅÂÆ ÃîÕ¯äÆ ÁÇèåÕÅð Çéðç¶ôÕ êÌäÅñÆ right handed rectangular Co-
ordination System ù ïÅç Õð¯ (ÇÚ¼åð 10-2 (i))A ê¹ñÅó Çò¼Ú îÈñ Çì³çÈ O (0, 0, 0) ç¶ ìÅìå
ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Çì³çÈ P ñò¯ ÇÜÃ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) ÔËÍ å» òËÕàð OP

uuur
ÇÜÃ Çò¼Ú O Áå¶ P  ́ îòÅð

ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ ÔË, O ç¶ ìÅìå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ çÈðÆ ÃÈåð (ÕñÅÃ
XI å¯º) çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶  OP

uuur
 (Ü» rr ) çÅ ÁÕÅð ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

| OP |
uuur

 = 2 2 2x y z+ +

ÇÚ¼åð A@.A
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ÁÇíÁÅÃ ç¶ îÈñ Çì³çÈ O ç¶ ìÅìå Çì³çÈÁ» A, B, C ÁÅÇç çÆ ÃÇæåÆ ´îòÅð : , ,a b c
rr r

 éÅñ
ÜÅÇäÁÅ ÕÆå¶ Ü»ç¶ Ôé [ÇÚ¼åð 10.2(ii)]A
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé (Direction Cosines)

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z)  çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ( )OP  r
uuur r

vFkok  ñò¯ ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÚ¼åð A@.C Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ òËÕàð rr  ç¹ÁÅðÅ  x, y  Áå¶  z-è¹ð¶ çÆÁ» èéÅåîÕ ÇçôÅò» ç¶ éÅñ ìäÅÂ¶
´îòÅð : Õ¯ä α, β, Áå¶ γ ÇçôÅ Õ¯ä ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» Õ¯ä» ç¶ Õ¯îÅÇÂé ÕÆîå íÅò cosα, cosβ
Áå¶ cos γ òËÕàð rr  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé ÕÔÅÀ°ºç¶ Ôé Áå¶ ÁÅî å½ð å¶ ÇÂÔé» ù ́ îòÅð l, m Áå¶ n
éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ  Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.C, å¯º ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çåzí¹Ü OAP ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ ÇåÕ¯ä ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÇåÕ¯ä å¯º ÁÃÆº

ÇÚ¼åð A@.B

ÇÚ¼åð A@.C

Ü»
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( )cos   | | x r r
r

α =
r

dks osQ fy, iz;kxs fd;k x;k gS  êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü OBP

Áå¶ OCP å¯º ÁÃÆº cos   cosy z
r r

β = γ =,oa  ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ P  ç¶ í¹Ü» ù (lr, mr,

nr) ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÷ÅÇÔð ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé ç¶ ÃîÅé Áé°êÅåÆ Ã¿ÇÖÁÅò»  lr, mr  Áå¶
nr òËÕàð rr  ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ Ô» Áå¶ ÇÂÃ ù ́ îòÅð % a, b, c éÅñ ÜÅÇäÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ  ÁÃÆº é¯à Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ  l2 + m2 + n2 = 1 êð ÇòÁÅêÕ : a2 + b2 + c2 ≠ 1

10.3  òËÕàð» çÆÁ» ÇÕÃî» (Types of Vectors)

÷Æð¯ òËÕàð [Zero (null) Vector] ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ Ã¿êÅåÆ Ô¹¿ç¶ Ôé,
÷Æð¯ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù 0

r
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÷Æð¯ òËÕàð ù Õ¯ÂÆ ÇéôÇÚå

ÇçôÅ êÌçÅé éÔÆº ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÕÅð ÷Æð¯ çÅ Ô¹¿çÅ ÔË Ü» ÇòÕñêÆ : ÇÂÃ ù Õ¯ÂÆ òÆ

ÇçôÅ èÅðé ÕÆå¶ Ô¯Â¶ î³¿ÇéÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ òËÕàð AA,BB
uuur uuur

 ÷Æð¯ òËÕàð ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ
ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð (Unit Vector) ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ çÅ ÁÕÅð ÇÂ¼Õ (íÅò A ÇÂÕÅÂÆ Z) ÔË, îÅåzÕ
òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÕÃÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ar  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú îÅåzÕ òËÕàð ù ar  éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔËÍ
ÃÇÔ ô¹ðÈÁÅåÆ (Co-initial Vectors) ç¯ Ü» ç¯ å¯º ò¼è òËÕàð ÇÜé·» çÅ ÇÂ¼Õ ÔÆ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÔË,
ÃÇÔ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ
Ãîð¶ÖÆ òËÕàð (Collinear Vectors) ç¯ Ü» ç¯ å¯º ò¼è Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÔÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÅéÁ³åð ÔË å» À°Ô
Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
ÃîÅé òËÕàð (Equal Vectors) ç¯ òËÕàð  ÃîÅé òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ôé» çÅ ÁÅÕÅð Áå¶

ÇçôÅ ÃîÅé ÔËÍ ÇÂÔé» ù  =a b
rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇðäÅåîÕ òËÕàð (Negative of  a Vector)  ÇÂ¼Õ òËÕàð ÇÜÃ çÅ ÁÅÕÅð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð (î³é

ñÀ° AB
uuur

) ç¶ ÃîÅé ÔË, êð ÇÜÃ çÆ ÇçôÅ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¶ À°ñà ÔË, Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð çÅ ÇðäÅåîÕ

ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ À°çÅÔðé BA
uuur

, òËÕàð AB
uuur

 ç¶ ÇðäÅåîÕ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù BA AB= −
uuur uuur

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú
ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : À°êð¯Õå êÌíÅÇôå òËÕàð ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ À°Ôé» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ù òÆ À°Ôé» ç¶ ÁÅÕÅð Áå¶ ÇçôÅ
ù ìçñÆ ÕÆå¶ Çìé» ÁÅêä¶ ÃîÅé»åð ÇòÃæÅÇêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ç¶ òËÕàð Ã¹å¿åð
òËÕàð ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔËÍ ÇÂÃ êÈð¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Ã¹å¿åð (ÁÅ÷Åç) òËÕàð» çÆ ÔÆ ÚðÚÅ Õð»×¶Í
À°çÅÔðä A.  ç¼Öä å¯º  30° ê¼Ûî Çò¼Ú, 40 km ç¶ ÇòÃæÅêé çÅ ×ÌÅë ÇéðÈêä Õð¯Í

ç¶ ñÂÆ êÌï¯× ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËù

Áå¶
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vko‘Qfr 10-5

vko‘Qfr 10-4

Ô¼ñ :  òËÕàð OP
uuur

 ñ¯óÆºçÆ ÇòÃæÅêé ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ
(ÇÚ¼åð 10-4 ç¶Ö¯)A
À°çÅÔðä B.  ÇéîéÇñÖå ÕÆîå» ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶
ðÈê Çò¼Ú ôÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) 5 s (ii) 1000 cm3 (iii) 10 N
(iv) 30 km/h (v) 10 g/cm3

(vi) 20 m/s À°µåð çÆ åð·»
Ô¼ñ :

(i) Ãî¶º-ÃÕ¶ñð (ii) ÁÅÇÂåé-ÃÕ¶ñð (iii) ìñ-òËÕàð
(iv) ×åÆ-ÃÕ¶ñð (v) ØäåÅ-ÃÕ¶ñð (vi) ò¶×-òËÕàð
À°çÅÔðä C.  ÇÚ¼åð A@.E Çò¼Ú¯º ÇÕÔó¶ òËÕàð Ôé?

(i) Ãîð¶ÖÆ ÔË
(ii) ÃîÅé ÔËÍ
(iii) ÃÇÔ ÔËÍ a

Ô¼ñ :
(i) ............. : ,a c d

rr r
rFkk

(ii) ÃîÅé òËÕàð : a cr r
rFkk

(iii) ..........òËÕàð : ,b c d
r rr

rFkk

ÁÇíÁÅÃ A@.A
1. À°µåð å¯º 30° êÈðì Çò¼Ú 40 km ç¶ ÇòÃæÅêé çÅ ×ÌÅë ÇéðÈêé Õð¯Í
2. ÇéîéÇñÖå ÕÆîå» ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ôÌÌ¶äÆì¼è Õð¯Í

(i) 10 kg (ii) 2 îÆàð À°µåð ê¼Ûî (iii) 40°
(iv) 40 ò¯ñà (v) 10–19 Õ°ñî (vi) 20 m/s2

3. ÇéîéÇñÖå  ù ÃÕ¶ñð Áå¶ òËÕàð ç¶ ðÈê Çò¼Ú ôÌÌ¶äÆì¼è Õð¯Í
(i) Ãî¶º çÆ ÇîÁÅç (ii) çÈðÆ (iii) ìñ

(iv) ò¶×      (v) Õ¿î
4. ÇÚ¼åð A@.F (ÇÂ¼Õ òð×) Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå òËÕàð» ù êÇÔÚÅä¯Í

(i) ÃÇÔ ô¹ðÈÁÅåÆ (ii) ÃîÅé
(iii) Ãîð¶ÖÆ êð ÃîÅé éÔÆº

êËîÅéÅ

ÇÚ¼åð A@. D

ÇÚ¼åð A@. E

êËîÅéÅÁå¶
Áå¶

Áå¶
ÇÂÕÅÂÆ
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5. ÇéîéÇñÖå çÅ À°µåð ÃÔÆ Ü» ×ñå ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇçÀ°Í
(i) ar  Áå¶ a−

r  Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ
(ii) ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð» çÅ ÁÕÅð Ôî¶ôÅ ÃîÅé Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(iii) ÃîÅé ÁÅÕÅð òÅñ¶ ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
(iv) ÃîÅé ÁÕÅð òÅñ¶ ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÃîÅé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

10.4  òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ (Addition of Vectors)

òËÕàð AB
uuur

 ÃèÅðé å½ð å¶ : ÃÅâÅ íÅò ÔË ÇÕ Çì³çÈ A  åº̄ Çì³çÈ B å¼Õ
ÇòÃæÅêéÍ Ô¹ä ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ çÆ ÚðÚÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ñóÕÆ Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ B å¼Õ Ú¼ñçÆ
ÔË Áå¶ À°Ã ç¶ ìÅÁç Çì³çÈ B å¯º Çì³çÈ C å¼Õ Ú¼ñçÆ ÔËÍ  (ÇÚ¼åð A@.G)A Çì³çÈ A å¯º Çì³çÈ C å¼Õ ñóÕÆ
ç¹ÁÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Õ°ñ ÇòÃæÅêé Ü¯ òËÕàð ÇÕ AC

uuur
 å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù  AC

uuur
 =

AB BC+
uuur uuur

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÔ òËÕàð Ü¯ó
çÅ Çåzí¹Ü Çéïî ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

ÁÅî å½ð å¶ : Ü¶Õð ÃÅâ¶ Õ¯ñ ç¯ òËÕàð ar  Áå¶ b
r
 ÔË

[ÇÚ¼åð10.8 (i)], å» À°Ôé» çÅ Ü¯ó êåÅ Õðé ñÂÆ À°Ôé» ù
ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÇñÁÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË, å»ÇÕ ÇÂ¼Õ çÅ ÁÅð¿ÇíÕ
Çì³çÈ çÈÜ¶ ç¶ Á³Çåî Çì³çÈ ç¶ Ã¿êÅåÆ Ô¯ ÜÅò¶ [ÇÚ¼åð 10.8(ii)]A

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶ : ÇÚ¼åð 10.8 (ii) Çò¼Ú, ÁÃÆº òËÕàð

b
r

ç¶ ÁÅÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ù åìçÆñ ÕÆå¶ Çìé» ÇÂÃ åð·» ÔàÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔË å» ÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ, ar  ç¶ Á³Çåî Çì³çÈ ç¶ Ã¿êÅåÆ ÔË Áå¶ Çåzí¹Ü ABC çÆ åÆÜÆ í¹ÜÅ
AC ç¹ÁÅðÅ ÇéðÈêå òËÕàð  a b+

rr  ÃÅù òËÕàðÅ ar  Áå¶ b
r

çÅ Ü¯ó (Ü» êÇðäÅîÆ) êÌçÅé ÕðçÅ

ÔË; íÅò Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ AB BC+
uuur uuur

 = AC
uuur

 [ÇÚ¼åð 10.8 (ii)]A

ÇÚ¼åð A@.G

ÇÚ¼åð A@.F

ÇÚ¼åð A@.F
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Ô¹ä ç¹ìÅðÅ : ÇÕÀ°ºÇÕ AC CA= −
uuur uuur

, ÇÂÃ ñÂÆ À°êð¯Õå ÃîÆÕðé å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

AB BC CA+ +
uuur uuur uuur

 = AA 0=
uuur r

ÇÂÃ çÅ íÅò ÔË ÇÕ ÇÕÃÆ Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» ù Ü¶Õð ÇÂÔ ´î Çò¼Ú ÇñÁÅ ÜÅò¶ å» ÇÂÔ ÜÆð¯
ÁÕÅð ò¼ñ ù êÌ¶Çðå ÕðçÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Áð¿ÇíÕ Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ Ã¿êÅåÆ Ô¯ Ü»ç¶ Ôé [ÇÚ¼åð 10.8(iii)]A

Ô¹ä ÇÂ¼Õ òËÕàð BC′
uuuur

 çÆ ðÚéÅ ÇÂÃ êÌÕÅð Õð¯ å» ÇÕ ÇÂÃ çÅ ÁÕÅð òËÕàð BC
uuur

, ç¶ ÁÅÕÅð ç¶

ÃîÅé Ô¯ò¶, êð ÇÂÃ çÆ ÇçôÅ BC
uuur

 çÆ ÇçôÅ ç¶ À°ñà Ô¯ò¶ ÇÚ¼åð 10-8 (iii) íÅò BC′
uuuur

 = BC−
uuur

 Ô¹ä

Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ [ÇÚ¼åð 10-8 (iii)] å¯º ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ  AC AB BC′ ′= +
uuuur uuur uuuur

= AB ( BC)+ −
uuur uuur

a b= −
rr

òËÕàð AC′
uuuur

, a b
rr

rFkk  ç¶ Á³åð ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ
Ô¹ä ÇÕÃÆ éçÆ ç¶ ÇÕéÅð¶ å¯º çÈÃð¶ ÇÕéÅð¶ å¼Õ êÅäÆ ç¶ òÔÅÁ çÆ ÇçôÅ ç¶ ÁÇí¦ì ÜÅä òÅñÆ ÇÂ¼Õ

éÅÀ° çÆ ÚðÚÅ Õðç¶ Ô»Í Ô¹ä ÇÂÃ éÅò (ÇÕôåÆ) å¶ ç¯ ò¶× òËÕàð Õ¿î Õð ðÔ¶ Ôé, ÇÂ¼Õ ÇÂ³Üé ç¹ÁÅðÅ
ÇÕôåÆ ù Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ò¶× Áå¶ çÈÜÅ éçÆ ç¶ êÅäÆ ç¶ òÔÅÁ çÅ ò¶×Í ÇÂÔé» ç¯é» ò¶×» ç¶ ÇÂÕ¼á¶
êÌíÅò ç¹ÁÅðÅ ÇÕôåÆ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Çí¿é ò¶× éÅñ Ú¼ñäÅ ô¹ðÈ ÕðçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ÇÕôåÆ çÆ êÌíÅòÆ
×åÆ Áå¶ ÇçôÅ  (íÅò Çòñ¯êä ò¶×) ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÃÔÆ ²ÇòÚÅð ÇñÁÅÀ°ä ñÂÆ ÃÅâ¶ Õ¯ñ òËÕàð çÅ
Ü¯óëñ çÅ ÇéîéÇñÖå Çéïî ÔËÍ

 Ü¶Õð ÃÅâ¶ Õ¯ñ ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆ ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù ÇéðÈêå ÕÆå¶ ÜÅä òÅñ¶ (ÁÅÕÅð
Áå¶ ÇçôÅ ÃÇÔå)  ç¯ òËÕàð a b

rr
rFkk   ÔË (ÇÚ¼åð A@.I) å» Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆ ÇÂÔé» ç¯é» í¹ÜÅò»

ç¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈ å¯º  ¦Øä òÅñ¶ ÇòÕðä ÇÂÔé» ç¯é¯º òËÕàð» ç¶ Ü¯ó +a b
rr  ù ÁÕÅð Áå¶ ÇçôÅ ÃÇÔå

ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÔ òËÕàð Ü¯ó ç¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü Çéïî ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ : Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶
Ô¯Â¶ ÇÚ¼åð A@. I å¯º ÁÃÆº é¯à Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ
OA AC+
uuur uuur

 = OC
uuur

 Ü» OA OB+
uuur uuur

 = OC
uuur

(ÇÕÀ°ºÇÕ AC OB=
uuur uuur

) Ü¯ ÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü
Çéïî ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ òËÕàð
Ü¯ó ç¶ ç¯ Çéïî ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ìðÅìð ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.G

Áå¶
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òËÕàð Ü¯óëñ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of vector addition)

Çòô¶ôåÅ A.  ç¯ òËÕàð a b
rr

rFkk  ç¶ ñÂÆ

a b+
rr  = b a+

r r                      ( ´î òà»çðÅ Çòô¶ôåÅ)

ÃìÈå :  Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD ù ñÀ° (ÇÚ¼åð A@.A@) î³é ñÀ° AB   BC ,a b= =
uuur uuur rr

vkjS  Ô¹ä
Çåzí¹Ü ABC Çò¼Ú Çåzí¹Ü Çéïî çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ AC

uuur
 = +a b

rr

Ô¹ä, ÇÕÀ°ºÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» Ãéî¹Ö í¹ÜÅò» ÃîÅé Áå¶ Ãî»éåð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÚ¼åð
A@.A@ Çò¼Ú AD = BC = DC = AB =b a

uuur uuur uuur uuurr r
vkjS  ÔËÍ ç¹ìÅðÅ Çåzí¹Ü ADC Çò¼Ú Çåzí¹Ü Çéïî çÅ

êÌï¯× ÕðÕ¶ AC
uuuur

 = AD + DC
uuur uuur

 = +b a
r r

ÇÂÃ ñÂÆ a b+
rr  = b a+

r r

Çòô¶ôåÅ B.  î³é ñÀ°, òËÕàð ,a b c
rr r
vkSj òÅÃå¶

´îòÅð : ( )a b c+ +
rr r  = ( )a b c+ +

rr r  (ÃÇÔÚÅðåÅ
Çéïî)

Çòô¶ÃåÅ :  î³é ñÀ°, òËÕàð ,a b c
rr r

rFkk ù ́ îòÅð

:  PQ,  QR    RS
uuur uuur uuur

,oa  éÅñ ÇéðÈêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ
ÔË ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÚ¼åð 10.11(i) Áå¶ (ii)  Çò¼Ú
çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

å» a b+
rr  = PQ + QR = PR

uuur uuur uuur

Áå¶ b c+
r r  = QR + RS = QS

uuur uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ ( )  a b c+ +
rr r  = PR + RS = PS

uuur uuur uur

ÇÚ¼åð A@.A@

ÇÚ¼åð A@.AA

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ÇÚ¼åð A@.AB

Áå¶ ( )a b c+ +
rr r  = PQ + QS = PS

uuur uuur uur

ÇÂÃ ñÂÆ ( )a b c+ +
rr r  = ( )a b c+ +

rr r

 fà¼êäÆ      òËÕàð Ü¯óëñ ç¶ ÃÇÔÚÅðåÅ Çòô¶ôåÅ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÁÃÆº Çå¿é òËÕàð» ,a b c
rr r
rFkk

çÅ Ü¯óëñ ìðËÕà» ç¶ À°êï¯× åº̄ Çìé» a b c+ +
rr r  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô» :

é¯à Õð¯ ÇÕ ÇÕÃÆ ìðËÕà ar  ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
0a +
rr  = 0 a a+ =

r r r

ÇÂ¼æ¶ ÷Æð¯ òËÕàð 0
r

 òËÕàð Ü¯óëñ ç¶ ñÂÆ Ü¹óäï¯× êÛÅä ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

10.5  ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÃÕ¶ñð éÅñ ×¹äÅ (Multiplication of a Vector by  Scalar)
î³é ñÀ° ÇÕ ar  ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð ÔË Áå¶ λ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð ÔËÍ Ô¹ä òËÕàð ar  çÅ ÃÕ¶ñð λ, éÅñ
×¹äéëñ ÇÜÃ ù λ ar  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, òËÕàð ar  çÅ ÃÕ¶ñð λ éÅñ ×¹äÅ ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
é¯à Õð¯ ÇÕ λ ar  òÆ òËÕàð ar  ç¶ Ãîð¶ÖÆ ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔËÍ  λ çÆ ÕÆîå èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ Ô¯ä
ç¶ Áé°ÃÅð λ ar  çÆ ÇçôÅ, ar  ç¶ ÃîÅé Ü» À°ñà Ô¹¿çÆ ÔËÍ  λ ar  çÅ ÁÅÕÅð ar ç¶ ÁÅÕÅð å¯º |λ | ×¹äÅ
Ô¹¿çÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

| |aλ
r  = | | | |aλ

r

ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð çÅ òËÕàð éÅñ ×¹äÅ çÅ ÇÜîÅÇÂåÆ ÃèÅðé [ðÈê çÆ ÕñêéÅ (visualisation)] ÇÚ¼åð
A@.AB Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ

Üç¯º λ = – 1, å» a aλ = −
r r  Ü¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð ÔË ÇÜÃçÅ ÁÅÕÅð ar  ç¶ ÃîÅé ÔË Áå¶ ÇçôÅ

ar çÆ ÇçôÅ åº̄ À°ñà ÔËÍ òËÕàð – ar  òËÕàð ar  ç¶ ÇðäÅåîÕ (Ü» Ü¹óéï¯× À°ñà)ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶
Ôî¶ôÅ (– )a a+

r r  = (– ) 0a a+ =
rr r ÔÆ êÅÀ°ºç¶ Ô»Í

Áå¶ Ü¶Õð 1=
| |a

λ r , Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0,  a a≠
r r

vFkkrZ ~  ÇÂ¼Õ ÜÆð¯ òËÕàð éÔÆº ÔË å»

| | | | | |a aλ = λ
r r

 =
1 | | 1

| |
a

a
=

r
r

Áå¶

Ü¯ ÇÕ
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ÇÂÃ åð·» λ ar , ar  çÆ ÇçôÅ îÅåzÕ òËÕàð ù ÇéðÈêå ÕðçÅ ÔËÍ

â  =
1

| |
a

a
r

r  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖç¶ Ô»Í

AÇà¼êäÆ  ÇÕÃÆ òÆ ÃÕËñð k ç¶ ñÂÆ 0 = 0k
r r

10.5.1  ÇÂ¼Õ òËÕàð ç¶ ØàÕ (Components of a vector)
ÁÅÀ° Çì³çÈÁ»  A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) Áå¶ C(0,0, 1) ù ́ îòÅð % x-í¹ÜÅ y-í¹Ü Áå¶ z-í¹Ü å¶ ñËºç¶ Ô»Í
å» ÃÅø å½ð å¶

| OA | 1, | OB |=
uuur uuur

 = 1 | OC | 1=
uuur

vkSj

òËÕàð OA,   OB OC
uuur uuur uuur

vkjS  Çò¼Ú Ôð¶Õ çÅ ÁÕÅð A ÔËÍ ́ îòÅð
OX, OY Áå¶ OZ í¹ÜÅ ç¶ îÅåzÕ òËÕàð ÕÔÅÀ°º¶ç Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ù
´îòÅð : ˆˆ ˆ,      i j kvkSj  ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@.AC)A

Ô¹ä ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OP
uuur

 ñò¯ ÇÜÃ åð·» ÇÕ
ÇÚ¼åð A@.AD Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ  P1 ç¶ åñ XOY å¶ ÇÖ¼Ú¶
×Â¶ ¦ì çÅ êËð Çì³çÈ P1 ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ  P1 P,  z-í¹Ü ç¶
Ãî»åð ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ˆˆ ˆ,   i j k,oa  ́ îòÅð : x, y Áå¶ z-í¹Ü ç¶ îÅåzÕ òËÕàð
ÔË Áå¶ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ» çÆ êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ 1

ˆP P OR zk= =
uuur uuur

. ÇÂÃ åð·»

1
ˆQP OS yj= =

uuur uuur
 Áå¶ ˆOQ xi=

uuur
. ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1OP
uuur

 = 1
ˆ ˆOQ + QP xi yj= +

uuur uuur

Áå¶ OP
uuur

 = 1 1
ˆˆ ˆOP + P P xi yj zk= + +

uuur uuuur

ÇÂÃ åð·» O ç¶ ÔòÅñ¶ ç¶ éÅñ  P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OP ( )r
uuur r

vFkok  = ˆˆ ˆxi yj zk+ + ç¶ ðÈê Çò¼Ú
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÕÃ¶ òÆ òËÕàð çÅ ÇÂÔ ðÈê ØàÕ ðÈê ÕÔÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶  x, y Áå¶ z, rr  ç¶ Ã¶ÕËñð ØàÕ ÕÔÅÀ°ºç¶
Ôé Áå¶ ˆˆ ˆ,   xi yj zk,oa  ́ îòÅð í¹ÜÅ ç¶ éÅñ éÅñ rr  ç¶ òËÕàð ØàÕ ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Õç¶&Õç¶ x,
y Áå¶ z ù ÃîÕ¯äÆ ØàÕ òÆ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÇÕÃ¶ òËÕàð ˆˆ ˆr xi yj zk= + +r , çÆ ¦ìÅÂÆ êÅÇÂæÅ×¯ðÃ çÆ ÇæÀ±ðî ç¶ ç¯ ìÅð êÌï¯× ÕðÕ¶ å°ð¿å
êåÅ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ÁÃÆº é¯à Õðç¶ Ô» ÇÕ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü OQP1 Çò¼Ú a (ÇÚ¼åð 10.14)

1| OP |
uuuur

 = 2 2 2 2
1| OQ | +|QP | x y= +

uuuur uuur

ÇÚ¼åð A@.AC

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Ü»
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Áå¶ ÃîÕ¯ä ÇåÕ¯ä OP1P, Çò¼Ú ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

| OP |
uuur

 = 2 2 2 2 2
1 1| OP | | P P | ( )x y z+ = + +

uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶ òËÕàð ˆˆ ˆ +r xi yj zk= +r  çÆ ¦ìÅÂÆ | |rr  = 2 2 2ˆˆ ˆ| | =xi yj zk x y z+ + + +
ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔËÍ

Ü ¶Õð ç ¯  ò ËÕàð   a b
rr

vkjS  ØàÕ ð Èê Çò ¼Ú  ´îòÅð : 1 2 3
ˆˆ ˆ +a i a j a k+  vk S j

1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ + ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË å»

(i) òËÕàð   a b
rr

vkjS çÅ Ü¯ó
a b+

rr  = 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k+ + + + +  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(ii) òËÕàð   a b
rr

vkjS  çÅ Á³åð
a b−

rr = 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k− + − + −  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

(iii) òËÕàð   a b
rr

vkjS  ÃîÅé Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ ÇÃðë Ü¶Õð
a1 = b1, a2 = b2   Áå¶   a3 = b3

(iv) ÇÕÃ¶ ÃÕËñð λ çÅ òËÕàð ar  çÅ ×¹äÅ
aλ
r  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kλ + λ + λ  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð A@.AD

Áå¶Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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òËÕàðÅ ç¶ Ü¯óëñ Áå¶ ÇÕÃÆ ÃÕñ¶ð éÅñ òËÕàð çÆ ×¹äÅ ÇÂÕ¼á¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå ò¿âäÅåîÕ
Çéïî éÅñ ÇîñçÅ ÔËÍ
î ³é  ñ À ° ÇÕ    a b

rr
vkjS Õ¯ÂÆ ç¯ òËÕàð ÔË Áå¶ k Áå¶ m ç¯ ÃÕËñð ÔË å»

(i) ( )ka ma k m a+ = +
r r r (ii) ( ) ( )k ma km a=

r r (iii) ( )k a b ka kb+ = +
r rr r

Çà¼êäÆ
1. å°ÃÆº é¯ÇàÃ Õð ÃÕç¶ Ô ̄ÇÕ λ ù ÇÕÃÆ òÆ ÕÆîå ç¶ ñÂÆ òËÕàð aλ

r  Ôî¶ôÅ òËÕàð ar  ç¶ Ãîð¶ÖÆ
ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ç¯ òËÕàð   a b

rr
vkjS  Ãîð¶ÖÆ å» ÔÆ Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð λ  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶

×Ëð ÜÆð¯ òËÕàð çÅ î½÷Èç ÔË å» ÇÕ  b a= λ
r r

 Ô¯ò¶Í Ü¶Õð òËÕàð              ØàÕ ðÈê Çò¼Ú Çç¼åÅ
Ô¯ÇÂÁÅ ÔË íÅò 1 2 3

ˆˆ ˆa a i a j a k= + +r  Áå¶ 1 2 3
ˆˆ ˆb b i b j b k= + +

r
, å» ç¯ òËÕàð Ãîð¶ÖÆ Ô¹¿ç¶

Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð

1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( )a i a j a kλ + +

⇔ 1 2 3
ˆˆ ˆb i b j b k+ +  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kλ + λ + λ

⇔ 1 1b a= λ , 2 2 3 3,b a b a= λ = λ

⇔ 1

1

b
a

 = 32

2 3

bb
a a

= = λ

2. Ü¶Õð ar  = 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k+ +  å» a1, a2, a3 òËÕàð ar  ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔËÍ

3. Ü¶Õð l, m, n ÇÕÃÆ òËÕàð ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé ÔË å»
ˆˆ ˆli mj nk+ + = ˆˆ ˆ(cos ) (cos ) (cos )i j kα + β + γ

Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú îÅåzÕ òËÕàð ÔË ÇÜ¼æ¶ : α, β Áå¶ γ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¹ÁÅðÅ
´îòÅð : x, y Áå¶ z í¹Ü ç¶ éÅñ ìäÅÂ¶ ×Â¶ Õ¯ä ÔéÍ

À°çÅÔðä :D.  x, y Áå¶ z çÆÁ» ÕÆîå» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆ2a xi j zk= + +r Áå¶
ˆˆ ˆ2b i yj k= + +

r
ìðÅìð ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ ç¯ òËÕàð ÃîÅé Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð À°Ôé» ç¶ Ã¿×å ØàÕ ÃîÅé
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð a b

rr
vkjS  ÃîÅé Ô¯ä×¶ Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð x = 2, y = 2, z = 1

À°çÅÔðä :E. î³é ñÀ°  ˆ ˆ2a i j= +r  Áå¶ ˆ ˆ2b i j= +
r

 åç ÕÆ | | | |a b=
rr ÔË? ÕÆ òËÕàð   a b

rr
vkjS

ç¶ ÃîÅé Ôé?

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ 2 2| | 1 2 5a = + =
r  Áå¶ 2 2| | 2 1 5b = + =

r

ÇÂÃ ñÂÆ | | | |a b=
rr  êð Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ÃîÅé éÔÆº ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔé» ç¶ Ã¿×å ØàÕ Çí¿é ÔéÍ

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

  a b
rr

vkjSÁå¶
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À°çÅÔðä :F. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3a i j k= + +r ç¶ ÇçôÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯?

Ô¼ñ.  òËÕàð ar  çÆ ÇçôÅ ò¼ñ ÇÂÕÅÂÆ îÅåzÕ òËÕàð 1ˆ
| |

a a
a

=
r

r  ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË?

Ô¹ä | |ar  = 2 2 22 3 1 14+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ 1 ˆˆ ˆˆ (2 3 )
14

a i j k= + +  =
2 3 1 ˆˆ ˆ
14 14 14

i j k+ +

À°çÅÔðä :G. òËÕàð ˆ ˆ2a i j= −r  çÆ  ÇçôÅ ò¼ñ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð êåÅ Õð̄  ÇÜÃ çÅ îÅê Á³Õ G ÇÂÕÅÂÆÁ» ÔËÍ

Ô¼ñ :  Çç¼å¶ ÔÂ̄¶ òËÕàð ar  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð 1ˆ
| |

a a
a

=
r

r  =
1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( 2 )
5 5 5

i j i j− = −  ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ar ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ G îÅê Á³Õ òÅñÅ òËÕàð 7a∧  = 1 27
5 5

i j∧ ∧ − 
 

 = 
7 14ˆ ˆ
5 5

i j− ÔËÍ

À°çÅÔðä :H. òËÕàð» ˆˆ ˆ2 2 – 5a i j k= +r  Áå¶ ˆˆ ˆ2 3b i j k= + +
r

ç¶ Ü¯óëñ ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ  ò¼ñ
ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ

ˆˆ ˆ,    = 4 3 2a b c c i j k+ = + −
rr r r

tgk¡  ÔËÍ

Áå¶ | |cr  = 2 2 24 3 ( 2) 29+ + − =

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð
1 1 4 3 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ (4 3 2 )

| | 29 29 29 29
c c i j k i j k

c
= = + − = + −

r
r  ÔËÍ

À°çÅÔðä : I. òËÕàð ˆˆ ˆ 2a i j k= + −r  ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÇñÖ¯ Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇçôÅ&
Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ òËÕàð  ˆˆ ˆr xi yj zk= + +r
 ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c òËÕàð ç¶, ´îòÅð

ØàÕ x, y, z Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàðÅ ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ a = 1, b = 1 Áå¶  c =
–2 ÔËÍ Á¼×¶ : Ü¶Õð l, m Áå¶ n Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé Ôé å»

1 1 2, ,  (   | | 6)
| | | | | |6 6 6
a b cl m n r
r r r

−
= = = = = = =

r
r r r D;kfsa d

ÇÂÃ ñÂÆ : ÇçôÅ Õ¯¯ÃÅÇÂé 1 1 2, , –
6 6 6

 
 
 

 ÔéÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ

ÇÜ¼æ¶
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10.5.2  ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ òËÕàð (Vector joining two points)

Ü¶Õð P1(x1, y1, z1) Áå¶  P2(x2, y2, z2) ç¯ Çì³çÈ ÔË å»
P1 ù  P2 éÅñ ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ òËÕàð 1 2P P

uuuur
 ÔËÍ  (ÇÚ¼åð

10-15)A P1 Áå¶ P2 ù îÈñ Çì³çÈ O éÅñ ÇîñÅÀ°ä å¶
Áå¶ Çåzí¹Ü Çéïî çÅ êÌï¯× ÕðÕ¶ ÁÃÆº Çåzí¹Ü OP1P2

å¯º êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ 1 1 2OP P P+
uuur uuuur

 = 2OP
uuuur

òËÕàð Ü¯óëñ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» çÅ À°êï¯× Õðç¶
Ô¯Â¶ À°êð¯Õå ÃîÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÃîÆÕðé ù
ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

1 2P P
uuuur

 = 2 1OP OP−
uuuur uuur

íÅò   1 2P P
uuuur

 = 2 2 2 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x i y j z k x i y j z k+ + − + +

= 2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )x x i y y j z z k− + − + −

òËÕàð 1 2P P
uuuur

 çÅ ÁÅÕÅð 1 2P P
uuuuur

 = 2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y z z− + − + − ç¶  ð Èê  Çò¼Ú

êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä : A@. Çì³çÈÁ» P(2, 3, 0) Áå¶ Q(– 1, – 2, – 4) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ Áå¶ P å¯º Q ò¼ñ ù
Çéðç¶ô Õðé òÅñÅ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ òËÕàð P  å¯º Q ò¼ñ ù Çéðç¶Çôå ÔË, ÃÅø å½ð å¶; P ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ ÔË, Áå¶ Q ] Á³Çåî Çì¿çÈ
ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ ñ¯óÆºçÅ òËÕàð PQ

uuur
, ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

PQ
uuur

 = ˆˆ ˆ( 1 2) ( 2 3) ( 4 0)i j k− − + − − + − −

íÅò PQ
uuur

 = ˆˆ ˆ3 5 4i j k− − −

10.5.3  ÕÅà ÃÈåð (Section Formula)
î³é ñÀ° îÈñ Çì³çÈ O ç¶ Áé°ÃÅð P Áå¶ Q ç¯ Çì³çÈ ÔË ÇÜé·» ù
ÃÇæåÆ òËÕàð OP OQ

uuur uuur
vkjS  éÅñ ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Çì³çÈÁ» P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÅ ð¶ÖÅ Ö³â ÇÕÃ¶ åÆÜ¶ Çì³çÈ R
ç¹ÁÅðÅ ç¯ åð·» éÅñ ÇòíÇÜå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ (Á³çðÈéÆ ÇÚ¼åð
10-16) Áå¶ ìÅÔðÆ (ÇÚ¼åð 10-17)A ÇÂ¼æ¶ ÃÅâÅ À°ç¶ô îÈñ Çì³çÈ
O ç¶ Áé°ÃÅð Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð OR

uuur
 ñ¼íäÅ ÔËÍ ÁÃÆº

ç¯é» ÃÇæåÆÁ» ù ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ ÕðÕ¶ ñËºç¶ Ô»Í
ÃÇæåÆ:  Üçº̄ R, PQ  çÆ Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË (ÇÚ¼åð A@.AF)A Ü¶Õð R, PQ

uuur
 çÆ ÇÂÃ åð·» ò¿â

ÕðçÅ ÔË ÇÕ RQm
uuur

 = PRn
uuur

, tgk¡  m Áå¶ n èéÅåîÕ òËÕàð ÔË å» ÁÃÆº ÕÇÔ³ç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ R,

ÇÚ¼åð A@.AE

ÇÚ¼åð A@.AF

ÇÜ¼æ¶

Áå¶

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



456        ×Çäå

PQ
uuur

 ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË Ô¹ä Çåzí¹Ü» ORQ Áå¶ OPR å¯º

RQ
uuur

 = OQ OR b r− = −
uuur uuur r r

Áå¶ PR
uuur  = OR OP r a− = −

uuur uuur r r

ÇÂÃ ñÂÆ ( )m b r−
r r  = ( )n r a−

r r  (ÇÕÀ°º?)

Ü» rr  =
mb na

m n
+
+

r r
(Ô¼ñ/Ãðñ Õðé å¶)

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ R Ü¯ ÇÕ P Áå¶ Q ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

OR
uuur

 =
mb na

m n
+
+

r r
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÃÇæåÆ II  Üç¯º R, PQ çÆ ìÅÔðÆ ò¿â ÕðçÅ ÔË (ÇÚ¼åð 10-
17)A ÇÂÔ åÃçÆÕ ÕðéÅ ÁÃÆº êÅáÕ» ñÂÆ ÇÂ¼Õ êÌôé ç¶ ðÈê
Çò¼Ú Û¼âç¶ Ô» ÇÕ ð¶ÖÅÖ³â PQ ù m : n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú ìÅÔðÆ

ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R 
PRi.e.,   
QR

m
n

 
= 

 
 çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

OR
uuur

 = 
mb na

m n
−
−

r r
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð R, PQ çÅ î¼è Çì³çÈ ÔË å» m = n Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÇæåÆ I å¯º PQ
uuur

 ç¶ î¼è Çì³çÈ R çÅ

ÃÇæåÆ òËÕàð OR
uuur

 = 
2

a b+
rr

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä : AA. ç¯ Çì³çÈ P Áå¶ Q ñò¯ ÇÜé·» çÆ ÃÇæåÆ òËÕàð OP 3 2a b= −
uuur rr  Áå¶ OQ a b= +

uuur rr

ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ Ü¯ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù 2:1 ç¶
Áé°êÅå Çò¼Ú (i) Á³çðÈéÆ (ii) ìÅÔðÆ ò¿â ÕðçÅ ÔËÍ
Ô¼ñ :

(i) P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B.A ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú Á³çðÈéÆ ò¿â Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ  R çÅ
ÃÇæåÆ òËÕàð ÔË :

OR
uuur

 = 
2( ) (3 2 ) 5

3 3
a b a b a+ + −

=
r rr r r

(ii) P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B:A ç¶ Áé°êÅå ç¶ ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R çÅ
ÃÇæåÆ òËÕàð ÔË :

OR
uuur

 = 
2( ) (3 2 ) 4

2 1
a b a b b a+ − −

= −
−

r rr r r r

ÇÚ¼åð A@.AG

íÅò
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À°çÅÔðä : AB. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆA(2 ), B( 3 5 ), C(3 4 4 )i j k i j k i j k− + − − − −  ÇÂ¼Õ
ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð ÔéÍ
Ô¼ñ : ÃÅâ¶ Õ¯ñ ÔË ÇÕ

 AB
uuur  = ˆˆ ˆ(1 2) ( 3 1) ( 5 1)i j k− + − + + − − ˆˆ ˆ2 6i j k= − − −

  BC
uuur

 = ˆˆ ˆ(3 1) ( 4 3) ( 4 5)i j k− + − + + − + ˆˆ ˆ2i j k= − +

Áå¶ CA
uuur

 = ˆˆ ˆ(2 3) ( 1 4) (1 4)i j k− + − + + +  ˆˆ ˆ3 5i j k= − + +
ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ

2| AB |
uuur

 = 2 241 6 35 | BC | | CA |= + = +
uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Çåzí¹Ü ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A@.B
1. ÇéîéÇñÖå òËÕàð» ç¶ îÅê Á³Õ çÆ ×äéÅ Õð¯ :

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; 2 7 3 ;    
3 3 3

a i j k b i j k c i j k= + + = − − = + −
rr r

2. ÃîÅé îÅê Á³Õ òÅñ¶ ç¯ Áñ¼×-Áñ¼× òËÕàð ÇñÖ¯Í
3. ÃîÅé ÇçôÅ òÅñ¶ ç¯ Áñ¼×-Áñ¼× òËÕàð ÇñÖ¯Í
4. x Áå¶ y çÆÁ» ÕÆîå» êåÅ Õð¯ å» ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆ ˆ2 3     i j xi yj+ +vkjS  ÃîÅé Ô¯äÍ
5. ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ  (2] 1) ÔË Áå¶ Á³Çåî Çì³çÈ (&5] 7) ÔËÍ ÇÂÃ òËÕàð ç¶

ÃÕËñð Áå¶ òËÕàð ØàÕ êåÅ Õð¯Í
6. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 , 2 4 5a i j k b i j k= − + = − + +

rr
 Áå¶ ˆˆ ˆ6  – 7c i j k= −r çÅ Ü¯óëñ êåÅ Õð¯Í

7. òËÕàð ˆˆ ˆ 2a i j k= + +r
 ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

8. òËÕàð PQ,
uuur

 ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈ P Áå¶ Q ´îòÅð
(1] 2] 3) Áå¶ (4] 5] 6) ÔéÍ

9. Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2   a i j k b i j k= − + = − + −
rr

vkSj , ç¶ ñÂÆ òËÕàð a b+
rr
 ç¶  òËÕàð

çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
10. òËÕàð ˆˆ ˆ5 2i j k− +  ç¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ îÅê Á³Õ

H ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ
11. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4   4 6 8i j k i j k− + − + −vkSj  Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

12. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3i j k+ + ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé êåÅ Õð¯Í

¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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13. Çì³çÈÁ» A (1, 2, –3) Áå¶ B(–1, –2, 1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ Áå¶  A å¯º B ÇçôÅ ò¼ñ òËÕàð ç¶
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé êåÅ Õð¯Í

14. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆˆ ˆi j k+ +  è¹ÇðÁ» OX, OY Áå¶ OZ ç¶ éÅñ ìðÅìð (ÃîÅé) Þ¹ÇÕÁÅ Ô̄ÇÂÁÅ ÔËÍ

15. Çì³çÈÁ» P ( ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 )  Q – )i j k i j k+ − + +vkSj  ( ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù B:A ç¶ Áé°êÅå
Çò¼Ú  (i) Á³çðÈéÆ  (ii) ìÅÔðÆ ò¿â  Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í

16. ç¯ Çì³çÈ P(2, 3, 4) Áå¶ Q(4, 1, –2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ òËÕàð çÅ î¼è Çì³çÈ êåÅ Õð¯Í
17. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A, B Áå¶ C, ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ˆˆ ˆ3 4 4 ,a i j k= − −r

ˆˆ ˆ2b i j k= − +
r

 Áå¶ ˆˆ ˆ3 5c i j k= − −r  ÔË, ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð» çÅ ÇéðîÅä Õðç¶ ÔéÍ
18. Çåzí¹Ü  ABC (ÇÚ¼åð 10.18), ç¶ ñÂÆ ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÅ ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ

(A) AB + BC + CA = 0
uuur uuuur uuur r

(B) AB BC AC 0+ − =
uuur uuur uuur r

(C) AB BC CA 0+ − =
uuur uuur uuur r

(D) AB CB CA 0− + =
uuur uuur uuur r

19. Ü¶Õð a b
rr

vkjS  ç¯ Ãîð¶ÖÆ òËÕàð Ôé å» ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú ÇÕÔóÅ Õæé ÃÔÆ éÔÆº ÔËÍ
(A) ,   b a= λ λ

r r
fdlh vfn’k osQ fy,

(B) a b= ±
rr

(C) a b
rr

vkjS  ç¶ ́ îòÅð ØàÕ ÃîÅéÁé°êÅåÆ éÔÆº ÔéÍ

(D) ç¯é¯º òËÕàð» a b
rr

rFkk  çÆ ÇçôÅ ÃîÅé ÔË; êð îÅê Á³Õ ÇòÇí¿é ÔËÍ

10.6  ç¯ òËÕàð» çÅ ×¹äéëñ (Product of Two Vectors)
Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº òËÕàð» ç¶ Ü¯óëñ Áå¶ ØàÅÀ° ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÃÅâÅ À°ç¶ô òËÕàð»
ç¶ ×¹äéëñ  éÅîÕ ÇÂ¼Õ çÈÜÆ ÁñÜìð¶ Ã¿ÇÕÇðÁÅ çÆ ÚðÚÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÁÃÆº ïÅç Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ç¯
Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ Ô¹¿çÆ ÔË, ç¯ îËÇàzÕÃ çÅ ×¹äéëñ ÇÂ¼Õ îËÇàzÕÃ Ô¹¿çÅ ÔË, êð ëñé»
çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº À°Ôé» ù ç¯ åð·» éÅñ ×¹äÅ Õð ÃÕç¶ Ô» é» ç¶ å½ð å¶ ç¯ ëñé» çÅ Çì³çÈ òÅð ×¹äÅ
Áå¶ ç¯ ëñé» çÅ Ã¿ï¯ÜéÍ ÇÂÃ åð·» òËÕàð»  çÆ ×¹äÅ òÆ ç¯ åðÆÕ¶ éÅñ êÌíÅÇôå ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË é» ç¶
å½ð å¶ : ÃÕËñð ×¹äéëñ ÇÜ¼æ¶ éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð Ô¹¿çÅ ÔË Áå¶ òËÕàð ×¹äéëñ ÇÜ¼æ¶ éåÆÜÅ ÇÂ¼Õ
òËÕàð Ô¹¿çÅ ÔËÍ òËÕàð» ç¶ ÇÂÔ ç¯ åð·» ç¶ ×¹äéëñ» ç¶ ÁèÅð å¶ ÇÜÀ±îËàðÆ, îÕËÇéÕ Áå¶ ÇÂ³ÜÆéÆÁÇð³×
Çò¼Ú ÇÂÔé» ç¶ ÇòÇí¿é À°êï¯× ÔéÍ ÇÂÃ ÃËÕôé  (Áé°íÅ×) Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ åð·» ç¶ ×¹äéëñ çÆ ÚðÚÅ
Õð»×¶Í

ÇÕÃÆ ÃÕ¶ñð ç¶ ñÂÆ

Áå¶

ÇÚ¼åð A@. AH
Áå¶

Áå¶

Áå¶
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10.6.1  ç¯ òËÕàð» çÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ [Scalar (or dot) product of two vectors]

êÇðíÅôÅ B.  ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a b
rr

vkjS  çÅ ÃÕËñð ×¹äéëñ a b⋅
rr  ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ

ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù a b⋅
rr  = | | | | cosa b θ

rr ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ÇÜ¼æ¶ θ, , 0a b ≤ θ ≤ π

rr
vkSj oQs chp dk dk.s k gS vkSj  (ÇÚ¼åð A@.AI)A

Ü¶Õð 0 0,a b= =
rr rr

vFkok  å» θ êÌíÅÇôå éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÃÇæåÆ
Çò¼Ú ÁÃÆº 0a b⋅ =

rr êÌíÅÇôå Õðç¶ ÔËÍ
ÇéðÆÖä

1. a b⋅
rr  ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

2. î³é ñÀ° ÇÕ  a b
rr

vkjS  ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð Ôé å» 0a b⋅ =
rr  Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð a b

rr
vkjS

ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ êðÃêð ¦ì Ôé ÇÂÃ ñÂÆ 0  a b a b⋅ = ⇔ ⊥
r rr r

3. Ü¶Õð θ = 0, å» | | | |a b a b⋅ =
r rr r

Çòô¶ô ðÈê å¯º 2| | ,a a a⋅ =r r r  ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú a θ = 0 ÔËÍ
4. Ü¶Õð  θ = π, rc | | | |a b a b⋅ = −

r rr r

Çò²ô¶ô ðÈê å¯º 2( ) | |a a a⋅ − = −
r r r

, ÇÜÃ åð·» ÇÕ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú  θ, π ç¶ ìðÅìð ÔËÍ
5. ÇéðÆÖä êÌÌ¶Öä B Áå¶ C çÆ Ã¿çðí Çò¼Ú ÁÅêÃÆ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð  ˆˆ ˆ, ,i j k,oa  ç¶ ñÂÆ

ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
ˆ ˆ ˆ ˆi i j j⋅ = ⋅  = ˆ ˆ 1k k⋅ =

Áå¶ ˆˆ ˆ ˆi j j k⋅ = ⋅  = ˆ ˆ 0k i⋅ =

6. ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð a b
rr

vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä θ,

.cos
| || |

a b
a b

θ =
rr
rr  Ü» –1 . cos

| || |
a b

a b
 

θ =  
 

rr
rr ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔËÍ

7. ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ́ î òà»çðÅ ÔË íÅò
a b⋅

rr = b a⋅
r r

          (ÇÕÀ°º?)
ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé Çòô¶ôåÅò» (Two important properties of scalar
product)

Çòô¶ôåÅ A.(ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ çÆ Ü¯ó À°µêð ò¿âÕÅðÆ Çéïî)î³é ñÀ° ,     a b c
rr r
vkSj  Çå¿é òËÕàð Ôé

å» ( )a b c⋅ +
rr r  =   a b a c⋅ + ⋅

rr r r

Çòô¶ôåÅ B.  î³é ñÀ°   a b
rr

vkjS  ç¯ òËÕàð Ôé Áå¶ λ ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË, å»
( )a bλ ⋅

rr  = ( ) ( )a b a bλ ⋅ = ⋅ λ
r rr r

ÇÚ¼åð A@. AI

Áå¶
Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔË Áå¶

å»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

 Áå¶
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Ü¶Õð ç¯ òËÕàð ØàÕ ðÈê Çò¼Ú 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k+ +  Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb i b j b k+ + , Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË å» À°Ôé»
çÅ òËÕàð ×¹äéëñ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË :

a b⋅
rr  = 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + ⋅ + +

= 1 1 2 3 2 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i b i b j b k a j b i b j b k⋅ + + + ⋅ + +  + 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ( )a k b i b j b k⋅ + +

= 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i a b j j a b j k⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

 + 3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b k i a b k j a b k k⋅ + ⋅ + ⋅

(À°êð¯Õå Çòô¶ôåÅò» A Áå¶ B çÅ À°êï¯× Õðé å¶)
= a1b1 + a2b2 + a3b3 (ÇéðÆÖä E çÅ À°êï¯× Õðé å¶ )

ÇÂÃ åð·»  a b⋅
rr  = 1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +

10.6.2  ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÇÕÃÆ ð¶ÖÅ å¶ êÌÖ¶ê (Projection of a vector on a line)

î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ òËÕàð AB
uuur

 ÇÕÃ¶ Çéðç¶Çôå ð¶ÖÅ l (î³é ñÀ°) ç¶ éÅñ Ö¼ì¶ ×¶ó¶ (ØóÆ çÆ ÇçôÅ å¯º
À °ñ à  Ç ç ô Å) Çò¼Ú θ Õ½ä ìäçÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@.B@ ç¶Ö¯) å» AB

uuur
 çÅ l À°µêð êÌÖ¶ê Projection

ÇÂ¼Õ òËÕàð pr  (î³é ñÀ°) ÔË ÇÜÃçÅ îÅê Á³Õ | AB | cos θ
uuur

 ÔË Áå¶ ÇÜÃ çÆ ÇçôÅ çÅ l çÆ ÇçôÅ
ç¶ ò¼ñ (Ü» À°ñà) Ô¯äÅ ÇÂÃ ×¼ñ å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔË ÇÕ cos θ èéÅåîÕ ÔË Ü» ÇðäÅåîÕÍ òËÕàð pr

ù êÌÖ¶ê (Projection) òËÕàð ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃ çÅ îÅê Á³Õ | pr |, ÃèÅÅðé å½ð å¶ ÇÂÃ ù
Çéðç¶Çôå ð¶ÖÅ l å¶ òËÕàð AB

uuur
çÅ êÌî¶ï ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé òÜº̄ ÇéîéÇñÖå Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ ÇÚ¼åð ç¶

òËÕàð AB
uuur

 çÅ ð¶ÖÅ l å¶ êÌ¶Öê òËÕàð AC
uuur

 ÔËÍ  [ÇÚ¼åð A@.B@ (i) å¯º  (iv) å¼Õ]

ÇÚ¼åð A@. B@
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ÇéðÆÖä
1. ð¶ÖÅ l ç¶ éÅñ éÅñ Ü¶Õð p̂  ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË å» ð¶ÖÅ l å¶ òËÕàð ar  çÅ êÌÖ¶ê ˆ.a pr å¯º êÌÅêå

Ô¹¿çÅ ÔËÍ

2. ÇÂ¼Õ òËÕàð ar  çÅ çÈÜ¶ òËÕàð b
r

, å¶ ˆ,a b⋅r  Ü» 1, ( )
| | | |
ba a b
b b

 
⋅ ⋅  

r rr rr rvFkok  å¯º êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

  3-  Ü¶Õð θ = 0, å» AB
uuur

êÌÖ¶ê çÅ òËÕàð Ö¹ç AB
uuur

 Ô¯ò¶×Å Áå¶ Ü¶Õð  θ  = π å» AB
uuur

 çÅ
êÌ¶Öê  òËÕàð BA

uuur
 Ô¯ò¶×ÅÍ

4- Ü¶Õð πθ = 
2
 Ü» 3πθ = 

2
 å» AB

uuur
êÌÖ¶ê òËÕàð çÅ ÜÆð¯ òËÕàð Ô¯ò¶×ÅÍ

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð α, β Áå¶ γ òËÕàð 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +r  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ä Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé

ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

31 2
ˆ.cos , cos ,   and  cosˆ | | | | | || || |

aa aa i
a a aa i

α = = β = γ =
r

r r rr

ÇÂÔ òÆ ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ | | cos ,   | |cos   | | cosa a aα β γr r r
vkjS  ́ îòÅð : OX, OY Áå¶ OZ ç¶

éÅñ éÅñ ar  ç¶ ar  ç¶ êÌÖ¶ê Ôé ÇÂÃ ñÂÆ òËÕàð a1, a2 Áå¶ a3´îòÅð x, y,, Áå¶ z è¹ð¶ ç¶ éÅñ
ar  òËÕàð ç¶ êÌÖ¶ê ÔéÍ ÇÂÃ å¯ºº ÇÂñÅòÅ Ü¶Õð ar  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË å» ÇÂÃ ù ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé çÆ
ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ

ˆˆ ˆcos cos cosa i j k= α + β + γr

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÷ÅÔð ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä : AC. ç¯ òËÕàð   a b
rr

vkjS  ç¶ ÁÅÕÅð ́ îòÅð A Áå¶ B ÔË Áå¶ 1a b⋅ =
rr

, ÇÂÔé» òËÕàð»
ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ 1, | | 1 | | 2a b a b⋅ = = =
r rr r

vkSj . ÃÅâ¶ Õ¯ñ

1 1. 1cos cos
2 3| || |

a b
a b

− −  π θ = = =   
  

rr
rr

À°çÅÔðä : AD. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆa i j k b i j k= + − = − +
rr

rFkk  ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ òËÕàð   a b
rr

vkjS  ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä θ  Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

cosθ =
| || |
a b
a b

⋅
rr
rr  å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä a b⋅
rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 1 1 1 1i j k i j k+ − ⋅ − + = − − = −

Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ, ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ   cosθ =
1

3
−

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ Õ½ä θ = 1 1cos
3

−  − 
 

 ÔËÍ

À°çÅÔðä : AE. Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 3     3 5a i j k b i j k= − − = + −
rr

vkjS , å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð a b+
rr

Áå¶ a b−
rr ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ ¦ì ÔéÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ç¯ ×Ëð ÇÃëð òËÕàð êðÃêð ¦ì Ô¹¿ç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ôé» çÅ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ
ÜÆð¯ ÔËÍ
ÇÂ¼æ¶ a b+

rr  = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(5 3 ) ( 3 5 ) 6 2 8i j k i j k i j k− − + + − = + −

Áå¶ a b−
rr  = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(5 3 ) ( 3 5 ) 4 4 2i j k i j k i j k− − − + − = − +

ÇÂÃ ñÂÆ ( ) ( )a b a b+ ⋅ −
r rr r  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(6 2 8 ) (4 4 2 ) 24 8 16 0i j k i j k+ − ⋅ − + = − − =

ÇÂÃ ñÂÆ     a b a b+ −
r rr r

vkjS   êðÃêð òËÕàð ÔéÍ
À°çÅÔðä : AF. òËÕàð ˆˆ ˆ2 3 2a i j k= + +r  çÅ, òËÕàð ˆˆ ˆ2b i j k= + +

r
ç¶ êÌÖ¶ê êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : òËÕàð ar  çÅ òËÕàð b
r  å¶ êÌÖ¶ê ÔËÍ

1 ( )
| |

a b
b

⋅
rrr  = 2 2 2

1 10 5(2 .1 3 . 2 2 .1) 6
36(1) (2) (1)

+ + = =
+ +

 ÔËÍ

À°çÅÔðé : AG. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð a b
rr

vkjS  ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ | | 2, | | 3a b= =
rr  Áå¶ 4a b⋅ =

rr å»
| |a b−

rr  êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

2
a b−

rr  = ( ) ( )a b a b− ⋅ −
r rr r

= .a a a b b a b b− ⋅ − ⋅ + ⋅
r r r rr r r r

= 2 2| | 2( ) | |a a b b− ⋅ +
r rr r

= 2 2(2) 2(4) (3)− +

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b−
rr  = 5

À°çÅÔðä AH. Ü¶Õð ar  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Áå¶ ( ) ( ) 8x a x a− ⋅ + =
r r r r , å» | |xr êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ ar  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ | | 1a =r . ÇÂÔ òÆ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ
( ) ( )x a x a− ⋅ +
r r r r  = 8

Ü» x x x a a x a a⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅
r r r r r r r r  = 8

Ü» 2| | 1x −r  = 28  | | 9x =r
vFkkZr ~

ÇÂÃ ñÂÆ       | |xr  = 3(ÇÕÀ°ºÇÕ òËÕàð çÅ îÅê Á³Õ Ôî¶ôÅ Á-ÇðäÅåîÕ Ô¹¿çÅ ÔË)

Áå¶

Áå¶

Ü»

Áå¶
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À°çÅÔðä AI. ç¯ òËÕàð a b
rr

vkjS , ç¶ ñÂÆ Ôî¶ôÅ | | | | | |a b a b⋅ ≤
r rr r   (Cauchy-Schwartz ÁÃîÅéåÅ)A

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÁÃîÅéåÅ ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú Ãêôà ÔË Ü¶Õð 0    0a b= =
rr rr

vFkok .  ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂÃ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ | | 0 | | | |a b a b⋅ = =

r rr r . ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÕñêéÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ

| | 0 | |a b≠ ≠
rr Ô» ÁÃÆº

| |
| || |

a b
a b

⋅
rr
rr  = | cos | 1θ ≤   ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b⋅
rr  ≤ | | | |a b

rr

À°çÅÔðä B@. ç¯ òËÕàð» a b
rr

rFkk  ç¶ ñÂÆ Ôî¶ôÅ | | | | | |a b a b+ ≤ +
r rr r (Çåzí¹Ü ÁÃîÅéåÅ)

Ô¼ñ : Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ  ÁÃîÅéåÅ, ç¯é» ÃÇæåÆÁ» 0 0a b= =
rr

;k Çò¼Ú ÃÇÔÜ ðÈê Çò¼Ú Ãêôà ÔË (ÇÕÀ°ºÇÕ
?)A ÇÂÃ ñÂÆ î³é ñÀ° ÇÕ | | 0 | |a b≠ ≠

rrr
 å»

2| |a b+
rr  = 2( ) ( ) ( )a b a b a b+ = + ⋅ +

r r rr r r

= a a a b b a b b⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
r r r rr r r r

= 2 2| | 2 | |a a b b+ ⋅ +
r rr r  (ÃÕËñð ×¹äéëñ ́ î-òà»çðÅ ÔËÍ)

≤ 2 2| | 2 | | | |a a b b+ ⋅ +
r rr r (ÇÕÀ°ºÇÕ  | |x x x≤ ∀ ∈R )

≤ 2 2| | 2 | || | | |a a b b+ +
r rr r (À°çÅÔðé AI å¯º )

= 2(| | | |)a b+
rr

ÇÂÃ ñÂÆ : | | | | | |a b a b+ ≤ +
r rr r

AÇà¼êäÆ    Ü¶Õð Çåzí¹Ü ÁÃîÅéåÅ Çò¼Ú ÃîÅéåÅ ð¼ÖÆ Ô¹¿çÆ ÔËs (À°êð¯Õå À°çÅÔðé B@ Çò¼Ú)
ÇÂÃ ñÂÆ

| |a b+
rr  = | | | |a b+

rr , åç

| AC |
uuur

 = | AB | | BC |+
uuur uuur

Çì³çÈ A, B Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BA. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA( 2 3 5 ),  B( 2 3 )i j k i j k− + + + +  Áå¶ ˆˆC(7 )i k−  Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

 ÇÚ¼åð A@. BA

Áå¶

Áå¶

Ü»

Ü»
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 AB
uuur

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(1 2) (2 3) (3 5) 3 2i j k i j k+ + − + − = − −

BC
uuur

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 1) (0 2) ( 1 3) 6 2 4i j k i j k− + − + − − = − −

AC
uuur

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(7 2) (0 3) ( 1 5) 9 3 6i j k i j k+ + − + − − = − −

| AB |
uuur

 = 14, BC 2 14     | AC | 3 14= =
uuur uuur

vkSj

ÇÂÃ ñÂÆ AC
uuur

 = | AB | | BC |+
uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ  A, B Áå¶ C  Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ

AÇà¼êäÆ    À°çÅÔðé BA Çò¼Ú ÇèÁÅé ÇçÀ° ÇÕ AB BC CA 0+ + =
uuur uuur uuur r

 êð Çëð òÆ Çì³çÈ A,
B Áå¶  C Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð» çÅ ÇéðîÅä éÔÆº Õðç¶ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ A@.C

1. ç¯ òËÕàð»   a b
rr

rFkk  ç¶ ÁÅÕÅð ́ îòÅð 3 2,oa ÔË Áå¶ 6a b⋅ =
rr

 ÔË å»   a b
rr

rFkk ç¶
Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

2. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3     3 2i j k i j k− + − +vkjS ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

3. òËÕàð ˆ ˆi j+  å¶ òËÕàð ˆ ˆi j−  çÅ êÌ¶Öä êåÅ Õð¯Í

4. òËÕàð ˆˆ ˆ3 7i j k+ +  çÅ, òËÕàð ˆˆ ˆ7 8i j k− +   å¶ êÌ¶Öä êåÅ Õð¯Í
5. çðÃÅÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÇéîéÇñÖå Çå¿é òËÕàð» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ çÅ îÅåzÕ òËÕàð ÔË :

1 1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ),  (3 6 2 ),   (6 2 3 )
7 7 7

i j k i j k i j k+ + − + + −

ÇÂÔ òÆ çðÃÅÀ° ÇÕ ÇÂÔ òËÕàð ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ¦ì ÔéÍ
6.  Ü¶Õð ( ) ( ) 8 | | 8 | |a b a b a b+ ⋅ − = =

r r rr r r
vkSj  Ô¯ò¶ å» | |ar  Áå¶ | |b

r
 êåÅ Õð¯Í

7. (3 5 ) (2 7 )a b a b− ⋅ +
r rr r çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

8. ç¯ òËÕàð   a b
rr

vkjS  çÅ ÁÅÕÅð êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ÇÂÔé» çÅ ÁÅÕÅð ÃîÅé ÔË Áå¶ ÇÂÔé» ç¶

ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä 60° ÔË Áå¶ ÇÂÔé» çÆ ÃÕËñð ×¹äéëñ 1
2

 ÔËÍ

9. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îÅåzÕ òËÕàð ar ,  ç¶ ñÂÆ ( ) ( ) 12x a x a− ⋅ + =
r r r r

 ÔË å» | |xr êåÅ Õð¯Í

10. Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3 , 2 3a i j k b i j k c i j= + + = − + + = +
rr r

vkjS  ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ a b+ λ
rr ,

cr  å¶ ¦ì ÔË, å» λ çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

Áå¶

Áå¶ Áå¶ Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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11. çðÃÅÀ° ÇÕ ç¯ ×Ëð ÇÃøð òËÕàð   a b
rr

vkjS  ç¶ ñÂÆ | | | |a b b a+
r rr r ,  | | | |a b b a−

r rr r  å¶ ¦ì ÔËÍ
12. Ü¶Õð 0    0a a a b⋅ = ⋅ =

rr r r
vkjS , å» òËÕàð b

r
 ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú ÇÕ ÇéôÕðô (éåÆÜÅ) Õ¼ÇãÁÅ

ÜÅ ÃÕçÅ ÔË?
13. Ü¶Õð , ,a b c

rr r
 îÅåzÕ òËÕàð ÇÂÃ åð·» 0a b c+ + =

r rr r  å» a b b c c a⋅ + ⋅ + ⋅
r rr r r r çÆ ÕÆîå

êåÅ Õð¯Í
14. Ü¶Õð 0   0,     0a b a b= = ⋅ =

r rr rr r
vFkok rc  êð ÇÂÃ çÅ À°ñà Ã¼Ú Ô¯äÅ ÷ðÈðÆ éÔÆº ÔËÍ ÇÂ¼Õ

À°çÅÔðä ç¹ÁÅðÅ ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í
15. Ü¶Õð ÇÕÃ¶ Çåzí¹Ü ABC çÅ ÇÃÖð, A, B, C ́ îòÅð : (1, 2, 3), (–1, 0, 0), (0, 1, 2) ÔË å»

∠ABC êåÅ Õð¯Í  [∠ABC, ÇÃÖð BA
uuur

 Áå¶ BC
uuur

 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔËÍ]
16. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A(1, 2, 7), B(2, 6, 3) Áå¶ C(3, 10, –1) Ãîð¶ÖÆ ÔËÍ
17. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 , 3 5 3 4 4i j k i j k i j k− + − − − −vkSj  ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯äÆ Çåzí¹Ü ç¶

ÇÃÖð» çÆ ðÚéÅ Õðç¶ Ô»Í
18. Ü¶Õð ×Ëð ÇÃëð òËÕàð ar  çÅ ÁÅÕÅð ‘a’ ÔË å» λ ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃëð ÃÕ¶ñð ÔË å» λ ar  ÇÂ¼Õ

îÅåzÕ òËÕàð ÔË Ü¶Õð
(A) λ = 1 (B) λ = – 1 (C) a = |λ | (D) a = 1/|λ |

10.6.3  ç¯ òËÕàð» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ [Vector (or cross) product of two vectors]

íÅ× A@.B Çò¼Ú ÁÃÆº åzË ÇòîÅÂÆ Ã¼Ü¶ Ô¼æ ÁÅÇÂåÅÕÅð åÅñî¶ñ ÇÃÃàî (êÌäÅñÆ) çÆ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÃÆÍ
ÇÂÃ êÌäÅñÆ Çò¼Ú èéÅåîÕ x í¹Ü ù Ö¼ì¶ ×¶ó (ØóÆ ÇòêðÆå) Ø¹îÅ Õ¶ èéÅåîÕ y-í¹Ü å¶ ÇñÁÅÇÂÁÅ
Ü»çÅ ÔË å» èéÅåîÕ z-í¹Ü çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¼Ü¶ Ô¼æ (ÇîÁÅðÆ) ê¶ºÚ Á¼×¶ ò¼ñ Ô¯ Ü»çÆ ÔË [ÇÚ¼åð
A@.BB (i)]A

ÇÂ¼Õ Ã¼Ü¶ Ô¼æ åÅñî¶ñ êÌäÅñÆ Çò¼Ú Üç¯º Ã¼Ü¶ Ô¼æ çÆÁ» À°º×ñÆÁ» ù èéÅåîÕ x- í¹Ü çÆ ÇçôÅ å¯º
çÈð èéÅåîÕ y-í¹Ü ç¶ ò¼ñ Ø¹îÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Á³×ÈáÅ èéÅåîÕ z-í¹ÜÅ ç¶ ò¼ñ ÇÂôÅðÅ ÕðçÅ ÔËÍ
[ÇÚ¼åð 10-22 (ii)] ÔËÍ

 ÇÚ¼åð A@. BB

Áå¶

  Ü»   Ü»

Áå¶

Áå¶
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êÇðíÅôÅ C.  ç¯ ×Ëð ÇÃøð òËÕàð     a b
rr

rFkk ,  çÅ òËÕàð ×¹äéëñ a b×
rr

å¯º çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶  a b×
rr  = ˆ| || | sina b nθ

rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌíÅÇôå

ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ θ, a b
rr

vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ Õ¯ä ÔË Áå¶ 0 ≤ θ ≤ π  ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ n̂  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¯ ÇÕ òËÕàð a b
rr

vkjS ,ç¯é» å¶ ¦ì ÔËÍ ÇÂÃ

åð·» ˆ,    a b n
rr
rFkk  ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù ÇéðÇîå Õðç¶ Ôé (ÇÚ¼åð

A@.BC) ÇÂÃ ñÂÆ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù a b
rr

l s  ç¶ ò¼ñ Ø¹¿îÅÀ°ä å¶ ÇÂÔ n̂  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ú¼ñçÆ ÔËÍ

Ü¶Õð 0 0a b= =
rr rr

vFkok , å» θ êÌíÅÇôå éÔÆº ÔË Áå¶ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÁÃÆº 0a b× =
r rr

êÌíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í
êÌ¶Öä :

1. a b×
rr

 ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔËÍ
2. î³é ñÀ°     a b

rr
vkjS  ç¯ ×Ëð ÇÃëð Ôé å» 0a b× =

r rr Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð a b
rr

vkjS ÇÂ¼Õ çÈÜ¶
ç¶ Ãî»åð (Ü» Ãîð¶ÖÆ) ÔË ÇÂÃ ñÂÆ

a b×
rr  = 0 a b⇔

rr r P

ÖÅÃ å½ð å¶ 0a a× =
rr r  Áå¶ ( ) 0a a× − =

rr r , ÇÕÀ°ºÇÕ êÇÔñÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú θ = 0 Áå¶ çÈÜÆ
ÃÇæåÆ Çò¼Ú θ = π, ÇÜÃ Çò¼Ú ç¯éº̄ ÔÆ ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú sin θ çÆ ÕÆîå ÇÃøð Ô¯ Ü»çÆ ÔËÍ

3. Ü¶Õð 
2
π

θ =  å» | || |a b a b× =
r rr r

4. ÇéðÆÖä (êÌ¶Öä) B Áå¶ C ç¶ ÞñÕ Çò¼Ú ÁÅêÃÆ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð»
ˆˆ ˆ,i j kvkSj ç¶ ñÂÆ (ÇÚ¼åð A@.BD), ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

ˆ ˆi i×  = ˆ ˆˆ ˆ 0j j k k× = × =
r

ˆ ˆi j× = ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,   k j k i k i j× = × =

5. òËÕàð ×¹äéëñ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ç¯ òËÕàð»     a b
rr

rFkk   ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ
Õ¯ä θ ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

 sinθ =
| |
| || |
a b
a b

×
rr
rr

6. ÇÂÔ Ôî¶ôÅ Ã¼Ú ÔË ÇÕ òËÕàð» çÅ ×¹äéëñ ´î òà»çðÅ éÔÆº Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ a b×
rr  =

b a− ×
r r

 ÁÃñ Çò¼Ú ˆ| || | sina b a b n× = θ
r rr r , ÇÜ¼æ¶ ˆ,    a b n

rr
vkSj  ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ çÅ

ÇéðîÅä Õðç¶ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  θ , a b
rr

ls  ò¼ñ ¦Ø¶ Ô¹¿ç¶ ÔËÍ ÇÚ¼åð A@.BE(i) Üç¯º ÇÕ

ÇÚ¼åð A@.BC

ÇÚ¼åð A@. BD

Áå¶

å̄º

Ü»

Áå¶

Áå¶

å̄º
Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶ Áå¶
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1̂| || | sinb a a b n× = θ
r rr r , ÇÜ¼æ¶ 1̂,   b a n

r r
vkjS  ÇÂ¼Õ Ã¼ÜÅ Ô¼æ êÌäÅñÆ ù ÇéðÇîå Õðç¶ Ôé,

ÇÂÃ ñÂÆ θ, b a
r r
ls  å¯º ç¶ ò¼ñ Ú¼ÕðÆ ́ îÔ¹¿çÅ ÔË ÇÚ¼åð 10-25(ii)A

ÇÂÃ ñÂÆ Ü¶Õð ÁÃÆº ÇÂÔ î³é ñËºç¶ Ô» ÇÕ a b
rr

vkjS  ç¯é¯º ÇÂ¼Õ ÔÆ ÕÅ×÷ ç¶ åñ Çò¼Ú Ôé å»

vko‘Qfr 10-25

¦ì Ô¯ä×¶ 1ˆ ˆ  n nvkjS  ÕÅ×÷ å¯º À°µêð çÆ ÇçôÅ ò¼ñ Ô¯ò¶×Å Áå¶ 1̂n  ÕÅ×÷ ç¶ æ¼ñ¶ ò¼ñ (ÇçôÅ
Çò¼Ú) Ô¯ò¶×Å ÇÂÃ ñÂÆ 1̂ ˆn n= −

ÇÂÃ åð·» a b×
rr  = ˆ| || | sina b nθ

rr

= 1̂| || | sina b n− θ
rr b a= − ×

r r

7. ÇéðÆÖä (êÌ¶Öä) D Áå¶ F ç¶ ÞñÕ Çò¼Ú
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,j i k k j i i k j× = − × = − × = − gASvkjS

8. Ü¶Õð  a b
rr

vkjS Çåzí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé å» Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ
1 | |
2

a b×
rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çåzí¹Ü ç¶ Ö¶åðëñ çÆ êÇðíÅôÅ ç¶ Áé°ÃÅð ÁÃÆº ÇÚ¼åð A@.BF

åº̄ êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ Çåzí¹Ü ABC çÅ Ö¶åðëñ = 
1 AB CD
2

⋅ .

êð¿å± AB | |b=
r

 (Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË) Áå¶ CD = | |ar sinθ

ÇÂÃ ñÂÆ : Çåzí¹Ü  ABC çÅ Ö¶åðëñ = 
1 | || | sin
2

b a θ
r r

 
1 | |
2

a b= ×
rr

9. Ü¶Õð a b
rr

vkjS  Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË å» Ãî»åð Úå°ðí¹Ü
çÅ Ö¶åðëñ | |a b×

rr
 ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð 10-27 ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD çÅ Ö¶åðëñ = AB. DE.

ÇÚ¼åð A@.BF

Áå¶

Áå¶

Áå¶ ÔËÍ

Áå¶

ÇÚ¼åð A@. BE

å̄º

Áå¶

Áå¶
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êð AB | |b=
r

 (Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË), Áå¶
DE | | sina= θ

r
 ÇÂÃ ñÂÆ

ÇÂÃ ñÂÆ  Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ABCD çÅ

Ö¶åðëñ = | || | sinb a θ
r r  | |a b= ×

rr

ÁÃÆº Ô¹ä òËÕàð ×¹äéëñ ç¶ ç¯ îÔ¼åòêÈðé
Çòô¶ôåÅò» ù ç¼Ã»×¶Í

Çòô¶ôåÅ C. òËÕàð ×¹äéëñ çÅ Ü¯óëñ å¶ ò¿âÕÅðÆ Çéïî  (Distributivity of vector

product over addition) Ü¶Õð ,a b c
rr r
vkSj  Çå¿é òËÕàð ÔË Áå¶ λ ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË å»

(i) ( )a b c× +
rr r

 = a b a c× + ×
rr r r

(ii) ( )a bλ ×
rr  = ( ) ( )a b a bλ × = × λ

r rr r

î³é ñÀ° ç¯ òËÕàð     a b
rr

vkjS   ØàÕ ðÈê Çò¼Ú ´îòÅð : 1 2 3
ˆˆ ˆa i a j a k+ + Áå¶  1 2 3

ˆˆ ˆb i b j b k+ +

Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË å» ÇÂÔé» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ a b×
rr  =  1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÇòÁÅÇÖÁÅ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»
a b×

rr  = 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )a i a j a k b i b j b k+ + × + +

= 1 1 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b i i a b i j a b i k a b j i× + × + × + ×

+ 2 2 2 3
ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )a b j j a b j k× + ×

+  3 1 3 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b k i a b k j a b k k× + × + × ( Çòô¶ôåÅ A å¯º)

= 1 2 1 3 2 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i j a b k i a b i j× − × − ×

+  2 3 3 1 3 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a b j k a b k i a b j k× + × − ×

ÇÚ¼åð A@.BG

Áå¶

Áå¶
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 0   , )i i j j k k i k k i j i i j k j j k× = × = × = × = − × × = − × × = − ×D;kfsa d vkjS vkSj

= 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆa b k a b j a b k a b i a b j a b i− − + + −

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ,     )i j k j k i k i j× = × = × =D;kasfd vkSj

= 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −

= 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
a a a
b b b

À°çÅÔðä BB. òËÕàð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3     3 5 2 , | |a i j k b i j k a b= + + = + − ×
r rr r

vkSj rks  êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶

a b×
rr  =

ˆˆ ˆ

2 1 3
3 5 2

i j k

−

= ˆˆ ˆ( 2 15) ( 4 9) (10 – 3)i j k− − − − − + ˆˆ ˆ17 13 7i j k= − + +

ÇÂÃ ñÂÆ a b×
rr

 = 2 2 2( 17) (13) (7) 507− + + =

À°çÅÔðä BC. òËÕàð ( )a b+
rr  Áå¶ ( )a b−

rr
 Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2 3a i j k b i j k= + + = + +
rr  ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 3 4 2a b i j k a b j k+ = + + − = − −
r rr r

vkSj

ÇÂ¼Õ òËÕàð, Ü¯ a b a b+ −
r rr r
vkjS  ç¯é» å¶ ¦ì ÔË, ÇéîéÇñÖå ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔË :

( ) ( )a b a b+ × −
r rr r  =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 4 2 4 2 ( , )

0 1 2

i j k
i j k c=− + − =

− −

r
ekuyhft,

Ô¹ä | |cr  = 4 16 4 24 2 6+ + = =
ÇÂÃ ñÂÆ, ñ¯óÆºçÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

| |
c
c

r
r  =

1 2 1 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k−
+ −  ÔËÍ

Áå¶

Áå¶

î³é ñÀ°

ÇÕÀ°ºÇÕ

ÇÕÀ°ºÇÕ

Áå¶ Áå¶

Áå¶

Áå¶ å»
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AÇà¼êäÆ  ÇÕÃ¶ åñ å¶ ç¯ ÁÇí¦ì ÇçôÅòÅ Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ a b a b+ −
r rr r

vkjS  å¶

çÈÜÅ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð 1 2 1 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k− +  Ô̄ò¶×ÅÍ êð¿å±  ÇÂÔ ( ) ( )a b a b− × +
r rr r  çÅ ÇÂ¼Õ

Áé°Õ±ñ éåÆÜÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä  BD. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ A(1, 1, 1),  B(1, 2, 3) Áå¶
C(2, 3, 1) ÔËÍ

Ô¼ñ: ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ ˆˆ ˆ ˆAB 2 AC 2j k i j= + = +
uuur uuur

vkjS . Çç¼å¶ Ô¯Â¶ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ

1 | AB AC |
2

×
uuur uuur

 ÔËÍ

Ô¹ä AB AC×
uuur uuur

 =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ0 1 2 4 2

1 2 0

i j k
i j k= − + −

ÇÂÃ ñÂÆ | AB AC |×
uuur uuur

 = 16 4 1 21+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÅ 
1 21
2  ÔËÍ

À°çÅÔðä BE. À°Ã Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»
ˆˆ ˆ3 4a i j k= + +

r  Áå¶ ˆˆ ˆb i j k= − +
r

 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÕÃ¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»     a b
rr

vkjS  ÔËÍ À°Ã çÅ Ö¶åðëñ | |a b×
rr

ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¹ä a b×
rr  =

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ3 1 4 5 4

1 1 1

i j k
i j k= + −

−

ÇÂÃ ñÂÆ | |a b×
rr  = 25 1 16 42+ + =

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ Ö¶åðëñ 42  ÔËÍ

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ÁÇíÁÅÃ 10-4
1. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ  7 7 3 2 2 | |a i j k b i j k a b= − + = − + ×

r rr r
;fn vkSj rk s êåÅ Õð¯Í

2. òËÕàð a b a b+ −
r rr r

vkjS  çÆ ¦ì ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆòËÕàð êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ ˆˆ ˆ3 2 2a i j k= + +
r

Áå¶ ˆˆ ˆ2 2b i j k= + −
r

 ÔËÍ

3. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ar , ˆˆ ˆ,
3 4

i j kπ π
oQs lkFk osQ lkFk vkSj  ç¶ éÅñ ÇÂ¼Õ ÇéÀ±é Õ¯ä

θ ìäçÅ ÔË ÇÕ θ çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÂÃ çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ar  çÅ ØàÕ òÆ êåÅ Õð¯Í

4. çðÃÅÀ° ÇÕ ( ) ( )a b a b− × +
r rr r  = 2( )a b×

rr

5. λ Áå¶ µ êåÅ Õð¯, Ü¶Õð ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 6 27 ) ( ) 0i j k i j k+ + × + λ + µ =
r

6. Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0a b⋅ =
rr  Áå¶ 0a b× =

r rr . òËÕàð    a b
rr

vkjS   ç¶ ìÅð¶ Çò¼Ú å°ÃÆº ÕÆ
éåÆÜÅ Õ¼ã ÃÕç¶ Ô¯?

7. î³é ñÀ° òËÕàð , ,a b c
rr r  ´îòÅð 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,a i a j a k b i b j b k+ + + +  1 2 3
ˆˆ ˆc i c j c k+ + ç¶

ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ Ô¯Â¶ ÔË, Ô¹ä çðÃÅÀ° ÇÕ ( )a b c a b a c× + = × + ×
r rr r r r r

8. Ü¶Õð 0 0a b= =
rr rr

vFkok  å»  0a b× =
r rr

 Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÕÆ À°ñà ÃÔÆ ÔË? À°çÅÔðä ÃÇÔå ÁÅêä¶
À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

9. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ç¶ ÇÃÖð A(1, 1, 2), B(2, 3, 5) Áå¶ C(1, 5, 5) ÔËÍ
10. ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ç¶ Ö¶åðëñ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» òËÕàð

ˆˆ ˆ 3a i j k= − +r Áå¶ ˆˆ ˆ2 7b i j k= − +
r

ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå ÔéÍ

11. î³é ñÀ° ÇÕ òËÕàð a b
rr

vkjS  ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ 2
| | 3 | |

3
a b= =

rr
vkjS , å» a b×

rr  ÇÂ¼Õ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¶Õð a b
rr

vkjS  ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔË :
(A) π/6 (B) π/4 (C) π/3 (D) π/2

12. ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂå ç¶ ÇÃÖð  A, B, C Áå¶ D ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ́ îòÅð :
1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ– 4 , 4
2 2

i j k i j k+ + + + , 1 ˆˆ ˆ 4
2

i j k− +  Áå¶ 1 ˆˆ ˆ– 4
2

i j k− + , ÔË çÅ Ö¶åðëñ ÔË :

(A) 1
2

(B) 1

(C) 2 (D) 4

Áå¶

ç¶ éÅñ

Áå¶

Ü¶Õð å»Áå¶

ç¶ éÅñ

Áå¶

Ü»

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä» BF.  XY-åñ ç¶ ÃÅð¶ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÇñÖ¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ r x i y j
∧ ∧

= +
r , XY--åñ çÅ  ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ (ÇÚ¼åð A@. BH)A Ô¹ä ÇÚ¼åð ç¶

Áé°ÃÅð ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ x = cos θ Áå¶ y = sin θ (ÇÕÀ°ºÇÕ | rr| = 1). ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº òËÕàð rr ù
( )OPr =

uuurr
= ˆ ˆcos sini jθ + θ ... (1)

ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖ ÃÕç¶ Ô»
ÃÅë å½ð å¶ | |rr  = 2 2cos sin 1θ + θ =

ÇÜò¶º&ÇÜò¶º θ, 0 å¯º 2π, å¼Õ åìçÆñ Ô¹¿çÅ ÔË Çì³çÈ P (ÇÚ¼åð A@. BH) ØóÆ çÆ ÇçôÅ ò¼ñ Çò¼Ú
Ú¼Õð x2 + y2 = 1 çÆ ìäÅòà ÕðçÅ ÔËÍ ÁÃÆº ÃÅðÆÁ» Ã¿íÅÇòå  ÇçôÅò» ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ (1) å¯º

vko‘Qfr 10-28

XY-åñ Çò¼Ú Ôð¶Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BG. Ü¶Õð Çì³çÈ A, B, C Áå¶ D, ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ˆˆ ˆ ,i j k+ +  ˆ ˆ2 5i j+ ,

ˆˆ ˆ3 2 3i j k+ − ˆˆ ˆ6i j k− −vkSj ÔË, å¯º Ãðñ ð¶ÖÅò»  AB Áå¶ CD ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í ÇÃ¼àÅ
Õ¼ã¯ ÇÕ AB Áå¶ CD Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : é¯à Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð θ, AB Áå¶ CD, ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä ÔËÍ å» θ, AB CD
uuur uuur

vkjS ç¶ ÇòÚÕÅðñÅ òÆ
Õ¯ä ÔËÍ

Ô¹ä AB
uuur

 =  B çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð – A çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð
= ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(2 5 ) ( ) 4i j i j k i j k+ − + + = + −

ÇÂÃ ñÂÆ | AB |
uuur

 = 2 2 2(1) (4) ( 1) 3 2+ + − =

ÇÚ¼åð A@. BH

Áå¶

Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ CD
uuur

 = ˆˆ ˆ2 8 2 |CD | 6 2i j k− − + =
uuur

vkSj

ÇÂÃ åð·» cosθ =
AB. CD
|AB||CD|

uuur uuur
uuur uuur

=
1( 2) 4( 8) ( 1)(2) 36 1

36(3 2)(6 2)
− + − + − −

= = −

ÇÕÀ°ºÇÕ 0 ≤ θ ≤ π, ÇÂÃ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ θ = π. ÇÂÔ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ AB Áå¶ CD ÇÂ¼Õ
çÈÜ¶ ç¶ Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

ÇòÕñê : 
1AB CD
2

=−
uuur uuur

] ÇÂÃ å¯º ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ AB
uuur

 vkSj CD
uuur

 Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÔËÍ

À°çÅÔðä BH. î³é ñÀ° ,a b c
rr r
vkSj Çå¿é òËÕàð ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé ÇÕ  | | 3, | | 4, | | 5a b c= = =

rr r

Áå¶ ÇÂÃ Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ, Ô¯ð ç¯ òËÕàð» çÅ Ü¯óëñ å¶ ÁÇí¦ì ÔË å» | |a b c+ +
rr r

 êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Çç¼åÅ ÔË ÇÕ ( )a b c⋅ +
rr r  = 0, ( ) 0, ( ) 0b c a c a b⋅ + = ⋅ + =

r rr r r r

Ô¹ä 2| |a b c+ +
rr r  = ( ) ( )a b c a b c+ + ⋅ + +

r rr r r r

= ( ) ( )a a a b c b b b a c⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ +
r r r rr r r r r r

+ .( ) .c a b c c+ +
rr r r r

= 2 2 2| | | | | |a b c+ +
rr r

= 9 + 16 + 25 = 50
ÇÂÃ ñÂÆ | |a b c+ +

rr r  = 50 5 2=

À°çÅÔðä BI. Çå¿é òËÕàð ,a b c
rr r
vkSj  ôðå 0a b c+ + =

r rr r  ù Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ Ü¶Õð
| | 3, | | 4   | | 2   = = = µ = ⋅ + ⋅ + ⋅

r r rr r r r r ra b c a b b c c avkSj rks jkf’k çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ 0a b c+ + =

r rr r , ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
( )a a b c⋅ + +

rr r r  = 0

Ü» a a a b a c⋅ + ⋅ + ⋅
r rr r r r

 = 0

ÇÂÃ ñÂÆ a b a c⋅ + ⋅
r rr r

 =
2 9− = −

ra ... (1)

ç¹ìÅðÅ ( )b a b c⋅ + +
r rr r  = 0

Ü» a b b c⋅ + ⋅
r r rr

 =
2

16b− = −
r

                                       ... (2)

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

å» ðÅôÆ
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ÇÂÃ åð·» a c b c⋅ + ⋅
rr r r

 = – 4 ... (3)
(1)] (2) Áå¶ (3) Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 ( )a b b ac c⋅ + ⋅ + ⋅
r r rr rr

 = – 29

Ü» 2µ = – 29, i.e., µ =
29
2

−

À°çÅÔðä C@. Ü¶Õð ÁÅêÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ ç¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ˆˆ ˆ,   ,i j kvkSj çÆ Ã¼Ü Ô¼æ êÌäÅñÆ
ç¶ ÔòÅñ¶ éÅñ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 ,   2 – 3i j i j kα = − β = +

rr , å» β
r

 dks 1 2β = β + β
r r r

 ç¶ ðÈê Çò¼Ú, êÌå¼Ö Õð¯ ÇÜ¼æ¶

1β
r
] α

r ç¶ Ãî»åð ÔË Áå¶  2β
r

, α
r  ç¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ 1 ,β = λα λ
r r  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË ÇÂÃ ñÂÆ  1

ˆ ˆ3 i jβ = λ − λ
r

Ô¹ä 2 1β = β − β
r r r

 = ˆˆ ˆ(2 3 ) (1 ) 3i j k− λ + + λ −

ÇÕÀ°ºÇÕ 2β
r

, α
r

 å¶ ¦ì ÔË ÇÂÃ ñÂÆ 2 0α ⋅β =
rr

Ü» 3(2 3 ) (1 )− λ − + λ  = 0

Ü» λ = 
1
2

ÇÂÃ ñÂÆ 1β
r

 = 
3 1ˆ ˆ
2 2

i j−  Áå¶   2
1 3 ˆˆ ˆ – 3
2 2

i j kβ = +
r

ÁÇèÁÅÇÂ A@ Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. XY-åñ Çò¼Ú, x-í¹Ü çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ Çò¼Ú 30° çÅ Õ¯ä ìäÅÀ°ä òÅñÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð

ÇñÖ¯Í
2. Çì³çÈ P (x1, y1, z1) Áå¶ Q (x2, y2, z2)  ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ òËÕàð ç¶ ÃÕËñð ØàÕ Áå¶ ÁÕÅð

êåÅ Õð¯Í
3. ÇÂ¼Õ ñóÕÆ ê¼ÛîÆ ÇçôÅ Çò¼Ú 4 km Ú¼ñçÆ ÔËÍ À°Ã å¯º ìÅÁç À°Ô À°µåð å¯º 30° ê¼Ûî çÆ ÇçôÅ

Çò¼Ú 3 km Ú¼ñçÆ ÔË Áå¶ ð¹Õ Ü»çÆ ÔËÍ êÌÃæÅé ç¶ ÁÅð¿ÇíÕ Çì³çÈ åº̄ ñóÕÆ çÅ ÇòÃæÅêé êåÅ
Õð¯Í

4. Ü¶Õð  a b c= +
rr r , å» ÇÕ ÇÂÔ Ã¼Ú ÔË ÇÕ | | | | | |a b c= +

rr r
?  ÁÅêä¶ À°µåð çÆ ê¹ôàÆ Õð¯Í

5. x  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ñÂÆ ˆˆ ˆ( )x i j k+ +  ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ
6. òËÕàð  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3     2a i j k b i j k= + − = − +

rr
vkSj  ç¶ ÁÅÕÅð ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ òËÕàð

êåÅ Õð¯ ÇÜÃ çÅ ÁÅÕÅð E ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ

Áå¶
ù

Áå¶
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7. Ü¶Õð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,   2 3   2a i j k b i j k c i j k= + + = − + = − +
rr r

vkSj ,å» òËÕàð 2 –  3a b c+
rr r ç¶

Ãî»åð ÇÂ¼Õ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í
8. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A(1, – 2, – 8), B(5, 0, – 2) Áå¶ C (11, 3, 7) Ãîð¶ÖÆ ÔË Áå¶ B ç¹ÁÅðÅ

AC ù ò¿âä òÅñÅ Áé°êÅå êåÅ Õð¯Í
9. ç¯ Çì³çÈÁ» P (2 ) Q ( – 3 )a b a b+

r rr r
vkjS  ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù A:B ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú

ìÅÔðÆ ò¿â Õðé òÅñÅ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í ÇÂÔ òÆ çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ P ð¶ÖÅÖ³â
RQ çÅ î¼è Çì³çÈ ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò»  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 5    2 3i j k i j k− + − −vkjS  ÔËÍ ÇÂÃ ç¶
ÇòÕðä ç¶ Ãî»åð ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð êåÅ Õð¯Í ÇÂÃ çÅ Ö¶åðëñ òÆ êåÅ Õð¯Í

11. çðÃÅÀ° ÇÕ OX, OY Áå¶ OZ í¹ÜÅ ç¶ éÅñ ìðÅìð Þ¹Õ¶ Ô¯Â¶ òËÕàð çÆ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé
1 1 1, ,
3 3 3

 ÔËÍ

12. î³é ñÀ° ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 , 3 2 7     2 4a i j k b i j k c i j k= + + = − + = − +
rr r

vkjS . ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ
òËÕàð d

r
 êåÅ Õð¯ Ü¯    a b

rr
vkSj  ç¯é» å¶ ¦ì ÔË Áå¶ 15c d⋅ =

rr

13. òËÕàð ˆˆ ˆi j k+ +  çÅ, òËÕàð» ˆˆ ˆ2 4 5i j k+ −  Áå¶ ˆˆ ˆ2 3i j kλ + +  ç¶ ï¯×ëñ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú
ÇÂÕÅÂÆ ÇçôÅ ç¶ éÅñ ÃÕËñð ×¹äéëñ A ç¶ ìðÅìð ÔË å» λ  çÆ ÕÆîå êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð , , ca b
r rr  ÃîÅé ÁÅÕÅð» òÅñ¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ å¶ ¦í Ôé å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð

a b c+ +
rr r  òËÕàð» ,a b c

rr r
rFkk ç¶ éÅñ ìðÅìð Þ¹ÇÕÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

15. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ 2 2( ) ( ) | | | |a b a b a b+ ⋅ + = +
r r rr r r , Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð ,a b

rr  ¦ì ÔË Áå¶ ÇÂÔ
Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ 0, 0a b≠ ≠

rr rr

AF å¯º AI å¼Õ êÌôé» ç¶ ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
16. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð»    a b

rr
vkSj  ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  θ ÔË å» 0a b⋅ ≥

rr  Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð :

(A) 0
2
π

< θ < (B) 0
2
π

≤ θ ≤

(C) 0 < θ < π (D) 0 ≤ θ ≤ π
17. î³é ñÀ° ÇÕ a b

rr
vkjS  ç¯ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Áå¶ ÇÂÔé» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔË å» a b+

rr
 ÇÂ¼Õ

ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔË Ü¶Õð :
(A)

4
π

θ = (B)
3
π

θ = (C)
2
π

θ = (D) 2
3
π

θ =
18. ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.( ) .( ) .( )i j k j i k k i j× + × + ×  çÆ ÕÆîå ÔË?

(A) 0 (B) –1 (C) 1 (D) 3

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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19. Ü¶Õð ç¯ òËÕàð»    a b
rr

vkSj ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔË å» | | | |a b a b⋅ = ×
r rr r  Üç¯º θ ìðÅìð ÔË :

(A) 0 (B)
4
π

(C)
2
π

(D) π

ÃÅð-Á³ô

® ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ ˆOP( )r xi yj zk= = + +
uuur r  ÔË Áå¶ ÁÅÕÅð

2 2 2x y z+ +  ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ òËÕàð ç¶ ÃÕ¶ñð ØàÕ ÇÂÃç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå ÕÔÅÀ°ºç¶ ÔË Áå¶ Áé°ÃÅðÆ í¹ÜÅ ç¶ éÅñ
ÇÂÃ ç¶ êÌÅÜËÕôé (òèÅ) ù ÇéðÈÇêå Õðç¶ Ô»Í

® ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð (r), ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c Áå¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé (l, m, n)
ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú Ã¿ì¿Çèå ÔË :

, ,a b cl m n
r r r

= = =

® Çåzí¹Ü çÆÁ» Çå¿éº̄ í¹ÜÅò» ù ́ î Çò¼Ú ñËä å¶ ÇÂÔé» çÅ òËÕàð Ü¯ó 0
r

ÔËÍ

® ç¯ ÃÇÔ&î¹¼ãñ¶ òËÕàð» çÅ Ü¯ó ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÆ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü ç¶ ÇòÕðäÅ å¯º êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË
ÇÜÃ çÆÁ» ñÅ×òÆÁ» í¹ÜÅò» Çç¼å¶ Ô¯Â¶ òËÕàð ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ òËÕàð çÅ ÃÕ¶ñð λ éÅñ ×¹äÅ ÇÂÃ ç¶ ÁÅÕÅð ù  |λ | ç¶ ×¹äÅÕ Çò¼Ú êÇðòðÇåå
Õð Çç³çÅ ÔË Áå¶ λ çÆ ÕÆîå èéÅåîÕ Áå¶ ÇðäÅåîÕ Ô¯ä Áé°ÃÅð ÇÂÃ çÆ ÇçôÅ ç¶
ìÅðìð Áå¶ À°ñà ð¼ÖçÅ ÔËÍ

® Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ òËÕàð ar  ç¶ ñÂÆ òËÕàð ˆ
| |
aa
a

=
r
r  ] ar çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ ÇçôÅ ÔËÍ

® Çì³çÈ P Áå¶ Q ÇÜé·» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ́ îòÅð a b
rr

vkjS  ÔË, ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ù m

: n ç¶ Áé°êÅå Çò¼Ú ÇòíÅÇÜå Õðé òÅñ¶ Çì³çÈ R çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð  (i) na mb
m n

+
+

rr
Á³çðÈéÆ

ò¿â å¶  (ii) mb na
m n

−
−

r r
 ìÅÔðÆ ò¿â å¶, ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® ç¯ òËÕàð» a b
rr

vkjS  ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ ÔË å» ÇÂÔé» çÅ ÃÕËñð ×¹äéëñ

| || | cosa b a b⋅ = θ
r rr r ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð a b⋅

rr  Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË å» òËÕàð»

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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a b
rr

vkjS  ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä ‘θ’,  cos θ =
| || |
a b
a b

⋅
rr
rr  êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð ç¯ òËÕàð» a b
rr

vkjS  ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔË å» À°Ôé» çÅ òËÕàð ×¹äéëñ

a b×
rr = ˆ| || | sina b nθ

rr  ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼æ¶ n̂  ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔÅ ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð
ÔË Ü¯ a b

rr
vkjS ð¼Öä òÅñ¶ åñ ç¶ ¦ì ÔË Áå¶ ˆ,a b n

rr
vkSj Ã¼ÜÅ Ô¼æ ÃîÕ¯ä åÅñî¶ñ êÌäÅñÆ

ù ÇéðÇîå Õðç¶ ÔéÍ

® Ü¶Õð 1 2 3
ˆˆ ˆa a i a j a k= + +r  Áå¶ 1 2 3

ˆˆ ˆb b i b j b k= + +
r

 Áå¶ λ  ÇÂ¼Õ ÃÕËñð ÔË å»

a b+
rr  = 1 1 2 2 3 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a b i a b j a b k+ + + + +

aλ
r  = 1 2 3

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )a i a j a kλ + λ + λ

.a b
rr  = 1 1 2 2 3 3a b a b a b+ +

Áå¶ a b×
rr  = 1 1 1

2 2 2

ˆˆ ˆi j k
a b c
a b c

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ Çà¼êäÆ

òËÕàð ôìç çÆ êÌÅêåÆ ñËÇàé íÅôÅ ç¶ ÇÂ¼Õ ôìç òËÕàÃ (vectus) å¯º Ô¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÜÃ
çÅ Áðæ ÔË ÒÒñË ñÂÆÓÓÍ ÁÅè¹ÇéÕ òËÕàð ÇÃè»å ç¶ êËçÅÇÂôÆ ÇòÚÅð çÆ ÇîåÆ Ã¿é AH@@ ç¶
ÁÅÃ êÅÃ î³éÆ Ü»çÆ ÔË, Üç¯º Caspar Wessel (1745&1818 ÂÆ.) Áå¶ Jean Robert
Argand (1768-1822 ÂÆ.) é¶ ÇÂÃ ×¼ñ çÅ òðéä ÕÆåÅ ÔË ÇÕ í¹Ü-åñ (Çéðç¶ô-åñ) Çò¼Ú
ÇÕÃÆ ñÅÇÂé Ö³â çÆ ÃÔÅÇÂåÅ éÅñ ÇÂ¼Õ ÇîôÇðå Ã¿ÇÖÁÅ a + ib çÅ Üéî Ü» ÇòÁÅÇÖÁÅ ÇÕÃ
åð·» ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÁÅÇÂÇðô ×ÇäåÕÅð  William Rowen Hamilton (1805-1865
ÂÆ.) é¶ ÁÅêäÆ ÇÕåÅì "Lectures on Quaternions" (1853 ÂÆ.-) Çò¼Ú ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ñÂÆ
òËÕàð ôìç çÅ êÌï¯× Ãí åº̄ êÇÔñ» ÕÆåÅ ÃÆÍ (quaternians) [Õ°Þ ÇéôÇÚå ìÆÜÕ Çéïî» çÅ

êÅñä Õðç¶ Ô¯Â¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , ,a b i c j d k i j k+ + +  ç¶ ðÈê òÅñ¶ ÚÅð òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ
ÃîÈÔ] çÆ ÔËÇîñàé ÇòèÆ òËÕàð» ù Çåz-ÇòÃÅÂÆ ìÌÇÔî³â Çò¼Ú ×¹äÅ Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ
Ô¼ñ ÔËÍ íÅò¶º ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ÇÂÃ ×¯ñ çÅ Ç÷Õð ÷ðÈð Õð»×¶ ÇÕ òËÕàð ç¶ Ã¿Õñê Áå¶ À°Ôé» ç¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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Ü¯óëñ çÅ ÇòÚÅð ìÔ¹å-Ççé» å¯º Plato (384-322 ÂÆÃòÆ êÈðò) ç¶ ÇÂ¼Õ Áé°ÜÅÂÆ Áå¶
ï±éÅéÆ çÅðôÇéÕ Áå¶ ÇòÇ×ÁÅéÕ Aristotle (427-348 ÂÆÃòÆ êÈðò) ç¶ ÕÅñ Çò¼Ú¯º ÔËÍ À°Ã
Ãî¶º ÇÂÃ ÜÅäÕÅðÆ çÆ ÕñêéÅ ÃÆ ÇÕ ç¯ Ü» ÁÇèÕ ìñ» çÆ Ã¿ï°Õå ÇÕÇðÁÅ À°Ôé» ç¶ Ãî»åð
Úå°ðí¹Ü ç¶ Çéïî Áé°êÅå Ü¯ó ÕðÕ¶ êÌÅêå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ìñ» çÅ Ã¿ï¯Üé ç¶ ÃÔÆ Çéïî
ÇÕ ìñ» çÅ Ü¯ó òËÕàð ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË, çÆ Ö¯Ü Sterin Simon (1548-1620
ÂÆÃòÆ) ç¹ÁÅðÅ ¦ì» çÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ Ã¿é AEHF Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ÁÅêä¶ ñ¶Ö
ÇÕåÅì "DeBeghinselen der Weeghconst" (òÜé Õðé çÆ ÕñÅ çÅ ÇÃè»å) Çò¼Ú ìñ»
ç¶ Ü¯¯óëñ çÆ ÇÜÀ±îËàðÆ ÇÃè»å çÅ Çòôñ¶Ãä ÕÆåÅ ÃÆ, ÇÜé·» ç¶ ÕÅðé ï¿åÇðÕ ç¶ ÇòÕÅÃ çÅ
ÇÂ¼Õ î¹¼Ö êÇðòðåé Ô¯ÇÂÁÅÍ êð ÇÂÃ å¯º ìÅÁç òÆ òËÕàð» çÅ ÇòÁÅêÕ Ô¼ñ ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú
B@@ ÃÅñ ñ¼× ×Â¶Í

Ã¿é AHH@ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁîðÆÕÆ í½ÇåÕ ôÅÃåðÆ Áå¶ ÇÔÃÅìçÅé Josaih Willard Gibbs
(1839-1903 ÂÆÃòÆ) Áå¶ ÇÂ¼Õ Á³×ð¶÷ ÇÂ³ÜÆéÆÁð Oliver Heaviside (1850-1925 ÂÆÃòÆ)
é¶ ÇÂ¼Õ Ú½æÅÂÆ ç¶ òÅÃåÇòÕ (ÃÕËñð) ù ÕÅñêÇéÕ  (òËÕàð) íÅ× å¯º Áñ¼× Õðç¶ Ô¯Â¶ òËÕàð
Çòôñ¶Ãä çÅ ÇìÀ±ðÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ Ã¿é AHHA Áå¶ AHHD Çò¼Ú Gibbs é¶ "Entitled
Element of Vector Analysis"  éÅîÕ ÇÂ¼Õ ñ¶Ö ÇÕåÅì ÛêÅÂÆÍ ÇÂÃ ê¹ÃåÕ Çò¼Ú òËÕàðÅ
çÅ ÇÂ¼Õ ´îì¼è Áå¶ Ã¿Ö¶ê Çòòðé Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ ñ¶ÇÕé òËÕàð» ç¶ À°êï¯× çÅ ÇéðÈêä
Õðé çÆ ÇÕðåÆ D. Heaviside Áå¶ P.G. Tait (1831-1901  ÂÆÃòÆ)  ù êÌÅêå ÔË ÇÜé·» é¶
ÇÂÃ Çòô¶ ç¶ ñÂÆ ÃìÈå  (êÌçðôé) çÅ ï¯×çÅé Çç¼åÅ ÔËÍ

—v—
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vThe moving power of mathematical invention is not
reasoning but imagination. – A.DEMORGAN v

11.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú, ÇòÃñ¶ôäÅåîÕ ÇÜîÅÇÂåÆ çÅ ÁÇèÁËé Õðç¶
Ãî¶º ç¯-ÇòîÅÂÆ Áå¶ Çå¿é ÇòîÅÂÆ ÇòÇôÁ» çÆ ÜÅä êÛÅä Çò¼Ú
ÁÃÆº ÁÅêä¶ ÁÅê ù Õ¶òñ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÇòèÆ å¼Õ ÃÆÇîå ð¼ÇÖÁÅÍ
ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÇêÛñ¶ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº òËµÕàð÷ çÆ îÈñ
Ã¿ÕñêéÅò» çÅ ÁÇèÁËé ÕÆåÅ ÔËÍ Ô¹ä ÁÃÆº òËÕàð÷ ç¶ ìÆÜ ×Çäå
çÅ Çå¿é ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ Çò¼Ú À°êï¯× Õð»×¶Í Çå¿é ÇòîÅÂÆ
ÇÜîÅÇÂåÆ Çò¼Ú ÇÂÃ À°ê×îé (approach) çÅ À°ç¶ô ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÇÂÃ
ç¶ ÁÇèÁËé ù ìÔ¹å Ãðñ Áå¶ ð¹ÚÆêÈðé ìäÅ Çç³çÅ ÔËÍ *
   ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÇÂé Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶ Áå¶ ÇòÇí¿é
ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú Á³åÇðÖ (space) Çò¼Ú ð¶ÖÅò» Áå¶ åñ» çÆÁ»
ÃîÆÕðé», ç¯ ð¶ÖÅò», ç¯ åñ» Áå¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ åñ ç¶ Çò¼Ú
çÅ Õ¯ä, ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ Áå¶ ÇÂ¼Õ åñ
çÆ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ åº̄ çÈðÆ ç¶ Çòô¶ Çò¼Ú òÆ ÇòÚÅð òà»çðÅ Õð»×¶Í À°êð¯Õå éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú òè¶ð¶ éåÆÇÜÁ»
ù òËÕàð» (Vecters) ç¶ ðÈê Çò¼Ú êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í Çëð òÆ ÁÃÆº ÇÂÃ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú òÆ
Áé°òÅç Õð»×¶ å» Ü¯ ÃÇæåÆ çÅ Ãêôà ÇÜîÅÇÂåÆ Áå¶ Çòôñ¶ôäÅåîÕ ÇÚ¼åðä êÌÃå°å ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶Í
11.2  ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå (Direction Cosines and Direction
Ratios of a Line)
ÁÇèÁÅÇÂ A@ Çò¼Ú ïÅç Õð¯ ÇÕ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ×¹²÷ðé òÅñÆ òËÕàð ð¶ÖÅ L ç¹ÁÅðÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶
ç¶ éÅñ ´îòÅð α] β Áå¶ γ ìäÅÂ¶ ×Â¶ Õ¯ä ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ÁÖòÅÀ°ºç¶ Ôé åç ÇÂÔé» Õ¯ä» ç¶

ÁÇèÁÅÇÂ

Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ
(Three Dimensional Geometry)

11

* For various activities in three dimensional geometry, one may refer to the Book
“A Hand Book for designing Mathematics Laboratory in Schools”, NCERT, 2005

Leonhard Euler
(1707-1783)
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Õ¯ÃÅÂÆé çÅ éÅî : cosα, cosβ Áå¶ cosγ ð¶ÖÅ L ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÇÂé (direction cosines or dc's)
ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

ÇÚ¼åð AA. A

Ü¶Õð ÁÃÆº L çÆ ÇçôÅ ÇòêðÆå Õð Çç³ç¶ Ô» å» ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ÁÅêä¶ Ã¿êÈðÕ» ÁðæÅå π-α, π-
β Áå¶ π-γ Çò¼Ú ìçñ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÇçôÅ Õ¯¯ÃÅÂÆé ç¶ ÇÚ¿é· ìçñ Ü»ç¶ ÔéÍ

ÇèÁÅé Ççú, Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ù ç¯ ÇòêðÆå ÇçôÅò» Çò¼Ú òèÅ ÃÕç¶ Ô» Áå¶  ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ç¯ ÃîÈÔ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ, Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ ñÂÆ ÇçôÅ
Õ¯ÃÅÇÂé ç¶ Çòñ¼Öä ÃîÈÔ ç¶ ñÂÆ, ÃÅù Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ù ÇÂ¼Õ òËÕàð ð¶ÖÅ ñËäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ÇÂÔé»
Çòñ¼Öä ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ù l, m Áå¶ n ç¶ ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
 Çà¼êäÆ :  Á³åÇðÖ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ Ü¶Õð îÈñ Çì³çÈ Çò¼Úº̄ éÔÆº ¦ØçÆ ÔË å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
ù êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ, ÁÃÆº îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í Ô¹ä îÈñ Çì³çÈ
ç¹ÁÅðÅ ÇÂÔé» Çò¼Úº̄ ÇÂ¼Õ òËÕàð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕÀ°ºÇÕ ç¯ Ãî»åð ð¶ÖÅò» ç¶ ÇçôÅ
Áé°êÅå» ç¶ ÃîÈÔ ÃîÅé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ÃîÅé°êÅåÆ Ã¿ÇÖÁÅò»  ù  ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ
Áé°êÅå (direction ratios or dr's) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Áå¶  ÇçôÅ
Áé°êÅå a, b, c Ô¯ò¶ å» ÇÕÃ¶ ×Ëð ÇÃëð λ ∈ R ç¶ ñÂÆ  a = λl, b=λm Áå¶ c = λn

AÇà¼êäÆ   Õ°Þ ñ¶ÖÕ ÇçôÅ Áé°êÅå ù ÇçôÅ Ã¿ÇÖÁÅ òÆ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
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î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå a, b, c Áå¶ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n ÔËÍ åç
l
a

 = 
m
b

 =
n k
c

=  (î³é ñÀ°), k ÇÂ¼Õ ÁÚñ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ l = ak, m = bk, n = ck ... (1)
êð¿å± l2 + m2 + n2 = 1
ÇÂÃ ñÂÆ k2 (a2 + b2 + c2) = 1

Ü» k =
2 2 2

1

a b c
±

+ +
ÇÂÃ åð·» (1) ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé (d.c.’s ) ÇÂÃ åð·» Ôé

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,a b cl m n

a b c a b c a b c
=± = ± = ±

+ + + + + +

ÇÕÃ¶ ð¶ÖÅ ç¶ ñÂÆ Ü¶Õð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé ́ îòÅð : a, b, c Ôé, å» ka, kb, kc; k ≠ 0 òÆ ÇçôÅ
Áé°êÅå» çÅ ÇÂ¼Õ ÃîÈÔ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ ç¯ ÃîÈÔ òÆ ÃîÅé Áé°êÅåÆ Ô¯ä×¶Í
ÇÂÃ åð·» ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» ç¶ Áé§å ÃîÈÔ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

11.2.1  ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé» çÅ Ã¿ì¿è (Relation between
the direction cosines of a line)
î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ RS ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n ÔéÍ îÈñ Çì³çÈ
Çò¼Ú¯º Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ÇÖ¼Ú¯ Áå¶ ÇÂÃ å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ
P(x,  y,  z) ñÀ°Í P å¯ º x-è¹ð ¶ å ¶ ¦ì PA ÇÖ ¼Ú ¯
(ÇÚ¼åð AA.B)A

Ü¶Õð OP = r.å» 
OAcos
OP

α =  
x
r

= . ÇÜÃ åº̄ x = lr êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» (y = mr Áå¶ z = nr)
ÇÂÃ åð·» x2 + y2 + z2 = r2 (l2 + m2 + n2)
êð¿å± x2 + y2 + z2 = r2

ÇºÂÃ ñÂÆ l2 + m2 + n2 = 1

11.2.2 ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé (Direction cosines of a line
passing through two points)
ÇÕÀ°ºÇÕ ç¯ Çç¼å¶ Çì³çÈÁ» å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çòñ¼Öä Ô¹¿çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ»
P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ù Çéîé êÌÕÅð éÅñ êåÅ
Õð ÃÕç¶ Ô» (ÇÚ¼åð AA.C(a)A

ÇÚ¼åð AA. B
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î¿é ñÀ¹ ÇÕ ð¶ÖÅ PQ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé Áå¶ ÇÂÔ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ Õ¯ä
´îòÅð : α, β, γ ìäÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

î¿é ñÀ° P Áå¶ Q å¯º ¦ì ÇÖ¼Ú¯ Ü¯ XY-åñ ù R Áå¶ S å¶ Çîñç¶ ÔéÍ P å¯º ÇÂ¼Õ Ô¯ð ¦ì

ÇÖ¼ÚÆÂ¶ Ü¯ QS ù N å¶ ÇîñçÅ ÔËÍ Ô¹ä ÃîÕ¯ä Çåzí¹Ü PNQ Çò¼Ú, ∠PQN = γ  (ÇÚ¼åð 11.3 (b))
ÇÂÃ ñÂÆ

cosγ = 2 1NQ
PQ PQ

z z−
=

ÇÂÃ åð·» cosα = 2 1 2 1cos
PQ PQ

x x y y− −
β =vkSj

ÇÂÃ åð·» Çì³çÈÁ»  P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) ù Ü¯óé òÅñ¶ ð¶ÖÅÖ³â PQ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé Ôé

2 1

PQ
x x− , 2 1

PQ
y y−

, 2 1

PQ
z z−

 ÔËÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ = ( )22 2
2 1 2 1 2 1( ) ( )x x y y z z− + − + −

Çà¼êäÆ :  Çì³çÈÁ»  P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) ù Ü¯óé òÅñ¶ ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå Çéîé
êÌÕÅð éÅñ ñÂ¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ

x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1, Ü»  x1 – x2, y1 – y2, z1 – z2

À°çÅÔðä A.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ ç¶ éÅñ ́ îòÅð : 90°, 60° Áå¶ 30°
çÅ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l , m, n ÔéÍ åç l = cos 90° = 0, m = cos 60° = 
1
2

,

n = cos 30° = 
2
3

ÇÚ¼åð AA. C

Áå¶
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À°çÅÔðä B.  Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 2] &1] &2 Ôé å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Çéîé Áé°ÃÅð Ôé :-

2 2 2

2

2 ( 1) ( 2)+ − + −
,  2 2 2

1

2 ( 1) ( 2)

−

+ − + −
,  

( )22 2

2

2 1 ( 2)

−

+ − + −

ÁðæÅå
2 1 2,,
3 3 3

− −

À°çÅÔðä C.  ç¯ Çì³çÈÁ» (– 2, 4, – 5) Áå¶ (1, 2, 3) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ç ̄Çì³çÈÁ» P(x1, y1, z1) Áå¶ Q(x2, y2, z2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-ÕÃ̄ÅÂÆé

2 1 2 1 2 1,,
PQ PQ PQ

x x y y z z− − −
ÔéÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ = ( )22 2
2 1 2 1 2 1( ) ( )x x y y z z− + − + −

ÇÂ¼æ¶ P Áå¶ Q ´îòÅð : (– 2, 4, – 5) Áå¶ (1, 2, 3) ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ PQ = 2 2 2(1 ( 2)) (2 4) (3 ( 5))− − + − + − −  = 77

ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Ôé :
3 2 8, ,
77 77 77

−

À°çÅÔðä D.  x, y Áå¶  z-è¹ÇðÁ» ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  x-è¹ðÅ ́ îòÅð  x, y Áå¶ z-è¹ðÅ ç¶ éÅñ 0°, 90° Áå¶ 90° ç¶ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ x-
è¹ð¶ ç¶ ÇçôÅ&Õ¯ÃÅÂÆé cos 0°, cos 90°, cos 90° ÁðæÅå 1,0,0 ÔéÍ
ÇÂÃ¶ åð·»  y-è¹ð¶ Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé ́ îòÅð : 0, 1, 0 Áå¶ 0, 0, 1 ÔËÍ

À°çÅÔðä E. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ A (2, 3, – 4), B (1, – 2, 3) Áå¶ C (3, 8, – 11) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : A  Áå¶ B  ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå
1 –2, –2 –3, 3 + 4 ÁðæÅå– 1, – 5, 7 ÔéÍ
B Áå¶ C ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå 3 –1, 8 + 2, – 11 – 3, ÁðæÅå, 2, 10,– 14 ÔéÍ

Ãê¼ôà ÔË ÇÕ AB Áå¶ BC ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ÃîÅé°êÅåÆ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» AB Áå¶ BC Ãî»åð
ÔéÍ êð¿å± AB Áå¶ BC ç¯ò» Çò¼Ú B Ã»ÞÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» A, B, Áå¶ C Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈ ÔéÍ
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ÁÇíÁÅÃ AA.A
1. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ x, y Áå¶ z-è¹ð¶ ç¶ éÅñ ́ îòÅð 90°, 135°, 45° ç¶ Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇÂÃ

ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í
2. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯ Ü¯ Çéðç¶ô Á³ÕÆ è¹ÇðÁ» ç¶ éÅñ ÃîÅé Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ
3. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå –18, 12, – 4, å» ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé ÕÆ ÔéÍ
4. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈ (2, 3, 4), (– 1, – 2, 1), (5, 8, 7) Ãîð¶ÖÆ ÔéÍ
5. ÇÂ¼Õ Çåzí¹Ü çÆÁ» í¹ÜÅò» ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯ Ü¶Õð Çåzí¹Ü ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ

(3, 5, – 4), (– 1, 1, 2) Áå¶  (– 5, – 5, – 2) ÔéÍ

11.3 Á³åÇðÖ Çò¼Ú ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a Line in Space)
Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ç¯ ÇòîÅÂÆ åñ Çò¼Ú ð¶ÖÅò» çÅ ÁÇèÁËé Õðé ç¶ ìÅÁç Ô¹ä ÁÃÆº Á³åÇðÖ Çò¼Ú
ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆ÷é ÃîÆÕðä» ù êåÅ Õð»×¶Í
ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Çòñ¼Öä ðÈê Çò¼Ú ÇéðèÅÇðå Ô¹¿çÆ ÔË Ü¶Õð

(i) ÇÂÔ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º Çç¼åÆ ×ÂÆ ÇçôÅ Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔË, Ü»
(ii) ÇÂÔ ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔËÍ

11.3.1 Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ A Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð r
b  ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÅ

ÃîÆÕðä (Equation of a line through a given point A and parallel to a given
vector 

r
b )

ÃîÕ¯ÇäÕ Çéðç¶ô Á³Õ êÌäÅñÆ ç¶ îÈñ Çì³çÈ O ç¶ ÃÅê¶Ö
î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈ A çÅ òËÕàð ar  ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈ A
åº̄ ÜÅä òÅñÆ Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð b

r
 ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ  l

ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ l å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ P çÅ
ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË (ÇÚ¼åð AA.D)A
åç AP

uuur
 òËÕàð b

r
 ç¶ Ãî»åð ÔË ÁðæÅå AP

uuur
= λ b

r
,

ÇÜ¼æ¶  λ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

êð¿å± AP
uuur

 = OP – OA
uuur uuur

ÁðæÅå λ b
r

 = r a−
r r

À°ñà : êËðÅîÆàð  λ ç¶ Ôð¶Õ î¹¼ñ ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ÃîÆÕðé ð¶ÖÅ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ  P çÆ ÃÇæåÆ êÌçÅé ÕðçÅ
ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË :

rr  = +
rra bλ ... (1)

ÇÚ¼åð AA. D
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Çà¼êäÆ :  Ü¶Õð ˆˆ ˆb ai bj ck= + +
r

 ÔË å» ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ôé Áå¶ À°ñà ðÈê Çò¼Ú :

Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ô¯ä å» ˆˆ ˆb ai bj ck= + +
r

ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂ¼æ¶ b ù

| |b
r

éÅ ÃîÞÅÇÂÁÅ ÜÅò¶Í
òËÕàð ðÈê ç¹ÁÅðÅ ÕÅðàÆÜé ðÈê ÇòÀ¹ºåê³é ÕðéÅ (Derivation of Cartesian Form from
Vector Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼å¶ Çì³çÈ A ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x1, y1, z1) Ôé Áå¶ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
a, b, c ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) ÔéÍ åç

kzjyixr ˆˆˆ ++=
r ; kzjyixa ˆˆˆ

111 ++=
r

Áå¶ ˆˆ ˆb a i b j c k= + +
r

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå ÕðÕ¶ ˆ ˆ,i j  Áå¶ k̂ , ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº
êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

x = x1 + λa;  y = y1 + λ b;  z = z1+ λc ... (2)
ÇÂÔ ð¶ÖÅ ç¶ êËðÅîÆàÇðÕ ÃîÆÕðä ÔéÍ (2) åº̄ êËðÅîÆàð λ çÅ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»:

1x x
a
−

 = 1 1y y z z
b c
− −

= ... (3)

ÇÂÔ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜé ÃîÆÕðä ÔËÍ
Çà¼êäÆ:  Ü¶Õð ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé å» ð¶ÖÅ çÆ ÃîÆÕðä

1x x
l

−
 = 1 1y y z z

m n
− −

=  ÔËÍ

À°çÅÔðä F. Çì³çÈ  (5, 2, – 4) å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ òËÕàð ˆˆ ˆ3 2 8i j k+ −  ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð
Áå¶ ÕÅðàÆÜé ÃîÆÕðä» ù êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

ar  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 3 2 8i j k b i j k+ − = + −
r

vkSj

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË
rr = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 ( 3 2 8 )i j k i j k+ − + λ + −  [(1) å¯º]

ÇÕÀ°ºÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P(x, y, z) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
ˆˆ ˆxi y j z k+ +  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 4 ( 3 2 8 )i j k i j k+ − + λ + −

Áå¶
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= $ $(5 3 ) (2 2 ) ( 4 8 )i j k+ λ + + λ + − − λ$

λ çÅ êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
5

3
x−

 =
2 4

2 8
y z− +

=
−

Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

11.3.2 ç¯ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ» å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a line
passing through two given points)

î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ç¯ Çì³çÈÁ» A(x1, y1, z1) Áå¶  B(x2, y2, z2), ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ́ îòÅð:
ar  Áå¶ b

r
 ÔéÍ  (ÇÚ¼åð AA. E)A

î³é ñÀ° rr  ÇÂ¼Õ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ
òËÕàð ÔËÍ åç P ð¶ÖÅ å¶ ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð
AP r a= −
uuur r r

 Áå¶ AB b a= −
uuur r r

 Ãîð¶ÖÆ òËÕàð ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ P ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð

( )r a b a− = λ −
rr r r

Ü» ( )= +
rr r rr a b aλ , λ ∈ R ... (1)

Ü¯ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ
òËÕàð ðÈê å¯º ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê ÇòÀ¹åê³é ÕðéÅ
ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,r xi y j z k a x i y j z k= + + = + +r r Áå¶ 2 2 2

ˆˆ ˆb x i y j z k= + +
r

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
$ $ $ $ $ $

1 1 1 2 1 2 1 2 1[( ) ( ) ( ) ]x i y j z k x i y j z k x x i y y j z z k+ + = + + + λ − + − + −$ $ $

kji ˆ,ˆ,ˆ  ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
x = x1 + λ (x2 – x1); y = y1 + λ (y2 – y1); z = z1 + λ (z2 – z1)

λ çÅ Çòñ¯êä Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −

Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

À°çÅÔðä G. Çì³çÈÁ» (–1, 0, 2) Áå¶ (3, 4, 6) å¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ar  Áå¶ b
r

 Çì³çÈÁ» A(– 1, 0, 2) Áå¶ B(3, 4, 6) ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ÔéÍ

ÇÚ¼åð AA. E
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åç ˆˆ 2a i k= − +r

Áå¶ ˆˆ ˆ3 4 6b i j k= + +
r

ÇÂÃ ñÂÆ ˆˆ ˆ4 4 4b a i j k− = + +
r r

î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ ÃòË ÇÂ¼ÇÛå Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ çÅ
òËÕàð ÃîÆÕðä

ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 (4 4 4 )r i k i j k= − + + λ + +r

À°çÅÔðä H. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðé 
3 5 6

2 4 2
x y z+ − +

= =  ÔËÍ ÇÂÃ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð
ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ ÃîÆÕðä çÅ ÇîÁÅðÆ îÅéÕ ðÈê

1 1 1x x y y z z
a b c
− − −

= =

éÅñ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ  x1 = – 3, y1 = 5, z1 = – 6; a = 2, b = 4, c = 2
ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ð¶ÖÅ, Çì³çÈ (– 3, 5, – 6) Çò¼Úº̄ ÇéÕñçÆ Ü»çÆ ÔË Áå¶ òËÕàð ˆˆ ˆ2 4 2i j k+ +  ç¶

Ãî»åð ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ çÆ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË å» ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä
ˆˆ ˆ( 3 5 6 )r i j k= − + −r + λ ˆˆ ˆ(2 4 2 )i j k+ +

ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔËÍ

11.4  ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ î¼è Õ¯ä (Angle between two lines)
î³é ñÀ° ÇÕ  L1 Áå¶ L2 îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅÿÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» Ôé ÇÜÃ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ́ îòÅð
: a1, b1, c1 Áå¶  a2, b2, c2, ÔéÍ Çëð å¯º î³é ñÀ° ÇÕ L1 å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P Áå¶ L2 å¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ Q  ÔËÍ
ÇÚ¼åð AA. F Çò¼Ú Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð OP Áå¶ OQ å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í î³é ñÀ° ÇÕ OP Áå¶ OQ ç¶ Çò¼Ú
ÇéÀ±é Õ¯ä θ ÔËÍ Ô¹ä ïÅç Õð¯ ÇÕ òËÕàð OP Áå¶ OQ ç¶ ØàÕ ́ îòÅð : a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2,
c2 ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ

cosθ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

+ +

+ + + +
 ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ

Ü»çÅ ÔËÍ
Çëð å¯º sin θ ç¶ ðÈê Çò¼Ú, ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä

sin θ = θ2cos1 −  ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔËÍ

= ( )( )
2

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

( )1 a a b b c c
a b c a b c

+ +
−

+ + + + ÇÚ¼åð AA. F
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=
( )( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a b c a b c a a b b c c

a b c a b c

+ + + + − + +

+ + + +

=
2 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

( ) ( ) ( )

(

a b a b b c b c c a c a

a b c a b c

− + − + −

+ + + +
... (2)

AÇà¼êäÆ   À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üç¯º ð¶ÖÅò» L1 Áå¶ L2 îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º éÔÆº ÇéÕñçÆ ÔË å»

ÁÃÆº 1 2L LvkjS ç¶ Ãî»åð, îÈñ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÆÁ» ð¶ÖÅò» ́ îòÅð : 1 2L L′ ′o  î³éç¶
Ô»Í Ü¶Õð ð¶ÖÅò»  L1 Áå¶ L2 ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå» çÆ æ» ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé Çç¼å¶ ×Â¶ Ô¯ä ÇÜò¶º L1 ç¶
ñÂÆ l1, m1, n1 Áå¶ L2 ç¶ ñÂÆ l2, m2, n2 å» (1) Áå¶ (2) ÇéîéÇñÖå ðÈê ñËä×¶Í

cos θ = |l1 l2 + m1m2 + n1n2| (D;ksafd 2 2 2
1 1 1 1l m n+ + = 2 2 2

2 2 2l m n= + + ) ... (3)

Áå¶ sin θ = ( )2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( )l m l m m n m n n l n l− − − + −                    ... (4)

ÇçôÅ&Áé°êÅå a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2, c2 òÅñÆÁ» ð¶ÖÅò»
(i) ÁÇí¦ì Ôé Ü¶Õð θ = 90°, ÁðæÅå (1) å¯º a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0

(ii) Ãî»åð Ôé, Ü¶Õð θ = 0, ÁðæÅå (2) å¯º 1

2

a
a  = =1 1

2 2

b c
b c

Ô¹ä ÁÃÆº ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð çÅ Õ¯ä êåÅ Õð»×¶ ÇÜÃ ç¶ ÃîÆÕðé Çç¼å¶ ×Â¶ ÔéÍ Ü¶Õð À°Ô
ð¶ÖÅò» rr  = 1 1a b+ λ

rr  Áå¶ rr  = 2 2a b+ µ
rr  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä θ ÔËÍ

åç cosθ = 1 2

1 2

b b
b b

⋅
r r
r r

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê Çò¼Ú Ü¶Õð ð¶ÖÅò» 1

1

x x
a
−

 = 1 1

1 1

y y z z
b c
− −

= ... (1)

Áå¶ 2

2

x x
a
−

 = 2 2

2 2

y y z z
b c
− −

= ... (2)

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä  θ ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅò» (1) Áå¶ (2) ç¶ ÇçôÅ&Áé°êÅå ́ îòÅð : a1, b1, c1 Áå¶
a2, b2, c2 ÔË åç

cos θ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

+ +

+ + + +

Áå¶Áå¶

ÇÕÀ°ÎºÇÕ
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À°çÅÔðä I. Çç¼å¶ ×Â¶ ð¶ÖÅ-Ü¯ó¶
rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 4 ( 2 2 )i j k i j k+ − + λ + +

Áå¶ rr  = ˆˆ ˆ ˆ ˆ5 2 (3 2 6 )i j i j k− + µ + +  ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° 1b
r

 = ˆˆ ˆ2 2i j k+ +  Áå¶ 2b
r

 = ˆˆ ˆ3 2 6i j k+ +
ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

cos θ = 1 2

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 2 ) (3 2 6 )
1 4 4 9 4 36

b b i j k i j k
b b

⋅ + + ⋅ + +
=

+ + + +

r r
r r

=
3 4 12 19

3 7 21
+ +

=
×

ÇÂÃ åð·» θ = cos–1 
19
21

 
 
 

À°çÅÔðä A@. ð¶ÖÅ-Ü¯ó¶ :
3

3
x +

 =
1 3

5 4
y z− +

=

Áå¶
1

1
x +

 =
4 5

1 2
y z− −

=

ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : êÇÔñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 3] 5] 4 Áå¶ çÈÜÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå A, A, B ÔéÍ Ü¶Õð
À°Ôé» ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ Ô¯ò¶ åç

cos θ =
2 2 2 2 2 2

3.1 5.1 4.2 16 16 8 3
1550 6 5 2 63 5 4 1 1 2

+ +
= = =

+ + + +

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÅ Õ¯ä cos–1
8 3
15

 
  
 

 ÔËÍ

11.5  ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ (Shortest Distance between two lines)
Á³åÇðÖ Çò¼Ú Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» êðÃêð ÇÕÃ¶ Çì³çÈ å¶ Õ¼àçÆÁ» Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî  çÈðÆ
ÇÃëð ÔË Áå¶ Á³åÇðÖ  Çò¼Ú Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» Ãî»åð Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ, À°Ôé»
ç¶ Çò¼Ú ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ Ô¯ò¶×Æ ÁðæÅå ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ åº̄ çÈÃðÆ ð¶ÖÅ å¶ ÇÖ¼ÇÚÁÅ Ç×ÁÅ ¦ì ÔËÍ
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ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ Á³åÇðÖ Çò¼Ú ÁÇÜÔÆÁ» òÆ
ð¶ÖÅò» Ô¹¿çÆÁ» Ôé Ü¯ éÅ å» Õ¼àçÆÁ» Ôé Áå¶ éÅ
ÔÆ Ãî»åð Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ òÅÃåò Çò¼Ú ÁÇÜÔÆÁ»
ð¶ÖÅò» ç¶ Ü¯ó¶ ×Ëð ÃÇÔÃîåñÆ (noncoplanar)
Ô¹¿ç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ù ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» (skew
lines) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ å½ð å¶ ÁÃÆº ÇÚ¼åð
AA.G Çò¼Ú x, y Áå¶ z-ç¶ ÃÅê¶Ö ́ îòÅð : 1] 3] 2
ÇÂÕÅÂÆ ç¶ ÁÅÕÅð òÅñ¶ Õîð¶ å¶ ÇòÚÅð Õðç¶ Ô»Í

ð¶ÖÅ GE Û¼å ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅê¶Ö ÔË Áå¶ ð¶ÖÅ
DB, A ç¶ áÆÕ À°µêð Û¼å ç¶ Õ¯é¶ Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÆ
Ô¯ÂÆ çÆòÅð ç¶ ÇòÕðä ç¶ ÃÅê¶Ö ÔËÍ ÇÂÔ ð¶ÖÅò» ÇìÖîåñÆ Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂÔ Ãî»åð éÔÆº Ôé Áå¶ Õç¶
ÇîñçÆÁ» òÆ éÔÆº ÔéÍ
ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ å¯º ÃÅâÅ Áðæ ÇÂ¼Õ ÁÇÜÔ¶ ð¶ÖÅÖ³â åº̄ ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÂ¼Õ
Çì³çÈ ù çÈÃðÆ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå Ô¯ð Çì³çÈ ù ÇîñÅÀ°ä éÅñ êÌÅêå Ô¯ò¶ å» ÇÕ ÇÂÃ çÆ ¦ìÅÂÆ ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í
ÇéÀ±éåî çÈðÆ ð¶ÖÅÖ³â ç¯ò¶º ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÅÍ

11.5.1  ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ (Distance between two skew lines)

Ô¹ä ÁÃÆº ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÇéîéÇñÖå ÇòèÆ
å¯º êåÅ Õðç¶ Ô»Í î³é ñÀ° l1 Áå¶ l2  ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» Ôé
ÇÜÔé» ç¶ ÃîÆÕðé (ÇÚ¼åð 11.8) ÇéîéÇñÖå Ôé :

rr  = 1 1a b+ λ
rr

                                           ... (1)

Áå¶ rr  = 2 2a b+ µ
rr

                                           ... (2)

ð¶ÖÅ l1 å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ S ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 1ar  Áå¶ l2 å¶ Õ¯ÂÆ
Çì³çÈ T  ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð  2ar .ñÀ°Í åç ÇéÀ±éåî çÈðÆ
òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð ST çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú êÌÖ¶ê ç¶ îÅê ç¶ ÃîÅé Ô¯ò¶×Å (ÃËÕôé10.6.2)A

Ü¶Õð  l1 Áå¶ l2 ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ òËÕàð PQ
uuur

 ÔË å» ÇÂÔ ç¯ò¶º 1b
r

 Áå¶  2b
r

 å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÆÍ

PQ
uuur

 çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð n̂  ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ò¶×Å ÇÕ

n̂  = 1 2

1 2| |
b b
b b

×
×

r r
r r ... (3)

ÇÚ¼åð AA.G

ÇÚ¼åð AA.H
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åç PQ
uuur

 = d n̂

ÇÜ¼æ¶ d, ÇéÀ±éåî çÈðÆ òËÕàð çÅ ÁÅÕÅð ÔËÍ î³é ñÀ° ST
uur

 Áå¶ PQ
uuur

 ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ ÔË, åç
PQ = ST |cos θ|

êð¿å± cos θ =
PQ ST

| PQ | | ST |
⋅

uuur uur
uuuur uur

 = 2 1ˆ ( )
ST

d n a a
d

⋅ −
r r

  (ÇÕÀ°ºÇÕ 2 1ST )a a= −
uur r r

= 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
ST

b b a a
b b

× ⋅ −

×

r r r r
r r     ((3) ç¶ ç¹ÁÅðÅ)

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ
d = PQ = ST |cos θ|

Ü» d = 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
| |

b b a a
b b

× ⋅ −
×

r r r r
r r  ÔËÍ

ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

ð¶ÖÅò» :

l1 : 
1

1

x x
a
−

 = 1 1

1 1

y y z z
b c
− −

=

Áå¶ l2  : 
2

2

x x
a
−

 = 2 2

2 2

y y z z
b c
− −

=

ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ ÔË :

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x y y z z
a b c
a b c

b c b c c a c a a b a b

− − −

− + − + −
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11.5.2 Ãî»åð ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ (Distance between parallel lines)

Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò»  l1 Áå¶  l2 Ãî»åð Ô¯ä å» À°Ô ÃÇÔ ÃîåñÆ (Coplanar) Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ î³é ñÀ° Çç¼åÆ
×ÂÆ ð¶ÖÅò» ́ îòÅð :

rr  = 1a b+ λ
rr ... (1)

Áå¶ rr  = 2a b+ µ
rr

… (2)

Ôé, ÇÜ¼æ¶ l1 å¶ Çì³çÈ S  çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 1ar Áå¶ l2 å¶ Çì³çÈ T

çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 2ar  ÔË (ÇÚ¼åð 11.9)

ÇÕÀ°ºÇÕ l1, Áå¶ l2 ÃÇÔÃîåñÆ ÔéÍ Ü¶Õð Çì³çÈ T åº̄ l1 å¶
êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì çÅ êËð P ÔË åç ð¶ÖÅò» l1 Áå¶ l2  ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ
çÈðÆ = |TP|

î³é ñÀ° ÇÕ òËÕàð ST
uur

Áå¶ b
r

ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔËÍ åç
STb ×
uurr

 = ˆ( | | | ST| sin )b nθ
uurr

... (3)

ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅò»  l1 Áå¶ l2 ç¶ åñ å¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð n̂  ÔËÍ
êð¿å± ST

uur
 = 2 1a a−

r r

ÇÂÃ ñÂÆ (3) å¯º ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 1( )b a a× −
r r r  = ˆ| | PTb n

r
        (ÇÕÀ°ºÇÕ PT = ST sin θ)

ÁðæÅå 2 1| ( )|b a a× −
r r r

 = | | PT 1b ⋅
r

       (as | |n̂  = 1)
ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d = 2 1( )| PT |
| |

b a a
b

× −
=

r r ruuur
r  ÔËÍ

À°çÅÔðä AA. ð¶ÖÅò»  l1 Áå¶ l2 ç¶ Çò¼Ú çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ ÇÜÃç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä Ôé :

rr  = ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 )i j i j k+ + λ − + ... (1)

Áå¶ rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 (3 5 2 )i j k i j k+ − + µ − + ... (2)

Ô¼ñ : ÃîÆÕðä (1) Áå¶ (2) çÆ å°ñéÅ ́ îòÅð rr  = 1 1a b+ λ
rr

 Áå¶  22 bar
rrr µ+= , éÅñ

Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ
1ar  = 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ, 2i j b i j k+ = − +
r

ÇÚ¼åð AA.I
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2ar  = 2 î  + ĵ – k̂  Áå¶ 2b
r

 = 3 î  – 5 ĵ  + 2 k̂
ÇÂÃ ñÂÆ 2 1a a−

r r  = ˆî k−

Áå¶ 1 2b b×
r r

 = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( 2 ) ( 3 5 2 )i j k i j k− + × − +

=

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 1 1 3 7

3 5 2

i j k
i j k− = − −

−

ÇÂÃ åð·» 1 2| |b b×
r r

 = 9 1 49 59+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

d  = 1 2 2 1

1 2

( ) ( )
| |

b b a a
b b

× ⋅ −
×

r r r r
r r   59

10
59

|703|
=

+−
=

À°çÅÔðä AB. ÇéîéÇñÖå Çç¼åÆÁ» ×ÂÆÁ» ð¶ÖÅò» l1 Áå¶ l2 :
rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 ( 2 3 6 )i j k i j k+ − + λ + +

Áå¶        rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 3 5 ( 2 3 6 )i j k i j k+ − + µ + + ÇÕ ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» Ãî»åð ÔéÍ (ÇÕÀ°º) ÃÅù êÌÅêå ÔË ÇÕ
1ar  = ˆˆ ˆ2 4i j k+ − , 2ar  = ˆˆ ˆ3 3 5i j k+ −  Áå¶ b

r
 = ˆˆ ˆ2 3 6i j k+ +

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ

d = 2 1( )
| |

b a a
b

× −
r r r

r  = 

ˆˆ ˆ

2 3 6
2 1 1

4 9 36

i j k

−

+ +

=
ˆˆ ˆ| 9 14 4 | 293 293

749 49
i j k− + −

= =  ÔËÍ

ÁÇíÁÅÅÃ AA.B

1. çðÃÅÀ° ÇÕ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé 
12 3 4 4 12 3 3 4 12, , ; , , ; , ,
13 13 13 13 13 13 13 13 13

− − −
 òÅñÆÁ»

Çå¿é ð¶ÖÅò» êðÃêð ¦ì ÔËÍ
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2. çðÃÅÀ° ÇÕ Çì³çÈÁ» (1, – 1, 2), (3, 4, – 2) åº̄ Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çì³çÈÁ» (0, 3, 2) Áå¶ (3,
5, 6) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ

3. çðÃÅÀ° ÇÕ  Çì³çÈÁ» (4, 7, 8), (2, 3, 4) åº̄ Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ, Çì³çÈÁ» a (– 1, – 2, 1), (1,
2, 5) å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

4. Çì³çÈ (1, 2, 3) å¯º ×¹÷ðé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ òËÕàð kji ˆ2ˆ2ˆ3 −+ ç¶
Ãî»åð ÔËÍ

5. Çì¿çÈ ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ2 4i j k− + å¯º ×¹÷ðé Áå¶ òËÕàð  ˆˆ ˆ2i j k+ −  çÆ ÇçôÅ
Çò¼Ú ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

6. À°Ã ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Çì³çÈ (– 2, 4, – 5) å¯º Ü»çÆ ÔË Áå¶
3 4 8

3 5 6
x y z+ − +

= =  ç¶ Ãî»åð ÔËÍ

7. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä 5 4 6
3 7 2

x y z− + −
= =  ÔËÍ ÇÂÃ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä

êåÅ Õð¯Í
8. îÈñ Çì³çÈ Áå¶  (5, – 2, 3) åº̄ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê» Çò¼Ú ÃîÆÕðä

êåÅ Õð¯Í
9. Çì³çÈÁ»  (3, – 2, – 5), Áå¶  (3, – 2, 6) Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñÆ ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé

ðÈê» Çò¼Ú ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
10. ÇéîéÇñÖå ð¶ÖÅ-Ü¯ÇóÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

(i) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 (3 2 6 )r i j k i j k= − + + λ + +r  Áå¶
ˆ ˆˆ ˆ ˆ7 6 ( 2 2 )r i k i j k= − + µ + +r

(ii) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 2 ( 2 )r i j k i j k= + − + λ − −r   Áå¶
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 56 (3 5 4 )r i j k i j k= − − + µ − −r

11.  ÇéîéÇñÖå ð¶ÖÅ-Ü¯ÇóÁ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯ :

(i)
2 1 3 2 4 5

2 5 3 1 8 4
x y z x y z− − + + − −

= = = =
− −

vkjS

(ii)
25 3

2 2 1 4 1 8
y yx z x z−− −

= = = =vkjS

12. p çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ ð¶ÖÅò» 1 7 14 3
3 2 2

x y z
p

− − −
= =

Áå¶

Áå¶
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Áå¶  7 7 5 6
3 1 5

x y z
p

− − −
= =  êðÃêð ¦ì Ô¯äÍ

13. çðÃÅÀ° ÇÕ ð¶ÖÅò» 5 2
7 5 1

x y z− +
= =

−
 Áå¶ 

1 2 3
x y z

= =  êðÃêð ¦ì Ô¯äÍ

14. ð¶ÖÅò» ˆˆ ˆ( 2 )r i j k= + +r  + ˆˆ ˆ( )i j kλ − +  Áå¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 (2 2 )r i j k i j k= − − + µ + +r
osQ

ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

15. ð¶ÖÅò»  1 1 1
7 6 1

x y z+ + +
= =

−
 Áå¶  3 5 7

1 2 1
x y z− − −

= =
−

 ç¶ ÇòÚÅÕð ÇéÀ±éåî çÈðÆ

êåÅ Õð¯Í
16. ð¶ÖÅò» ÇÜÔé» ç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä ÇéîéÇñÖå Ôé ç¶ ÇòÚÕÅð çÆ ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯ :

ˆˆ ˆ( 2 3 )r i j k= + +r
 + ˆˆ ˆ( 3 2 )i j kλ − +  Áå¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 5 6 (2 3 )r i j k i j k= + + + µ + +r

17. ð¶ÖÅò» ÇÜÔé» çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÇéîéÇñÖå ÔË ç¶ ÇòÚÕÅð ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
ˆˆ ˆ(1 ) ( 2) (3 2 )r t i t j t k= − + − + −r  vkSj ˆˆ ˆ( 1) (2 1) (2 1)r s i s j s k= + + − − +r

11.6  Ãîåñ (Plane)
ÇÂ¼Õ Ãîåñ ù Çòñ¼Öä ðÈê ç¹ÁÅðÅ êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Ü¶Õð ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ ÇÂ¼Õ ôðå
êåÅ Ô¯ò¶ :

(i) Ãîåñ çÅ ÁÇí¦ì Áå¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ çÆ çÈðÆ êåÅ ÔË, íÅò ÁÇí¦ì ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ çÅ
ÃîÆÕðäÍ

(ii) ÇÂÔ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º ×¹÷ðçÅ ÔË Áå¶ Çç¼åÆ ×ÂÆ ÇçôÅ å¶ ¦ì Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(iii) ÇÂÔ Çç¼å¶ ×Â¶ Çå¿é ×Ëð Ãîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º ÇéÕñçÅ ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Ãîåñ» ç¶ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä» êåÅ Õð»×¶Í

11.6.1 ÁÇí¦ì ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä
(Equation of a Plane in normal form)
ÇÂ¼Õ Ãîåñ å¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÜÃç¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º ¦ì çÈðÆ
d (d ≠ 0) ÔË (ÇÚ¼åð 11-10)A

Ü¶Õð  ON
uuur

 îÈñ Çì³çÈ å¯º åñ å¶ ¦ì ÔË Áå¶ ON
uuur

 ç¶
ÃÅê¶Ö n̂  ÇÂÕÅÂÆ ÁÇí¦ì òËÕàð ÔË åç ON

uuur
= d n̂

ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
NP
uuur

 , ON
uuur

 å¶ ¦ì ÔËÍ ÇÚ¼åð AA.A@

ç¶

Áå¶
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ÇÂÃ åð·» NP ON⋅
uuur uuur

 = 0 ... (1)

î³é ñÀ° P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔË å» NP
uuur

= ndr ˆ−
r

 (ÇÕÀ°ºÇÕ ON NP OP+ =
uuur uuur uuur

)

ÇÂÃ åð·»  (1) ðÈê çÅ ÇéîéÇñÖå ÔË :
( )r d n d n∧ ∧

− ⋅
r  = 0

Ü» ( )r d n n∧ ∧
− ⋅

r
 = 0 (d ≠ 0)

Ü» r n d n n∧ ∧ ∧
⋅ − ⋅

r
 = 0

ÁðæÅå r n∧⋅
r

 = ( 1)d n n∧ ∧
⋅ =D; ksfa d

… (2)
ÇÂÔ Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê  (Cartesian Form)

Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË ÇÜ¼æ¶ n̂  Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ÔËÍ î³é ñÀ° Ãîåñ å¶ Õ¯ÂÆ
Çì³çÈ  P(x, y, z) ÔËÍ åç

OP
uuur

 = ˆˆ ˆr x i y j z k= + +r

î³é ñÀ° n̂  çÅ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé  l, m, n ÔéÍ åç

n̂  = ˆˆ ˆl i m j n k+ +

r n∧⋅r
 ç¶ î¹¼ñ» ù (2) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅêé Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )x i y j z k l i m j n k d+ + ⋅ + + =
ÁðæÅå lx + my + nz = d ... (3)
ÇÂÔ Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä ÔËÍ

AÇà¼êäÆ ÃîÆÕðä (3) êÌçðÇôå ÕðçÅ ÔË ÇÕ Ü¶Õð ˆˆ ˆ( )r a i b j c k⋅ + +r = d ÇÂ¼Õ
Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔË å» ax + by + cz = d Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä ÔË ÇÜ¼æ¶
a, b Áå¶ c Ãîåñ å¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ÔéÍ

À°çÅÔðä AC. À°Ã Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ îÈñ Çì³çÈ å¯º 29
6

çÆ çÈðÆ å¶ ÔË Áå¶ îÈñ

Çì³çÈ å¯º ÇÂÃ çÅ ÁÇí¦ì òËÕàð 2 kji ˆ4ˆ3ˆ +− ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ°  kjin ˆ4ˆ3ˆ2 +−=
r  ÔËÍ åç

ÇÕÀ°ºÇÕ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ        497

||
ˆ

n
nn r
r

=  =
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 4 2 3 4

4 9 16 29
i j k i j k− + − +

=
+ +

ÇÂÃ ñÂÆ Ãîåñ çÅ ñ¯óÆºçÅ ÃîÆÕðä
2 3 4 6ˆˆ ˆ
29 29 29 29

r i j k− ⋅ + + = 
 

r
ÔËÍ

À°çÅÔðä AD. Ãîåñ ˆˆ ˆ(6 3 2 ) 1r i j k⋅ − − +r  = 0  å¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð ç¶
ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãîåñ ç¶ Çç¼å¶ ×Â¶ ÃîÆÕðä ù ÇÂÃ åð·» çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
ˆ ˆ( 6 3 2 )r i j k⋅ − + +

sr  = 1   ... (1)

Ô¹ä ˆˆ ˆ| 6 3 2 |i j k− + +  = 36 9 4 7+ + =

ÇÂÃ ñÂÆ (1) ç¶ ç¯ò¶º êÅÇÃÁ» ù G éÅñ íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ :

6 3 2 ˆˆ ˆ
7 7 7

r i j k ⋅ − + + 
 

r
 = 

1
7

Ü¯ ÇÕ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä dnr =ˆ.r ç¶ ðÈê çÅ ÔËÍ

ÇÂÃ å¯º Ãêôà ÔË ÇÕ kjin ˆ
7
2ˆ

7
3ˆ

7
6ˆ ++−=  Ãîåñ å¶ ¦ì ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð Ôé Ü¯ îÈñ Çì³çÈ

å¯º ×¹÷ðçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» n̂  çÅ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé 
7
2,

7
3,

7
6−  ÔéÍ

À°çÅÔðä AE. Ãîåñ 2x –  3y + 4z – 6 = 0 çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : ÇÕÀ°ºÇÕ åñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå 2, –3, 4 Ôé ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Ôé :

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 4, ,
2 ( 3) 4 2 ( 3) 4 2 ( 3) 4

−

+ − + + − + + − +  , ÁðæÅå 
2 3 4, ,
29 29 29

−

ÇÂÃ ñÂÆ ÃîÆÕðä 2x – 3y + 4z – 6 = 0 ÁðæÅå  2x – 3y + 4z = 6 ù 29  éÅñ íÅ×
Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

2 3 4 6
29 29 29 29

x y z−
+ + =

Áå¶ ÇÂÔ lx + my + nz = d, ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔË ÇÜ¼æ¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ çÆ çÈðÆ  d ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

Ãîåñ çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ 29
6

 ÔËÍ
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À°çÅÔðä AF. îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ 2x – 3y + 4z – 6 = 0
å¶ êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì ç¶ êËð» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° îÈñ Çì³çÈ å¯º Ãîåñ å¶ êÅÂ¶ ×Â¶ ¦ì ç¶ êËð  P
ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x1, y1, z1) ÔË (ÇÚ¼åð 11.11)A

åç ð¶ÖÅ OP ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå x1, y1, z1 ÔéÍ
Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä ù ÁÇí¦ì ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÖä å¶ ÁÃÆº
êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2 3 4 6
29 29 29 29

x y z− + =

ÇÜ¼æ¶ OP ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå 2 3 4, ,
29 29 29

−
 ÔéÍ

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ÃîÅé°êÅåÆ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

ÇÂÃ åð·» 1
2
29

x
 = 1 1

3 4
29 29

y z
=

− = k

ÁðæÅå x1 =  29
2k

, y1 = 1
3 4,
29 29
k kz−

=

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä Çò¼Ú êÌåÆÃÎæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» k = 
29
6

ÇÂÃ åð·» ¦ì ç¶ êËð (êÅç) ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ 12 18 24, ,
29 29 29

− 
 
 

 ÔËÍ

AÇà¼êäÆ   Ü¶Õð îÈñ Çì³çÈ åº̄ Ãîåñ çÆ çÈðÆ  d Ô¯ò¶ Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ-Õ¯ÃÅÂÆé
l, m, n Ô¯ä åç ¦ì ç¶ êÅç (ld, md, nd) Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

11.6.2 ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð å¶ ¦ì Áå¶ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ
Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of
a plane perpendicular to a given vector and
passing through a given point)
Á³åÇðÖ Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ òËÕàð å¶ ¦ì Áé¶Õ Ãîåñ Ô¯
ÃÕç¶ Ôé êð¿å± ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ P(x1, y1, z1) Çò¼Ú¯º ÇÂÃ
êÌÕÅð çÅ Õ¶òñ ÇÂ¼Õ Ãîåñ çÆ Ô¯ºç Ô¹¿çÆ ÔË (ç¶Ö¯ ÇÚ¼åð 11-
12)A

ÇÚ¼åð AA.AA

ÇÚ¼åð AA.AB
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î³é ñÀ° ÇÕ  Ãîåñ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ A, ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð
ar  ÔË, Çò¼Ú¯º ÇéÕñçÅ ÔË Áå¶ òËÕàð N

ur
 å¶ ¦ì ÔËÍ î³é ñÀ°

ÇÕ Ãîåñ å¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr ÔË  (ÇÚ¼åð
11-13)A

åç Çì³çÈ P Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔË, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ
Ü¶Õð AP

uuur
, N

ur
 å¶ ¦ì ÔË ÁðæÅå AP

uuur
. N
ur

= 0. êð¿å±
AP r a= −
uuur r r . ÇÂÃ ñÂÆ

( ) N 0r a− ⋅ =
rr r          … (1)

ÇÂÔ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê  (Cartesian Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ Çì³çÈ A (x1, y1, z1) Áå¶ Ãîåñ å¶ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P (x, y, z) ÔË Áå¶ N
ur

 ÇçôÅ
Áé°êÅå A, B Áå¶ C ÔË, åç

1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,a x i y j z k r xi y j z k= + + = + +r r

 Áå¶ ˆˆ ˆN A B Ci j k= + +
r

Ô¹ä ( – ) N =0r a ⋅
rr r

ÇÂÃ ñÂÆ ( ) ( ) ( )1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(A B C ) 0x x i y y j z z k i j k − + − + − ⋅ + + = 

ÁðæÅå A(x – x1) + B(y – y1) + C(z – z1) = 0

À°çÅÔðä AG. À°Ã Ãîåñ çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Çì³çÈ (5, 2, – 4)  Çò¼Ú¯º
Ü»çÅ ÔË Áå¶ 2, 3, – 1 ÇçôÅ Áé°êÅå òÅñÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ (5, 2, – 4) çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ˆˆ ˆ5 2 4a i j k= + −r  ÔË Áå¶ Ãîåñ å¶ ¦ì

çÅ ÁÇí¦ì òËÕàð ˆˆ ˆN = 2 +3i j k−
r

 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä ( ) N 0r a− ⋅ =

rr r ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
Ü» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ (5 2 4 )] (2 3 ) 0r i j k i j k− + − ⋅ + − =r ... (1)

(1) ù ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê Çò¼Ú ðÈê»åðä Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[( – 5) ( 2) ( 4) ] (2 3 ) 0x i y j z k i j k+ − + + ⋅ + − =

Ü» 2( 5) 3( 2) 1( 4) 0x y z− + − − + =
ÁðæÅå 2x + 3y – z = 20

Ü¯ Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆÜÆÁé ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.AC
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11.6.3  Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä
òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä (Equation of a plane
passing through three non-collinear points)
î³é ñÀ° Ãîåñ å¶ ÃÇæå Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» R, S
Áå¶ T ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ´îòÅð : ar , b

r
Áå¶ cr Ôé

(ÇÚ¼åð 11.14)A
òËÕàð RS

uuur
 Áå¶ RT

uuur
 Çç¼å¶ ×Â¶ Ãîåñ Çò¼Ú ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ òËÕàð RS RT×
uuur uuur

  Çì³çÈÁ» R, S Áå¶ T Çò¼Ú¯º
¦Øç¶ Ô¯Â¶ Ãîåñ å¶ ¦ì Ô¯ò¶×ÅÍ î³é ñÀ° Ãîåñ Çò¼Ú
Õ¯ÂÆ Çì³çÈ P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ R å¯º
ÜÅä òÅñ¶ Áå¶ òËÕàð RS RT×

uuur uuur
 å¶ ¦ì, Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä ( ) (RS RT)r a− ⋅ ×

uuur uuurr r  = 0 ÔËÍ
Ü» −( ) . [( – ) ( – )]

rr r r r rr a b a c a×  = 0 … (1)
ÇÂÔ Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðé çÅ
òËÕàð ðÈê ÔËÍ

AÇà¼êäÆ    À°êð¯Õå êÌÇÕÇðÁÅ Çò¼Ú Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈ ÕÇÔäÅ ÇÕÀ°º
÷ðÈðÆ ÔË? Ü¶Õð Çì³çÈ ÇÂ¼Õ ÔÆ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÔË åç À°Ã Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶
ÕÂÆ Ãîåñ Ô¯ä×¶Í (ÇÚ¼åð AA.AE)A

ÇÂÔ Ãîåñ ÇÂ¼Õ ÇÕåÅì ç¶ ê³ÇéÁ» çÆ åð·» Ô¯ò¶×Å
ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ» R, S Áå¶ T Çò¼Úº̄ ¦Øä òÅñÆ ð¶ÖÅ ê¹ÃåÕ
ç¶ ê³ÇéÁ» ç¶ Ü¹óé (binding) òÅñ¶ ÃæÅé çÅ îËºìð ÔËÍ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê (Cartesian Form)
î³é ñÀ° Çì³çÈÁ» R, S Áå¶ T ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) Áå¶ (x3,  y3,  z3) ÔéÍ
î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (x, y, z) Áå¶ ÇÂÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð rr ÔËÍ åç

RP
uuur

 = (x – x1) î  + (y – y1) ĵ  + (z – z1) k̂
RS
uuur

 = (x2 – x1) î  + (y2 – y1) ĵ  + (z2 – z1) k̂
RT
uuur

 = (x3 – x1) î + (y3 – y1) ĵ  + (z3 – z1) k̂
ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù òËÕàð ðÈê ç¶ ÃîÆÕðä (1) Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

1 1− − −
− −
− −

1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

z = 0
z

x x y y z z
x x y y – z
x x y y – z

Ü¯ Çå¿é Çì³çÈÁ»  (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) Áå¶ (x3, y3, z3) Çò¼Úº̄ ÇéÕñä òÅñ¶ Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðé çÅ
ÕÅðàÆÜÆÁé ðÈê ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.AD

ÇÚ¼åð AA.AE

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ        501

À°çÅÔðä AH. Çì³çÈÁ»  R(2, 5, – 3), S(– 2, – 3, 5) Áå¶  T(5, 3,– 3) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ
òËÕàð ÃîÆÕðé êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ : î³é ñÀ° ˆˆ ˆ2 5 3a i j k= + −r , ˆˆ ˆ2 3 5b i j k= − − +

r
, ˆˆ ˆ5 3 3c i j k= + −r

åç ar , b
r

  Áå¶ cr   Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÔË :
( ) (RS RT)r a− ⋅ ×

uuur uuurr r  = 0     ( ÇÕÀ°º?)
Ü» ( ) [( ) ( ) ]r a b a c a− ⋅ − × −

rr r r r r  = 0
ÁðæÅå ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ (2 5 3 )] [( 4 8 8 ) (3 2 )] 0r i j k i j k i j− + − ⋅ − − + × − =r

11.6.4  Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ Á³åð Ö³â-ðÈê (Intercept form of the equation of a
plane)
ÇÂÃ ÃËÕôé Çò¼Ú ÁÃÆº Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä ù À°Ã ç¶ ç¹ÁÅðÅ Çéðç¶ô Á³ÕÆ è¹ÇðÁ» å¶ Õ¼à¶ Á³åð Ö³â ç¶
ðÈê Çò¼Ú Çé×îé (deduce) Õð»×¶Í î³é ñÀ° Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä

Ax + By + Cz + D = 0  (D ≠ 0) ÔËÍ ... (1)

î³é ñÀ° Ãîåñ ç¹ÁÅðÅ x, y, Áå¶ z-è¹ÇðÁ» å¶ Õ¼à¶ Á³åð Ö³â ́ îòÅð : a, b Áå¶ c (ÇÚ¼åð 11.16) ÔËÍ
Ãêôà ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ x, y Áå¶ z-è¹ÇðÁ» å¯º ́ îòÅð Çì³çÈÁ» (a, 0, 0), (0, b, 0), Áå¶ (0, 0, c) å¶
ÇîñçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ Aa + D = 0 Ü» A = 
D
a

−

Bb + D = 0 Ü» B = 
D
b

−

Cc + D = 0 Ü» C = 
D
c

−

ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù Ãîåñ ç¶ ÃîÆÕðä Çò¼Ú êÌåÆÃæÅÇêå Õðé Áå¶
Ãðñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ (1) Ü¯ ÇÕ Á³åð Ö³â ðÈê Çò¼Ú
Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

x y z
a b c

+ +  = 1 ... (2)

Ü¯ ÇÕ Á³åð Ö³â ðÈê Çò¼Ú Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä AI. À°Ã Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯  x, y Áå¶  z-è¹ÇðÁ» å¶ ́ îòÅð 2] 3 Áå¶ 4
Á³åð Ö³â Õ¼àçÅ ÔËÍ

Ô¼ñ : î³é ñÀ° Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä ÔËÍ

ÇÚ¼åð AA.AF
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x y z
a b c

+ +  = 1 ... (1)

ÇÜ¼æ¶  a = 2, b = 3, c = 4 Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
a, b Áå¶ c ç¶ ÇÂÔé» î¹¼ñ» ù (1) å¶ êÌåÆÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä

1
2 3 4
x y z

+ + =  Ü»  6x + 4y + 3z = 12 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

11.6.5  ç¯ Çç¼å¶ Ãîåñ» çÆ ÕÅà Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÅ Ãîåñ (Plane passing through
the intersection of two given planes)
î³é ñÀ° π1 Áå¶ π2 ç¯ Ãîåñ ÇÜÃç¶ ÃîÕÆðé ́ îòÅð : 1ˆ.r nr  = d1 Áå¶  2ˆ.r nr  = d2 Ôé ÇÂÔé» çÆ
ÕÅà ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ÇÂÔé» ç¯ò¶º ÃîÆÕðé» ù Ã¿å°ôà Õð¶×Å (ÇÚ¼åð AA.AG)A

Ü¶Õð ÇÂÃ ð¶ÖÅ å¶ ÃÇæå ÇÕÃ¶ Çì³çÈ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð t
r ÔË å»

1t n⋅
r r  = d1 Áå¶ 2t n⋅

r r  = d2

ÇÂÃ ñÂÆ λ ç¶ ÃÅð¶ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ» ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

1 2( )t n n⋅ + λ
r r r

 = 1 2d d+λ

ÇÕÀ°ºÇÕ t
r

 ÃòË ÇÂ¼ÇÛå ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ð¶ÖÅ ç¶ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» ÃîÆÕðé ⋅ 1 2( )r r rr n n+ λ = d1 + λd2  Ãîåñ π3 çÅ ÇéðÈêä ÕðçÅ ÔË Ü¯ ÁÇÜÔÅ ÔË ÇÕ
Ü¶Õð Õ¯ÂÆ òËÕàð rr , π1 Áå¶ π2, ç¶ ÃîÆÕðä» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔË å» À°Ô π3  ù ÷ðÈð Ã¿å°ôà Õð¶×ÅÍ
ÇÂÃ åð·» Ãîåñ» 1r n⋅

r r
 = 1 2 2d r n d⋅ =r r

vkSj  çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Úº̄ ÜÅä òÅñ¶ ÇÕÃ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä
⋅ 1 2( )r r rr n n+ λ = d1 + λd2 ÔËÍ ... (1)

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê ñÂÆ î³é ñÀ¹ :

1nr  = 1 2 1
ˆˆ ˆA B Ci j k+ +

2nr  = 2 2 2
ˆˆ ˆA B Ci j k+ +

Áå¶ rr  = ˆˆ ˆxi y j z k+ +

å» (1) çÅ êÇðòðÇåå ðÈê ÔË :
x (A1 +  λA2) + y (B1 +  λB2) + z (C1 +  λC2) = d1 +  λd2

Ü» (A1x + B1y + C1z – d1) +  λ(A2x + B2y + C2z – d2) = 0       ... (2)

ÇÚ¼åð AA.AG

Áå¶
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Ü¯ Ôð¶Õ λ  ç¶ ñÂÆ Çç¼å¶ ×Â¶ Ãîåñ» çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ ÜÅä òÅñÆ ÇÕÃ¶ Ãîåñ çÅ ÕÅðàÆ÷ÆÁé
ÃîÆÕðä ÔËÍ

À°çÅÔðä B@. Ãîåñ» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) 6 (2 3 4 ) 5,r i j k r i j k⋅ + + = ⋅ + + = −r r
vkSj  ç¶ ÕÅà Áå¶ Çì³çÈ (1,1,1)

Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ 1
ˆˆ ˆn i j k= + +r  Áå¶  2nr  = ˆˆ ˆ2 3 4i j k+ +  Áå¶  d1 = 6 Áå¶  d2 = –5 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÈåð  1 2 1 2( )r n n d d⋅ + λ = +λ
r r r  çÅ êÌï¯× Õðé å¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ (2 3 4 )]r i j k i j k⋅ + + +λ + +r  = 6 5− λ

Ü» ˆˆ ˆ[(1 2 ) (1 3 ) (1 4 )]r i j k⋅ + λ + + λ + + λr  = 6 5− λ … (1)

ÇÜ¼æ¶ λ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ
ˆˆ ˆr xi y j z k= + +r , ð¼Öä å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) [(1 2 ) (1 3 ) (1 4 ) ] 6 5xi y j z k i j k+ + ⋅ + λ + + λ + + λ = − λ

Ü» (1 + 2λ ) x + (1 + 3λ) y + (1 + 4λ) z = 6 – 5λ

Ü» (x + y + z – 6 ) + λ  (2x + 3y + 4 z + 5) = 0 ... (2)

Ô¹ä êÌôé Áé°ÃÅð ñ¯óÆºç¶ Ãîåñ Çì³çÈ (1]1]1) å¯º Ü»çÅ ÔË, ÇÂÃ åð·» ÇÂÔ Çì³çÈ, (2) ù Ã¿å°ôà
Õð¶×Å ÁðæÅå

(1 + 1 + 1 – 6) + λ (2 + 3 + 4 + 5) = 0

Ü» λ = 
3

14

λ ç¶ ÇÂÃ î¹¼ñ ù (1) Çò¼Ú êÌÇåÃæÅÇêå Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» :

3 9 6 ˆˆ ˆ1 1 1
7 14 7

r i j k      ⋅ + + + + +            

r
 = 

156
14

−

Ü» 10 23 13 ˆˆ ˆ
7 14 7

r i j k ⋅ + +  
r  = 

69
14

Ü» ˆˆ ˆ(20 23 26 )r i j k⋅ + +r  = 69

Ü¯ Ãîåñ çÆ ñ¯óÆºçÆ òËÕàð ÃîÆÕðä ÔËÍ

11.7  ç¯ ð¶ÖÅò» çÅ ÃÇÔ åñÆ Ô¯äÅ  (Coplanarity of two lines)

Áå¶
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î³é ñÀ° ÇÕ ç¯ ñ¯óÆºçÆÁ» ð¶ÖÅò»

rr  = 1 1a b+ λ
rr ... (1)

Áå¶ rr  = 2 2a b+µ
rr  ÔéÍ ... (2)

ð¶ÖÅ (1) Çì³çÈ A, ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 1ar ÔË, Çò¼Úº̄ Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ Áå¶ 1b
r

 ç¶ Ãî»åð ÔËÍ ð¶ÖÅ (2) Çì³çÈ

B ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð 2ar ÔË Çò¼Ú¯º Ô¯ Õ¶ Ü»çÆ ÔË Áå¶ 2b
r

ç¶ Ãî»åð ÔËÍ åç

AB
uuur

 = 2 1a a−
r r

Çç¼åÆÁ» ð¶ÖÅò» ÃÇÔ-åñÆ Ôé, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð 1 2AB,b b
uuur r r

vkSj Áå¶ ÃÇÔ-åñÆ Ôé,

ÁðæÅå 1 2AB.( )b b×
uuur r r

 = 0 ;k 2 1 1 2( ) ( )a a b b− ⋅ ×
r rr r  = 0

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

î³é ñÀ° ÇÕ Çì³çÈÁ» A Áå¶ B ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (x1, y1, z1) Áå¶ (x2, y2, z2) ÔéÍ î³é ñÀ°
ÇÕ 1b

r
 Áå¶ 2b

r
  ç¶ ÇçôÅ-Áé°êÅå ´îòÅð : a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2, c2  ÔéÍ åç

2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆAB ( ) ( ) ( )x x i y y j z z k= − + − + −

uuur

1 1 1 1 2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ;b a i b j c k b a i b j c k= + + = + +

r r
vkSj

Çç¼åÆÁ» ð¶ÖÅò» ÃÇÔ-åñÆ Ôé, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð 1 2AB ( ) 0b b⋅ × =
uuur r r

 ÇÜÃ ù ÇéîéÇñÖå
ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê Çò¼Ú çðÃÅ ÃÕç¶ Ô»Í

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z

a b c
a b c

− − −
=                                 ... (4)

À°çÅÔðä BA. çðÃÅÀ° ÇÕ ð¶ÖÅò»
+ 3 1 5

– 3 1 5
x y z− −

= =  Áå¶  +1 2 5
–1 2 5

x y z− −
= =  ÃÇÔ-åñÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ x1 = – 3, y1 = 1, z1 = 5, a1 = – 3, b1 = 1, c1 = 5

x2 = – 1, y2 = 2, z2 = 5, a2 = –1, b2 = 2, c2 = 5

Ô¹ä ÇéîéÇñÖå ÇâàðîÆéËºà ñËä å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

Áå¶

Áå¶

Ü»
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2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 1 0
3 1 5 0
1 2 5

x x y y z z
a b c
a b c

− − −
= − =

−

ÇÂÃ ñÂÆ ð¶ÖÅò» ÃîåñÆ ÔéÍ

11.8  ç¯ Ãîåñ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä (Angle between two planes)
êÇðíÅôÅ B. ç¯ Ãîåñ»  ç¶ Çò¼Ú  çÅ Õ¯ä À°Ôé» ç¶ ÁÇí¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ç¹ÁÅðÅ  êÇðíÅÇôå ÔË
(ÇÚ¼åð AA.AH (a))A ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ü¶Õð ç¯ Ãîåñ» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ  ÔË å» 180 – θ (ÇÚ¼åð 11.18 (b))
òÆ À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÔËÍ ÁÃÆº ÇéÀ±é Õ¯ä ù ÔÆ Ãîåñ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä ÇñÁ»×¶Í

î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ», 1r n⋅
r s  = d1 Áå¶ 2 2r n d⋅ =

r r  ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔËÍ åç ÇÕÃ¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈ
å¯º Ãîåñ» å¶ ÇÖ¼Ú¶ ×Â¶ ÁÇí¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔËÍ

åç cos θ = 1 2

1 2| | | |
n n

n n
⋅

r r
r r

AÇà¼êäÆ    ç¯ò¶º Ãîåñ êðÃêð ¦ì Ôé Ü¶Õð 1nr . 2nr  = 0 Áå¶ Ãî»åð Ôé Ü¶Õð 1nr  Áå¶
2nr Ãî»åð ÔéÍ

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê  (Cartesian Form)
î³é ñÀ° Ãîåñ»

A1 x + B1 y + C1z + D1 = 0 Áå¶ A2x + B2 y + C2 z + D2 = 0
ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ ÔËÍ

ÁÇí¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä

Ãî¦ì» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä
Ãîåñ B

Ãîåñ A

ÇÚ¼åð AA. AH
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å» Ãîåñ» ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå ´îòÅð A1, B1, C1 Áå¶ A2, B2, C2 ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

cos θ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

A A B B C C

A B C A B C

+ +

+ + + +

AÇà¼êäÆ
1. Ü¶Õð ç¯ò¶º Ãîåñ êðÃêð ¦ì Ôé åç θ = 90° Áå¶ ÇÂÃ åð·» cos θ = 0. ÇÂÃ åð·»

cos θ = A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0

2. Ü¶Õð ç¯ò¶º Ãîåñ Ãî»åð Ô¯ä å» 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= =

À°çÅÔðä BB. ç¯ Ãîåñ»  2x + y – 2z = 5 Áå¶  3x – 6y – 2z = 7 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä òËÕàð ÇòèÆ
ç¹ÁÅðÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ç¯ Ãîåñ» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä À°ÔÆ ÔË Ü¯ À°Ôé» ç¶ ÁÇí¦ì» ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä ÔËÍ Ãîåñ» ç¶ Çç¼å¶ ×Â¶
ÃîÆÕðé» å¯º Ãîåñ» ç¶ òËÕàð ÁÇí¦ì

1N
ur

 = ˆˆ ˆ2 2i j k+ −  Áå¶   2 ˆˆ ˆN 3 6 2i j k= − −
ur

 ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ cos θ =
1 2

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆN N (2 2 ) (3 6 2 )
| N | |N | 4 1 4 9 36 4

i j k i j k⋅ + − ⋅ − −
=

+ + + +

ur ur
ur ur  = 

4
21

 
 
 

ÇÂÃ åð·» θ = cos–1 







21
4

À°çÅÔðä BC. ç¯ Ãîåñ» 3x – 6y + 2z = 7 Áå¶ 2x + 2y – 2z = 5 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : Ãîåñ» çÆ Çç¼åÆÁ» ÃîÆÕðé» çÆ å°ñéÅ ÃîÆÕðé»
A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0  Áå¶ A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0

éÅñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô» ÇÕ A1 = 3, B1 = – 6, C1 = 2

 A2 = 2, B2 = 2, C2 = – 2

 Çëð å¯º  cos θ =
( ) ( )2 2 2 2 2 2

3 2 ( 6) (2) (2) ( 2)

3 ( 6) ( 2) 2 2 ( 2)

× + − + −

+ − + − + + −
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=
10 5 5 3

217 2 3 7 3
−

= =
×

ÇÂÃ ñÂÆ θ = cos-1  
5 3
21

 
  
 

11.9  Ãîåñ å¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ çÆ çÈðÆ (Distance of a point from a plane)
òËÕàð ðÈê (Vector Form)

ÇÂ¼Õ Çì³çÈ P ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  Áå¶ ÇÂ¼Õ Ãîåñ π1 ÇÜÃçÅ ÃîÆÕðä ˆr n⋅r  = d (ÇÚ¼åð
AA.AI) å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

Çëð å¯º Çì³çÈ P åº̄ Ãîåñ π1 ç¶ Ãî»åð Ãîåñ π2 å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í Ãîåñ π2 å¶ ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ
òËÕàð n̂  ÔËÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂÃ çÅ ÃîÆÕðä ˆ( ) 0r a n− ⋅ =

r r  ÔËÍ

ÁðæÅå ˆr n⋅r  = ˆa n⋅r

ÇÂÃ åð·» îÈñ Çì³çÈ å¯º ÇÂÃ Ãîåñ çÆ çÈðÆ ON′ = ˆ| |a n⋅
r  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ P å¯. Ãîåñ π1 å¯º çÈðÆ

(ÇÚ¼åð AA. BA (a))

PQ = ON – ON′ = |d – ˆ |a n⋅
r

ÔË, Ü¯ ÇÂ¼Õ Çì³çÈ å¯º Çç¼å¶ ×Â¶ Ãîåñ å¶ ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ ÔËÍ ÇÚ¼åð AA. AI  (b) ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÃ åð·»
çÅ éåÆÜÅ ÃæÅÇêå Õð ÃÕç¶ Ô»Í

ÇÚ¼åð AA. AI
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AÇà¼êäÆ 1. Ü¶Õð Ãîåñ π2 çÅ ÃîÆÕðä . Nr d=
urr , ç¶ ðÈê çÅ ÔË, ÇÜ¼æ¶ N

r
 Ãîåñ å¶

ÁÇí¦ì ÔË å» ¦ì çÆ çÈðÆ | . N |
| N |

a d−
rr
r   ÔËÍ

2. îÈñ Çì³çÈ  O å¯º Ãîåñ . Nr d=
rr  çÆ çÈðÆ | |

| N |
dur  ÔË (ÇÕÀ°ºÇÕ ar  = 0)A

ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê (Cartesian Form)

î³é ñÀ° ÇÕ P(x1, y1, z1) ÇÂ¼Õ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ Çì³çÈ ÔË ÇÜÃ çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  ÔË Áå¶ Çç¼å¶ Ãîåñ çÅ
ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä

Ax + By + Cz = D ÔËÍ

åç ar  = 1 1 1
ˆˆ ˆx i y j z k+ +

N
r

 = ˆˆ ˆA B Ci j k+ +

ÇÂÃ åð·» (1) ç¶ ç¹ÁÅðÅ P å¯º Ãîåñ å¶ ¦ì çÆ ¦ìÅÂÆ

1 1 1
2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( A B C ) D

A B C

x i y j z k i j k+ + ⋅ + + −

+ +

= 1 1 1
2 2 2

A B C D

A B C

x y z+ + −

+ +

À°çÅÔðä BD. Çì³çÈ (2, 5, – 3) çÆ Ãîåñ ˆˆ ˆ( 6 3 2 )r i j k⋅ − +r  = 4 å¯º çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 5 3 , N 6 3 2a i j k i j k= + − = − +
rr  Áå¶  d = 4.

ÇÂÃ ñÂÆ Çì³çÈ  (2, 5, – 3) çÆ Çç¼å¶ Ãîåñ å¯º çÈðÆ ÔËÍ
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ| (2 5 3 ) (6 3 2 ) 4|

ˆˆ ˆ| 6 3 2 |
i j k i j k

i j k
+ − ⋅ − + −

− +

=

| 12 15 6 4 | 13
736 9 4

− − −
=

+ +

ÇÚ¼åð AA. B@

ÁÇí¦ì ð¶ÖÅ

åñ
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11.10  ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ Ãîåñ ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä (Angle between a line and a
plane)

êÇðíÅôÅ B.  ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ  Ãîåñ ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä, ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä
çÅ Õ¯ä êÈðÕ (complementary angle) Ô¹¿çÅ ÔËÍ (ÇÚ¼åð AA. B@)A

òËÕàð ðÈê (Vector Form)

î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä bar
rrr λ+=  ÔË Áå¶ Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä r n d⋅ =

r r ÔËÍ åç ð¶ÖÅ
Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä θ, ÇéîéÇñÖå ÃÈåð ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

cos θ = | | | |
b n

b n
⋅
⋅

r r
r r

Áå¶ ÇÂÃ åð·» ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä φ, 90° – θ, ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ ÔË
sin (90° – θ) = cos θ

ÁðæÅå sin φ =
| | | |

b n
b n

⋅
r r

r r  Ü» φ = –1sin b n
b n

⋅

À°çÅÔðä BE. ð¶ÖÅ 
1

2
x +

 =  
3

3 6
y z −

=  Áå¶ Ãîåñ 10 x + 2y – 11 1 z = 3 ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä

êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä θ ÔËÍ Çç¼å¶ ×Â¶ ð¶ÖÅ Áå¶ Ãîåñ ç¶
ÃîÆÕðä» ù òËÕàð ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ä å¶ ÁÃÆº

rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ( – 3 ) ( 2 3 6 )i k i j k+ + λ + +

Áå¶ ˆˆ ˆ( 10 2 11 )r i j k⋅ + −r  = 3 êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

ÇÂ¼æ¶ b
r

 = ˆˆ ˆ2 3 6i j k+ +    Áå¶  kjin ˆ11ˆ2ˆ10 −+=
r

ÇÂÃ åð·» sin φ = 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(2 3 6 ) (10 2 11 )

2 3 6 10 2 11

i j k i j k+ + ⋅ + −

+ + + +

=
40

7 15
−
×

 = 
8

21
−

 = 
8
21

  Ü» φ = 1 8sin
21

−  
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ÁÇíÁÅÃ  AA.C
1. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Úº̄ Ôð¶Õ Çò¼Ú Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì çÆ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé Áå¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ

êåÅ Õð¯ :
(a) z = 2 (b) x + y + z = 1

(c) 2x + 3y – z = 5 (d) 5y + 8 = 0

2. À°Ã Ãîåñ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯, Ü¯ îÈñ Çì³çÈ å¯º G ÇÂÕÅÂÆ çÈðÆ å¶ ÔË Áå¶ òËÕàð
kji ˆ6ˆ5ˆ3 −+ å¶ ÁÇí¦ì ÔËÍ

3. ÇéîéÇñÖå Ãîåñ» çÅ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ :
(a) ˆˆ ˆ( ) 2r i j k⋅ + − =r (b) ˆˆ ˆ(2 3 4 ) 1r i j k⋅ + − =r

(c) ˆˆ ˆ[( 2 ) (3 ) (2 ) ] 15r s t i t j s t k⋅ − + − + + =r

4. ÇéîéÇñÖå ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú,  îÈñ Çì³çÈ å¯º ÇÖ¼Ú¶ ×Â¶ ¦ì ç¶ êËð/êÅç ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ Í
(a) 2x + 3y + 4z – 12 = 0 (b) 3y + 4z – 6 = 0
(c) x + y + z = 1 (d) 5y + 8 = 0

5. ÇéîéÇñÖå ôðå» ç¶ ÁèÆé Ãîåñ» çÅ òËÕàð Áå¶ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯
(a) Çì³çÈ (1, 0, – 2) Çò¼Ú¯º Ü»çÅ Ô¯ò¶ Áå¶ ˆˆ ˆi j k+ − Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ÔËÍ
(b) Çì¿çÈ  (1,4, 6) Çò¼Úº̄ ¦ØçÅ Ô¯ò¶ Áå¶ kji ˆˆ2ˆ +− Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì òËÕàð ÔËÍ

6. À°Ôé» Ãîåñ» çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ ÇéîéÇñÖå Çå¿é Çì³çÈÁ» Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÅ ÔËÍ
(a) (1, 1, – 1),  (6, 4, – 5), (– 4, – 2, 3)
(b) (1, 1, 0), (1, 2, 1), (– 2, 2, – 1)

7. Ãîåñ  2x + y – z = 5 ç¹ÁÅðÅ Õ¼à¶ ×Â¶ : Á³åð Ö³â» ù êåÅ Õð¯Í
8. À°Ã Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃçÅ y&è¹ð¶ å¶ Á³åð Ö³â C Áå¶ Ü¯ åñ  Z OX ç¶ Ãî»åð ÔËÍ
9. À°Ã Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯ Ãîåñ» 3x – y + 2z – 4 = 0 Áå¶

x + y + z – 2 = 0 ç¶ ÕÅà Áå¶ Çì³çÈ (2, 2, 1) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ
10. À°Ã Ãîåñ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Ü¯  Ãîåñ» ˆˆ ˆ.( 2 2 3 ) 7r i j k+ − =r ,

ˆˆ ˆ.( 2 5 3 ) 9r i j k+ + =r
 çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Áå¶  (2, 1, 3) Çò¼Ú¯º ¦ØçÅ ÔËÍ

11. åñ» x + y + z = 1 Áå¶ 2x + 3y + 4z = 5 çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º ¦Ø Õ¶ ÜÅä òÅñ¶ Áå¶ åñ x
– y + z = 0 å¶ ¦ì åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

12. Ãîåñ» ÇÜÔé» ç¶ òËÕàð ÃîÆÕðä ˆˆ ˆ(2 2 3 ) 5r i j k⋅ + − =
r

 Áå¶
ˆˆ ˆ(3 3 5 ) 3r i j k⋅ − + =

r  Ôé ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä êåÅ Õð¯Í
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13. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú êåÅ Õð¯ ÇÕ ÕÆ Çç¼å¶ ×Â¶
Ãîåñ» ç¶ Ü¯ó¶ Ãî»åð Ôé Ü» ¦ì Ôé, Áå¶ À°Ã
ÃÇæåÆ Çò¼Ú Ü¶Õð éÅ å¶ ÇÂÔ Ãî»åð Ôé Áå¶ éÅ ÔÆ
¦ì Ôé å» À°Ôé» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í
(a) 7x + 5y + 6z + 30 = 0 Áå¶ 3x – y – 10z

+ 4 = 0
(b) 2x + y + 3z – 2 = 0 Áå¶ x – 2y + 5 = 0
(c) 2x – 2y + 4z + 5 = 0 Áå¶ 3x – 3y + 6z –

1 = 0
(d) 2x – y + 3z – 1 = 0 Áå¶ 2x – y + 3z + 3 = 0
(e) 4x + 8y + z – 8 = 0 Áå¶  y + z – 4 = 0

14. ÇéîéÇñÖå êÌôé» Çò¼Ú Ôð¶Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ åº̄ Çç¼å¶ ×Â¶ Ã¿×å Ãîåñ» çÆ çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
       Çì³çÈ  Ãîåñ

(a) (0, 0, 0) 3x – 4y + 12 z = 3
(b) (3, – 2, 1) 2x – y + 2z + 3 = 0
(c) (2, 3, – 5) x + 2y – 2z = 9
(d) (– 6, 0, 0) 2x – 3y + 6z – 2 = 0

ë¹àÕñ ÇòÇí¿é À°çÅÔðä»
À°çÅÔðä BF. ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ, ÇÂ¼Õ Øä ç¶ ÇòÕðä» ç¶ éÅñ α,  β, γ,  δ, Õ¯ä ìäÅÀ°ºçÆ ÔË å» ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ

cos2 α + cos2 β + cos2 γ + cos2 δ = 
4
3

Ô¼ñ : ÇÂ¼Õ Øä, ÇÂ¼Õ ÃîÕ¯ÇäÕ Ãî»åð Û¶ ëñÕ Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃçÆ ¦ìÅÂÆ, Ú½óÅÂÆ Áå¶ À°ÚÅÂÆ ìðÅìð
Ô¹¿ç¶ ÔéÍ
î³é ñÀ° ÇÕ OADBEFCG ÇÂ¼Õ Øä ÇÜÃ çÆ Ôð¶Õ í¹ÜÅ a ¦ìÅÂÆ çÆ ÔË (ÇÚ¼åð AA.BA)A

OE, AF, BG Áå¶ CD ÚÅð ÇòÕðä Ôé
ç¯ Çì³çÈÁ» O Áå¶ E ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ OE ÁðæÅå ÇòÕðä OE ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0, ,a a a

a a a a a a a a a

− − −

+ + + + + +

ÁðæÅå 3
1

, 3
1

,  3
1

ÔéÍ ÇÂÃ¶ åð·» AF, BG  Áå¶ CD  ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ́ îòÅð :

ÇÚ¼åð AA. BA
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 – 
3

1
,  

3
1

, 
3

1
; 

3
1

, – 
3

1
, 

3
1

  Áå¶ 
3

1
 , 

3
1

, – 
3

1
,  ÔéÍ

î³é ñÀ° Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ Ü¯ OE, AF, BG,  Áå¶ CD,  ç¶ éÅñ ´îòÅð : α, β, γ,  Áå¶ δ  Õ¯ä
ìäÅÀ°ºçÆ ÔË ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n  ÔéÍ

åç cos α  =
1
3

 (l + m+ n); cos β = 
1
3 (– l + m + n)

cos γ =
1
3

(l – m + n); cos δ = 
1
3 (l + m – n)

òð× ÕðÕ¶ Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»
cos2 α + cos2 β + cos2 γ + cos2 δ

 =
1
3

  [ (l + m + n )2 + (–l + m + n)2 ]  + (l – m + n)2 + (l + m –n)2]

 =
1
3

 [ 4 (l2 + m2 + n2 ) ]  = 
3
4

  ( ÇÕÀ°ºÇÕ l2 + m2 + n2 = 1)

À°çÅÔðä BG. À°Ã åñ çÆ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Çì³çÈ (1, – 1, 2) ÃÇæå ÔË Áå¶ Ü¯ Ãîåñ»
2x + 3y – 2z = 5 Áå¶ x + 2y – 3z = 8 Çò¼Ú Ôð¶Õ å¶ ¦ì ÔËÍ

Ô¼ñ : Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ Çò¼Ú¯º ¦Øä òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä
A (x – 1) + B(y + 1) + C (z – 2) = 0 ÔËÍ ... (1)

Ãîåñ» 2x + 3y – 2z = 5 Áå¶ x + 2y – 3z = 8, ç¶ éÅñ (1) ç¹ÁÅðÅ Çç¼å¶ Ãîåñ å¶ ¦ì Ô¯ä çÆ
ôðå çÅ êÌï¯× Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

2A + 3B – 2C = 0 Áå¶  A + 2B – 3C = 0

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ A = – 5C Áå¶ B = 4C

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºçÆ ÃîÆÕðä ÔË :
– 5C (x – 1) + 4 C (y + 1) + C(z – 2) = 0

ÁðæÅå 5x – 4y – z = 7

À°çÅÔðä BH. Çì³çÈ P(6, 5, 9) å¯º Çì³çÈÁ» A (3, – 1, 2), B (5, 2, 4) Áå¶ C(– 1, – 1, 6) ç¹ÁÅðÅ
ÇéðèÅÇðå Ãîåñ çÆ çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ : î³é ñÀ° ÇÕ Ãîåñ Çò¼Ú Çå¿é Çì³çÈ A, B, Áå¶ C ÔéÍ Çì³çÈ P åº̄ Ãîåñ å¶ ¦ì çÅ êÅç D ÔËÍ
ÁÃÆº ñ¯óÆºçÆ çÈðÆ PD êåÅ ÕðéÆ ÔË ÇÜ¼æ¶ PD , AP

uuur
 çÅ AB AC×

uuur uuur
 å¶ êÌÖ¶ê ÔËÍ
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ÇÂÃ åð·» PD = AB AC×
uuur uuur

 ç¶ ÃÅê¶Ö ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð Áå¶ AP
uuur

 çÅ òËÕàð ×¹äéëñ ÔËÍ

Çëð å¯º AP
uuur

 = 3 kji ˆ7ˆ6ˆ ++

Áå¶ AB AC×
uuur uuur

 = 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ2 3 2 12 16 12

4 0 4

i j k
i j k= − +

−

AB AC×
uuur uuur

 ç¶ ÃÅê¶Ö ÇÂÕÅÂÆ òËÕàð  = 
ˆˆ ˆ3 4 3

34
i j k− +

ÇÂÃ åð·» PD
uuur

 = ( )ˆ7ˆ6ˆ3 kji ++ . 
ˆˆ ˆ3 4 3

34
i j k− +

=
17

343

ÇòÕñê : Çì³çÈ  A, B Áå¶ C å¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯ Áå¶ åç Çì³çÈ P çÆ
Ãîåñ å¯º çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
À°çÅÔðä BI. çðÃÅú ÇÕ ð¶ÖÅò»

x a d− +
α − δ

 =
y a z a d− − −

=
α α + δ

Áå¶ x b c− +
β − γ

 =
y b z b c− − −

=
β β + γ

  ÃÇÔ åñÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÇÂ¼æ¶ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ
x1 = a – d Áå¶ x2 = b – c
y1 = a y2 = b
z1 = a + d z2 = b + c

Áå¶ a1 = α – δ a2 = β – γ
b1 = α b2 = β
c1 = α + δ c2 = β + γ

Ô¹ä ÇâàðîÆéËºà
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2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

x x y y z z
a b c
a b c

− − −

 =

b c a d b a b c a d− − + − + − −
α − δ α α + δ
β − γ β β + γ

å¶ ÇòÚÅð Õð¯ :

åÆÃð¶ æ¿î ù êÇÔñ¶ æ¿î Çò¼Ú Ü¯óé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

2 
b a b a b c a d− − + − −

α α α + δ
β β β + γ

 = 0

ÇÕÀ°ºÇÕ êÇÔñÅ Áå¶ çÈÜÅ æ¿î ÃîÅé ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» ÃÇÔ åñÆ ÔéÍ

À°çÅÔðä C@. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  A(3, 4, 1) Áå¶ B(5, 1, 6) ù
ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ XY- åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ

Ô¼ñ : Çì³çÈÁ» A Áå¶ B å¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä :
 rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 [ (5 3) (1 4) (6 1) ]i j k i j k+ + + λ − + − + −

ÁðæÅå  rr  = ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ3 4 ( 2 3 5 )i j k i j k+ + + λ − + ÔËÍ ... (1)
î³é ñÀ° P À°Ô Çì³çÈ ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÅ AB, XY-åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ åç Çì³çÈ  P çÅ ÃÇæåÆ òËÕàð

jyix ˆˆ +  ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÔËÍ

ÇÂÔ Çì³çÈ ê¼Õ¶ å½ð å¶ ÃîÆÕðä (1) ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔËÍ  (ÇÕÀ°º?)

ÁðæÅå ˆ ˆx i y j+  = ˆˆ ˆ(3 2 ) ( 4 3 ) ( 1 5 )i j k+ λ + − λ + + λ

ˆˆ ˆ,i j kvkSj , ç¶ ×¹äÅÕ» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶ ÁÃÆº êÅÀ°ºç¶ Ô»
x = 3 + 2 λ
y = 4 – 3 λ
0 = 1 + 5 λ

À°êð¯Õå ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶ ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô»

x =
13 23
5 5

y =vkSj

ÇÂÃ åð·» ñ¯óÆºç¶ Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ  





 0,

5
23,

5
13

 ÔéÍ

Áå¶

Áå¶

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Çå¿é-ÇòîÅÂÆ ÇÜîÅÇÂåÆ        515

ÁÇèÁÅÇÂ AA Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. ÇçÖÅú ÇÕ îÈñ Çì³çÈ å¯º (2] 1] 1) éÅñ ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Çì³çÈÁ» (3] 5 &1) Áå¶

(4] 3]&1) ç¹ÁÅðÅ ìäÆ ð¶ÖÅ å¶ ¦ì ÔËÍ
2. Ü¶Õð ç¯ êðÃêð ¦ì ð¶ÖÅò» ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l1, m1, n1 Áå¶ l2, m2, n2 Ô¯ä å» çðÃÅú ÇÕ

ÇÂÔé» ç¯ò» å¶ ¦ì ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé
m1 n2 – m2 n1, n1 l2 – n2 l1, l1 m2 – l2 – m1 ÔéÍ

3. À°Ôé» ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯ ÇÜÔé» ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Áå¶ b – c, c – a, a
– b ÔéÍ

4. x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð Áå¶ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Úº̄ ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
5. Ü¶Õð Çì³çÈÁ» A, B, C, Áå¶ D ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (1, 2, 3), (4, 5, 7), (– 4, 3, – 6)

Áå¶ (2, 9, 2) Ô¯ä å» AB Áå¶ CD ð¶ÖÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð Õ¯ä êåÅ Õð¯Í

6. Ü¶Õð ð¶ÖÅò» 1 2 3 1 1 6
3 2 2 3 1 5

x y z x y z
k k

− − − − − −
= = = =

− −
vkjS  êðÃêð ¦ì

Ô¯ä å» k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
7. Çì³çÈ (1, 2, 3) Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñÆ Áå¶ åñ 09)ˆ5ˆ2ˆ(. =+−+ kjirr å¶ ¦ì ð¶ÖÅ çÆ

òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
8. Çì³çÈ  (a, b, c) Çò¼Úº̄ ÜÅä òÅñÆ Áå¶ åñ ˆˆ ˆ( ) 2r i j k⋅ + + =r ç¶ Ãî»åð åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ

ÕðÍ̄
9. ð¶ÖÅò» ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ6 2 2 ( 2 2 )r i j k i j k= + + + λ − +r Áå¶

ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 (3 2 2 )r i k i j k= − − + µ − −r  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ êåÅ Õð¯Í
10. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  (5, 1, 6) Áå¶  (3, 4,1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ

YZ- åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ
11. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  (5, 1, 6) Áå¶  (3, 4, 1) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ

ð¶ÖÅ ZX- åñ ù Õ¼àçÆ ÔËÍ
12. À°Ã Çì³çÈ ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ Õð¯ ÇÜ¼æ¶ Çì³çÈÁ»  (3, – 4, – 5) Áå¶  (2, – 3, 1) Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé

òÅñÆ ð¶ÖÅ, Ãîåñ 2x + y + z = 7 ç¶ êÅð Ü»çÆ ÔËÍ
13. Çì³çÈ (– 1, 3, 2) ÜÅä òÅñ¶ Áå¶ Ãîåñ» x + 2y + 3z = 5 Áå¶ 3x + 3y + z = 0 Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ

å¶ ¦ì Ãîåñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í
14. Ü¶Õð Çì³çÈ  (1, 1, p) Áå¶  (– 3, 0, 1) Ãîåñ ˆˆ ˆ(3 4 12 ) 13 0r i j k⋅ + − + =r å¯º ÃîÅé çÈðÆ

å¶ ÃÇæå Ô¯ò¶ å» p çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

?/

// //
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15. Ãîåñ» ˆˆ ˆ( ) 1r i j k⋅ + + =r Áå¶ ˆˆ ˆ(2 3 ) 4 0r i j k⋅ + − + =r  çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñ¶
Áå¶ x-è¹ð¶ ç¶ Ãî»åð åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

16. Ü¶Õð O îÈñ Çì³çÈ Áå¶ Çì³çÈ  P ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ (1, 2, – 3), Ôé å» Çì³çÈ P åº̄ ÜÅä òÅñ¶  Áå¶
OP å¶ ¦ì åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

17. Ãîåñ» ˆˆ ˆ( 2 3 ) 4 0r i j k⋅ + + − =r  Áå¶ ˆˆ ˆ(2 ) 5 0r i j k⋅ + − + =r çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ ù ôÅÇîñ

Õðé òÅñÆ Áå¶ åñ ˆˆ ˆ(5 3 6 ) 8 0r i j k⋅ + − + =r  À°µêð ¦ì åñ çÅ ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

18. Çì³çÈ (– 1, – 5, – 10) å¯º ð¶ÖÅ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 2 (3 4 2 )r i j k i j k= − + + λ + +r Áå¶ Ãîåñ
ˆˆ ˆ( ) 5r i j k⋅ − + =r ç¶ ÕÅà Çì³çÈ åº̄ çÈðÆ êåÅ Õð¯Í

19. Çì ³ç È (1, 2,  3) Çò ¼Ú ¯ º  ×¹÷ðé òÅñÆ Áå¶ Ãîåñ» ˆˆ ˆ( 2 ) 5r i j k⋅ − + =r  Áå¶
ˆˆ ˆ(3 ) 6r i j k⋅ + + =r ç¶ Ãî»åð ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

20. Çì³çÈ (1, 2, – 4) å¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ç¯ò¶º ð¶ÖÅò»
7
10

16
19

3
8 −

=
−
+

=
− zyx

Áå¶

15
3

x −
 = 

29 5
8 5

y z− −
=

−
å¶ ¦ì ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä êåÅ Õð¯Í

21. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Ãîåñ ç¶ Á³åð Ö³â a, b, c Ôé Áå¶ ÇÂÃ çÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ  p ÇÂÕÅÂÆ ÔË å» ÇÃ¼è

Õð¯ ÇÕ 2222

1111
pcba

=++

êÌôé BB Áå¶ BC Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯Í
22. ç¯ Ãîåñ» 2x + 3y + 4z = 4 Áå¶ 4x + 6y + 8z = 12 ç¶ ÇòÚÕÅð çÈðÆ ÔË :

(A) 2 ÇÂÕÅÂÆ (B) 4 ÇÂÕÅÂÆ (C) 8 ÇÂÕÅÂÆ (D) 2
29

 ÇÂÕÅÂÆ

23. Ãîåñ 2x – y + 4z = 5 Áå¶ 5x – 2.5y + 10z = 6 Ôé :
(A) êðÃêð ¦ì (B) Ãî»åð

(C)  y-è¹ð¶ å¶ Õ¼àç¶ Ôé (D) Çì³çÈ 50,0,
4

 
 
 

Çò¼Úº̄ ×¹÷ðç¶ ÔéÍ
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ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ð¶ÖÅ ç¹ÁÅðÅ Çéðç¶ô Á³Õ è¹ÇðÁ» çÆ èéÅåîÕ ÇçôÅ ç¶ éÅñ

ìäÅÂ¶ Õ¯ä çÅ Õ¯ÃÅÂÆé Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé  l, m, n Ôé å» l2 + m2 + n2 = 1

® ç¯ Çì³çÈÁ» P (x1, y1, z1) Áå¶ Q (x2, y2, z2) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

2 1 2 1 2 1, ,
PQ PQ PQ

x x y y z z− − −
 ÔéÍ

ÇÜ¼æ¶ PQ = ( )2
12

2
12

2
12 )()( zzyyxx −+−+−

® ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Áé°êÅå À°Ô Ã¿ÇÖÁÅò» Ôé Ü¯ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé ç¶ ÃîÅé°êÅåÆ
Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

® Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ð¶ÖÅ ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé  l, m, n Áå¶ ÇçôÅ Áé°êÅå a, b, c Ôé å»

l = 
222 cba

a
++

; m = 
222 cba

b
++

; n = 
222 cba

c
++

® ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» : Á³åÇðÖ çÆÁ» À°Ô ð¶ÖÅò» Ôé Ü¯ éÅ å» Ãî»åð Ôé Áå¶ éÅ ÔÆ
ÕÅàòÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔ ð¶ÖÅò» Çí¿é åñ» Çò¼Ú Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

® ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú Õ¯ä : À°Ô Õ¯ä ÔË Ü¯ ÇÂ¼Õ ÇÕÃ¶ Çì³çÈ (åðÜÆÔ îÈñ Çì³çÈ Çò¼Úº̄) å¯º
ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ ç¶ Ãî»åð ÇÖ¼ÚÆ ×ÂÆ ç¯ ÕÅàòÆÁ» ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÔËÍ

® Ü¶Õð  l1, m1, n1 Áå¶  l2, m2, n2 ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé òÅñÆÁ» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä
θ ÔË åç

cos θ  =  |l1l2 + m1m2 + n1n2|
® Ü¶Õð  a1, b1, c1 Áå¶ a2, b2, c2 ÇçôÅ Áé°êÅå» òÅñÆÁ» ç ̄ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õǟ  θ ÔË åç

cos θ = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c a b c

+ +

+ + + +

® ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  ÔË Çò¼Ú ×¹÷ðé òÅñÆ Áå¶ òËÕàð b
r

 ç¶
Ãî»åð ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä r a b= + λ

rr r ÔËÍ

® Çì³çÈ (x1, y1, z1) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ÇÜÃç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé l, m, n Ôé, çÅ ÃîÆÕðä
1 1 1x x y y z z

l m n
− − −

= =  ÔËÍ
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® ç¯ Çì³çÈÁ» ÇÜÔé» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  Áå¶ b
r

 Ôé Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ ç¶ ÃîÆÕðä çÅ
òËÕàð ÃîÆÕðä ( )r a b a= + λ −

rr r r ÔËÍ

® ç¯ Çì³çÈÁ» (x1, y1, z1) Áå¶ (x2, y2, z2) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −
 ÔËÍ

® Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò»  1 1r a b= + λ
rr r Áå¶ 2 2r a b= + λ

rr r , ç¶ Çò¼Ú çÅ ÇéÀ±éÕ¯ä θ ÔË å»

1 2

1 2

cos
| | | |

b b
b b

⋅
θ =

r r
r r

® Ü¶Õð ç¯ ð¶ÖÅò» 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx −

=
−

=
−

 Áå¶

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx −

=
−

=
−

 ç¶ Çò¼Ú çÅ Õ¯ä θ ÔË åç

cos θ  = |l1l2 + m1m2 + n1n2|.
® ç¯ ÇìÖîåñÆ ð¶ÖÅò» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ À°Ô ð¶ÖÅ Ö³â ÔË Ü¯ ç¯ò¶º ð¶ÖÅò» å¶ ¦ì ÔËÍ

® ç¯ ð¶ÖÅò» 11 bar
rrr λ+=  Áå¶ 22 bar

rrr µ+=  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±éåî çÈðÆ

1 2 2 1

1 2

( ) ( – )
| |

b b a a
b b

× ⋅
×

r r r r
r r  ÔËÍ

®  ç¯ ð¶ÖÅò» 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
− − −

= =  Áå¶  2 2

2 2

x x y y
a b
− −

=  = 2

2

z z
c
−

 çÆ

ÇéÀ±éåî çÈðÆ

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x y y z z
a b c
a b c

b c b c c a c a a b a b

− − −

− + − + −

ÔËÍ

® ç¯ Ãî»åð ð¶ÖÅò» 1r a b= + λ
rr r
 Áå¶ 2r a b= + µ

rr r ç¶ Çò¼Ú çÆ çÈðÆ
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2 1( )
| |

b a a
b

× −
r r r

r  ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Ãîåñ, ÇÜÃçÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ d  Áå¶ Ãîåñ å¶ îÈñ Çì³çÈ å¯º ÁÇí¦ì ÇÂÕÅÂÆ
òËÕàð n̂  ÔË, çÅ òËÕàð ðÈê Çò¼Ú ÃîÆÕðé ˆr n d⋅ =

r ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ Ãîåñ, ÇÜÃçÆ îÈñ Çì³çÈ å¯º çÈðÆ d Áå¶ Ãîåñ ç¶ ÁÇí¦ì ç¶ ÇçôÅ Õ¯ÃÅÂÆé

 l, m, n  Ôé, çÅ ÃîÆÕðä lx + my + nz = d ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  å¯º ÜÅä òÅñÅ Áå¶ òËÕàð N
r

 å¶ ¦ì Ãîåñ çÅ
ÃîÆÕðä ( ) . N 0r a− =

urr r ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈ (x1, y1, z1) Çò¼Ú¯º ÜÅä òÅñÆ Áå¶ ÇÂ¼Õ Çç¼åÆ ×ÂÆ ð¶ÖÅ ÇÜÃç¶ ÇçôÅ
Áé°êÅå A, B, C Ôé, å¶ ¦ì Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä  A (x – x1) + B (y – y1) + C (z –
z1 ) = 0 ÔËÍ

® Çå¿é ÇìÖîð¶ÖÆ Çì³çÈÁ» (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) Áå¶ (x3, y3, z3) Çò¼Ú¯º ÇéÕñä òÅñ¶
Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä ÔË :

131313

121212

111

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

−−−
−−−
−−−

 = 0

® Çå¿é Çì³çÈÁ» ÇÜÔé» ç¶ ÃÇæåÆ òËÕàð ba
rr,  Áå¶ cr  ù ôÅÇîñ Õðé òÅñ¶ Ãîåñ çÆ

òËÕàð ÃîÆÕðä ( ) . [ ( ) ( ) ] 0r a b a c a− − × − =
rr r r r r ÔËÍ

® ÇÂ¼Õ Ãîåñ Ü¯ Çéðç¶ô Á³Õ è¹ÇðÁ» ù (a, 0, 0), (0, b, 0) Áå¶ (0, 0, c) å¶ Õ¼àçÅ ÔË çÆ

ÃîÆÕðä  1=++
c
z

b
y

a
x

ÔËÍ

® Ãîåñ» 1 1 2 2r n d r n d⋅ = ⋅ =r r r r
vkjS  çÆ ÕÅà ð¶ÖÅ Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ çÆ òËÕàð

ÃîÆÕðä 1 2 1 2( )r n n d d⋅ + λ = + λ
r r r  ÔË ÇÜ¼æ¶ λ ÇÂ¼Õ ×Ëð ÇÃëð ÁÚñ ÔËÍ

® Ãîåñ»
A1 x + B1 y + C1 z + D1 = 0
Áå¶  A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0
ç¶ ÕÅà Çò¼Ú¯º ×¹÷ðé òÅñ¶ Ãîåñ çÆ ÃîÆÕðä
(A1 x + B1 y + C1 z + D1) + λ(A2 x + B2 y + C2 z + D2) = 0 ÔËÍ

Áå¶
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—v—

® ç¯ ð¶ÖÅò» 1 1r a b= + λ
rr r  Áå¶ 2 2r a b= + µ

rr r  ÃÇÔ åñÆ Ôé Ü¶Õð

2 1 1 2( ) ( )a a b b− ⋅ ×
r rr r = 0

® Ü¶Õð À°êð¯Õå ð¶ÖÅò» Çì³çÈÁ»  A( x1,  y1, z1) Áå¶ B(x2, y2, z2) Çò¼Ú¯º ×¹÷ðçÆ ÔË åç

ÃîåñÆ ÔË Ü¶Õð 
222

111

121212

cba
cba

zzyyxx −−−

 = 0

® ç¯ åñ ÇÜÃç¶ òËÕàð ðÈê 1 1r n d⋅ =
r r  Áå¶ 2 2r n d⋅ =

r r  Ôé Áå¶ ÇÂÔé» ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä

θ ÔË åç θ = cos–1 1 2

1 2

| |
| | | |
n n
n n

⋅
r r
r r

® ð¶ÖÅ r a b= + λ
rr r Áå¶ åñ ˆr n d⋅ =

r  ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä φ ÔË åç

ˆ
sin

ˆ| | | |
b n
b n

⋅
φ =

r
r

® åñ»  A1x + B1y + C1z + D1 = 0 Áå¶
A2 x + B2 y + C2 z + D2 = 0 ç¶ Çò¼Ú ÇéÀ±é Õ¯ä θ ÔË å»

θ = cos-1 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

A A B B C C

A B C A B C

+ +

+ + + +

® òËÕàð ðÈê Çò¼Ú, ÇÂ¼Õ Çì³çÈ ÇÜÃçÅ ÃÇæåÆ òËÕàð ar  ÔË, åº̄ åñ ˆr n d⋅ =
r åº̄ çÈðÆ  ˆ| |d a n− ⋅

r

ÔËÍ
® ÇÂ¼Õ Çì³çÈ (x1, y1, z1) çÆ åñ Ax + By + Cz + D = 0 å¯º çÈðÆ

1 1 1
2 2 2

A B C D

A B C

x y z+ + +

+ +  ÔËÍ
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vThe mathematical experience of the student is incomplete if he never had
the opportunity to solve a problem invented by himself. — G POLYAv

12.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆº ðËÇÖÕ ÃîÆÕðä» Áå¶ Ççé êÌåÆÇçé çÆÁ»
Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú À°Ôé» ç¶ À°êï¯× å¶ ÇòÚÅð òà»çðÅ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í
ÜîÅå Ç×ÁÅðòÆº  Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯ Úñ» òÅñ¶ ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò» Áå¶
ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ çÅ ×ðÅë ÇòèÆ ðÅÔÆº Ô¼ñ Õðé ç¶ Çòô¶ çÅ
ÁÇèÁËé Õð Ú¹¼Õ¶ Ô»Í ×Çäå ç¶ ÕÂÆ À°êï¯×» Çò¼Ú ÁÃîÅéåÅò»/
(Inequations) ÃîÆÕðä» êÌäÅñÆ ôÅÇîñ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº
ðËÇÖÕ ÁÃîÅéåÅò»/ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ Ô¶á Çç¼åÆ ×ÂÆ Õ°Þ òÅÃåÇòÕ
ÜÆòé çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé Çò¼Ú À°êï¯× Õð»×¶Í

ÇÂ¼Õ ëðéÆÚð òêÅðÆ ç¯ òÃå±Á» ÇÜò¶º î¶÷ Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÅ
òêÅð ÕðçÅ ÔËÍ Çéò¶ô ç¶ ñÂÆ À°Ãç¶ Õ¯ñ E@,@@@ ð¹: Áå¶ ÃîÅé
ð¼Öä ç¶ ñÂÆ Õ¶òñ F@ òÃå±Á» ç¶ ñÂÆ ÃæÅé ÔËÍ ÇÂ¼Õ î¶÷ å¶ BE@@
ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ Õ°ðÃÆ å¶ E@@ ð¹: çÆ ñÅ×å ÁÅÀ°ºçÆ ÔËÍ À°Ô Áé°îÅé
ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ î¶÷ ù ò¶Ú Õ¶ À°Ô BE@ ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ Õ°ðÃÆ ù
ò¶Úä å¶ GE ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅ ÃÕçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô ÃÅðÆÁ» òÃå±Á» ù ò¶Ú ÃÕçÅ ÔË, ÇÜ¿éÆÁ» òÆ
À°Ã é¶ ÖðÆçÆÁ» Ôé, åç À°Ô ÜÅéäÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ ÇÕ¿é¶ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» ù ÖðÆçäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å»
ÇÕ À°êñìè Çéò¶ô ðÅôÆ å¶ À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

ÇÂÃ åð·» çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÜÔé» Çò¼Ú ñÅí çÅ ÁÇèÕåî ÃîÆÕðä Áå¶ ñÅ×å çÅ
ÇéÀ±éåîÆÕðä Ö¯Üä çÆ Õ¯ÇôÃ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔË, Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅò» ÁÖòÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ
ÇÂÃ åð·» Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅò» (Optimisation Problems) Çò¼Ú ÁÇèÕåî ñÅí, ÇéÀ±éåî
ñÅ×å Ü» Ã¿ÃèÅé» çÅ ÇéÀ±éåî À°êï¯× ÁÅÇç ôÅÇîñ ÔéÍ

ðËÇÖÕ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂ¼Õ Çòô¶ô êð¿å± ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé êÌÕÅð çÆ Áé°Õ±ñåîÆÕðä
Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Áå¶ À°êðȬå çðÃÅÂÆ Áé°Õ±ñåîÆÕðé Ãî¼ÇÃÁÅ òÆ ÇÂ¼Õ ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ÔËÍ À°çï×̄,
òÇäÜ, êÌì¿èé ÇòÇ×ÁÅé Çò¼Ú ÇòÃåÇðå À°êï×̄ ç¶ ÕÅðä ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ òè¶ð¶ îÔ¼åòôÅñÆ ÔéÍ

ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Õ°Þ ðËÇÖÕ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Áå¶ À°Ôé» çÅ ×ðÅë ÇòèÆ ðÅÔÆº Ô¼ñ êåÅ
Õðé çÅ ÁÇèÁËé Õð»×¶Í ÜçÇÕ ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» çÅ Ô¼ñ êåÅ Õðé ñÂÆ Ô¯ð ÇòèÆÁ» òÆ ÔéÍ

ÁÇèÁÅÇÂ
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12.2  ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Áå¶ À°ÃçÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä (Linear Programming
Problem and its Mathematical Formulation)
ÁÃÆº ÁÅêäÅ ÇòÚÅð òà»çðÅ À°êð¯Õå ëðéÆÚð âÆñð çÆ À°çÅÔðé ç¶ éÅñ ô¹ðÈ Õðç¶ Ô» Ü¯ ÇÕ Úñ»
òÅñÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çò¼Ú îçç Õð¶×ÅÍ ÇÂÃ À°çÅÔðä Çò¼Ú ÁÃÆº ÇèÁÅéêÈðòÕ
ç¶ÇÖÁÅ ÇÕ

(i) òêÅðÆ ÁÅêäÆ èé ðÅôÆ ù î¶÷» Ü» Õ°ðÃÆÁ» Ü» ç¯ò» ç¶ ÇÂÕ¼á Çò¼Ú Çéò¶ô Õð ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ
å¯º ÇÂñÅòÅ À°Ô Çéò¶ô çÆÁ» ÇòÇí¿é ï¯ÜéÅåîÕ ÇòèÆÁ» ç¹ÁÅðÅ ÇòÇí¿é ñÅí ÕîÅ ÃÕ¶×ÅÍ

(ii) Õ°Þ òè¶ð¶ îÔ¼åòêÈðé ôðå» Ü» êÌÇåì³è»/ì¿çô» çÅ ÇÂÕ¼á ÔË ÇÜò¶º À°ÃçÅ Çéò¶ô ÁÇèÕåî
E@,@@@ ð¹: å¼Õ ÃÆÇîå ÔË Áå¶ À°Ãç¶ Õ¯ñ ÁÇèÕåî F@ òÃå±Á» ù ð¼Öä ç¶ ñÂÆ ÃæÅé
À°êñìè ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô Õ¯ÂÆ Õ°ðÃÆ éÔÆº ÖðÆççÅ Õ¶òñ î¶÷» ù ÖðÆçä çÅ ÇéôÚË ÕðçÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ
À°Ô 50,000 ÷ 2500, Ü» B@ î¶÷» ù ÖðÆç ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí
Rs (250 × 20) Ü» Rs 5000 Ô¯ò¶×ÅÍ

î³é ñÀ° ÇÕ À°Ô Õ¯ÂÆ î¶÷ éÅ ÖðÆç Õ¶ Õ¶òñ Õ°ðÃÆÁ» ÔÆ ÖðÆçä çÆ Ú¯ä ÕðçÅ ÔËÍ åç À°Ô
ÁÅêäÆ À°êñìè E@@@ ð¹: çÆ ðÅôÆ Çò¼Ú 50,000 ÷ 500, ÁðæÅå A@@ Õ°ðÃÆÁ» ÔÆ ÖðÆç ÃÕçÅ ÔË,
êð¿å± À°Ô Õ¶òñ F@ é×» ù ÔÆ ð¼Ö ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» À°Ô Õ¶òñ F@ Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä ñÂÆ ì¿Çèå
Ô¯ò¶×Å, ÇÜÃ éÅñ À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí Rs 60 × 75 ÁðæÅå Rs 4500 ÔÆ Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇÜÔÆÁ» Ô¯ð òÆ ìÔ¹å ÃÅðÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ À°Ô A@ î¶÷» Áå¶ E@
Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä çÆ Ú¯ä Õð ÃÕçÅ ÔË, ÇÕÀ°ºÇÕ À°Ã ç¶ Õ¯ñ F@ òÃå±Á» ù ð¼Öä çÅ ÃæÅé À°êñìè
ÔË ÇÂÃ ÃÇæåÆ Çò¼Ú À°Ã çÅ Õ°¼ñ ñÅí ð¹: (10 × 250 + 50 × 75), ÁðæÅå Rs 6250 ÁÅÇçÍ

ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ëðéÆÚð òêÅðÆ ÇòÇí¿é Ú¯ä ÇòèÆÁ» ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÁÅêäÆ èé
ðÅôÆ çÅ Çéò¶ô Õð ÃÕçÅ ÔË Áå¶ ÇòÇí¿é Çéò¶ô ï¯ÜéÅò» ù ÁêäÅ Õ¶ ÇòÇí¿é ñÅí ÕîÅ ÃÕ¶×ÅÍ Ô¹ä
Ãî¼ÇÃÁÅ ÇÂÔ ÔË ÇÕ À°Ã ù ÁÅêäÆ èé ðÅôÆ å¯º ÁÇèÕåî ñÅí êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÕÃ åð·» Çéò¶ô
ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇÂÃ êÌôé çÅ À°µåð ç¶ä ñÂÆ ÃÅù Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä Õðé çÅ êÌïÅÃ
ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

12.2.1 Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðä (Mathematical Formulation of the Problem)
î³é ñÀ° ÇÕ î¶÷» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ  x Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ y ÔË ÇÜÃ ù ëðéÆÚð òêÅðÆ ÖðÆççÅ ÔËÍ
Ãê¼ôà ÔË ÇÕ x Áå¶ y ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ôé, ÁðæÅå

0 ... (1)
( )

... (2)0
x
y

≥ 
≥ 

‰.ksrj O;ojks/

ÇÕÀ°ºÇÕ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÇðäÅåîÕ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÆ ÔË

×Ëð ÇðäÅåîÕ
êÌÇåì¿è/ì¿Ççô
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òêÅðÆ å¶ ÁÇèÕåî èé ðÅôÆ (ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ ðÅôÆ Rs 50]000 ÔË) çÅ Çéò¶ô Õðé çÅ êÌÇåì¿è ÔË Áå¶
òêÅðÆ ç¶ Õ¯ñ Õ¶òñ ÁÇèÕåî òÃå±Á» (ÇÂ¼æ¶ ÇÂÔ F@ ÔË)ù ð¼Öä ç¶ ñÂÆ ÃæÅé çÅ òÆ êÌÇåì¿è ÔËÍ
×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°ä å¶

2500x + 500y ≤ 50,000 (Çéò¶ô êÌÇåì¿è)
Ü» 5x + y ≤ 100 ... (3)
Áå¶ x + y ≤ 60 (Ãà¯ð Õðé çÅ êÌÇåì¿è) ... (4)

òêÅðÆ ÇÂÃ åð·» éÅñ Çéò¶ô ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË å» Ü¯ À°Ã çÅ ñÅí  Z (î³é ñÀ°) ÁÇèÕåî Ô¯ò¶
Áå¶ ÇÜÃ ù x Áå¶ y ç¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå êÌÕÅð éÅñ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË :
Z = 250x + 75y (À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË)
Çç¼åÆ ÃîÆÕðé çÅ Ô¹ä ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú êÇðòðåé ÇÂÃ åð·» Ô¹¿çÅ ÔË
Z = 250x + 75y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯
ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è ÇéîéÇñÖå Ôé

5x + y ≤ 100

x + y ≤ 60

x ≥ 0,  y ≥ 0

ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù ð¶ÖÆ ëñé Z çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä ÕðéÅ ÔË ÜçÇÕ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ
ç¹ÁðÅ  Õ°¼Þ ÇéôÇÚå ôðå» ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ôé å¶ Çéðíð ÕðçÅ  ÔËÍ Õ°Þ Ô¯ð Ãî¼ÇÃÁÅò»
òÆ Ôé ÇÜÃ Çò¼Ú ð¶ÖÆ ëñé çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÜçÇÕ Z , ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ
ç¹ÁÅðÅ Õ°¼Þ ÇéôÇÚå ôðå» ÇÜÃ Çò¼Ú Úñ» ×ËðÇðäÅåîÕ Ôé å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔËÍ ÁÇÜÔÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò»
ù ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ À°Ô Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Ü¯ ÇÕ
x Áå¶ y òð×¶ Õ¹Þ Áé¶Õ Úñ» ç¶ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ ëñé Z (Ü¯ ÇÕ À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË)çÅ Áé°Õ±ñåî
î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî îÅé) êåÅ Õðé éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÔËÍ êÌÇåì¿è ÇÂÔ ÔË ÇÕ Úñ ×Ëð ÇðäÅåîÕ
Ôé Áå¶ ÇÂÔ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ ð¶ÖÆ êÌÇåì¿è» ù  Ã¿å°ôà Õðç¶ ÔéÍ ð¶ÖÆ êç å¯º Áðæ ÔË ÇÕ
Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú ÃÅð¶ ×ÇäåÆ Ã¿ì¿è ð¶ÖÆ Ôé ÜçÇÕ êÌ¯×ðÅÇî³× å¯º Áðæ ÔË ÇÕ Çòô¶ô êÌ¯×ðÅî Ü» Çòô¶ô
êÌ¯×ðÅî ù êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Á¼×¶ òèä åº̄ êÇÔñ» ÁÃÆº Ô¹ä Õ°Þ êç» (ÇÜÔé» çÅ êÌï¯× À°µêð Ô¯ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔË) ù ðÃîÆ ðÈê Çò¼Ú
êÇðíÅÇôå Õð»×¶ ÇÜÔé» çÅ êÌï¯× ÁÃÆº ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅî Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú¯º Õð»×¶Í
À°ç¶ô ëñé : ð¶ÖÆ ëñé Z = ax + by, ÜçÇÕ a, b  ÁÚñ Ôé ÇÜÔé» çÅ ÁÇèÕåîÕÆðä Ü»
ÇéÀ±éåîÆÕðä Ô¯äÅ ÔË ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ À°ç¶ô ëñé ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



524        ×Çäå

À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú Z = 250x + 75y  ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Úñ x  Áå¶ y  ù
ÇéðäÅåîÕ Úñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
êÌÇåì¿è : ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ Úñ» å¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» Ü» ÃîÆÕðä Ü» ì¿çô, êÌÇåì¿è
ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ôðå» êÌÇåì¿è» x ≥ 0, y ≥ 0 ù ×Ëð ÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è/ôðå» ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
À°êð¯Õå À°çÅÔðä Çò¼Ú (1) å¯º (4) å¼Õ ÁÃîåÅò» çÅ ÃîÈÔ êÌÇåì¿è ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
Áé°Õ±ñåî Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇéôÇÚå êÌÇåÇì³è» ç¶ ÁèÆé ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ÃîÈÔ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ãî¼ÇÃÁÅ
Ü¯ Úñ» (ÇÜò¶º ÇÕ ç¯ Úñ x  Áå¶ y) Çò¼Ú ð¶ÖÆ ëñé ù ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî Õð¶, Áé°Õ±ñåî
Ãî¼ÇÃÁÅ ÁÖòÅÀ°ºçÆ ÔËÍ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇÂ¼Õ Çòô¶ô êÌÕÅð çÆ Áé°Õ±ñåî (optimal)
Ãî¼ÇÃÁÅ ÔËÍ Áé°Õ±ñåî Ãî¼ÇÃÁÅ òêÅðÆ ç¹ÁÅðÅ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» çÆ ÖðÆç Çç¼åÆ ×ÂÆ èé ðÅôÆ
ç¹ÁÅðÅ Áé°Õ±ñåîÆÕðä çÆ Áå¶ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ çÆ À°çÅÔðä ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ÇòÚÅð Õð»×¶ ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù ÇÕÃ êÌÕÅð Ô¼ñ ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË ÇÂÃ
ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆº Õ¶òñ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ éÅñ ÔÆ Ã¿ì¿Çèå ðÔ»×¶Í

12.2.2  ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé çÆ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ (Graphical Method
of Solving Linear Programming Problems)

Ç×ÁÅðòÆº ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÕ ÇÕÃ êÌÕÅð ç¯ Úñ» x Áå¶ y éÅñ Ã¿ì¿Çèå ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò»
êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô» Áå¶ ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í Ô¹ä ÁÃÆº ÃËÕôé AB.B Çò¼Ú
ÚðÚÅ ÕÆåÆ Ô¯ÂÆ î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» Çò¼Ú Çéò¶ô çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ òðäé Õð»×¶Í Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù
ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ Ô¼ñ Õð»×¶Í ÁÅÀ° Ô¹ä ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¶ ðÈê Çò¼Ú Çç¼å¶ ÔÂ̄¶ êÌÇåÇì³èÅ çÅ ÁÅñ¶Ö ÖÆÚÆÂ¶Í

5x + y ≤ 100 ... (1)
x + y ≤ 60 ... (2)

x ≥ 0 ... (3)
y ≥ 0 ... (4)

ÇÂÃ êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå
Ö¶åð) Çò¼Ú ÁÃîÅéåÅò» (1) Áå¶ (4) å¼Õ,
ç¹ÁÅðÅ Çéïå ÃÅð¶ Áðèåñ» ç¶ Ã»Þ¶ Çì³çÈÁ»
ç¹ÁÅðÅ ÇéðÇîå ÔË ÇÂÃ Ö¶åð Çò¼Ú Ôð¶Õ Çì³çÈ
òêÅðÆ ù î¶÷» Áå¶ Õ°ðÃÆÁ» Çò¼Ú Çéò¶ô Õðé ç¶
ñÂÆ Áé°Õ±ñåî ÇòÕñê çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ
ÇÂÔ Ö¶åð Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Áé°Õ±ñåî Ö¶åð
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË (ÇÚ¼åð AB.A)A ÇÂÃ Ö¶åð çÅ Ôð¶Õ
Çì³çÈ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð AB. A
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ÇÂÃ åð·» ÁÃÆº Çéîé ù êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô» :
À°êï°Õå Ö¶åð (Feasible Ragion) Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶
×ËðÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è x, y ≥ 0  ÁèÆé ÃÅð¶ êÌÇåì¿è» ç¹ÁÅðÅ Çéïå Ã»ÞÅ Ö¶åð (Ü» Ô¼ñ Ö¶åð)
ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÚ¼åð AB.A Çò¼Ú Ö¶åð OABC ( ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå)  Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð
ÔËÍ À°êï°Õå Ö¶åð å¯º ÇÂñÅòÅ Ü¯ Ö¶åð ÔË À°Ã ù ×Ëð À°êï°Õå Ö¶åð ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
À°êï°Õå Ô¼ñ ÃîÈÔ : À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× Áå¶ ÃÆîÅ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ êÌÇåÇì³è» ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ
ÁÖòÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÚ¼åð AB.A Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð OABC  ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× Áå¶ ÃÆîÅ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ
Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ ù êÌçðÇôå Õðç¶ ÔéÍ À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ (10] 50)  Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÂ¼Õ
À°êï°Õå Ô¼ñ ÔË Áå¶ ÇÂÃ¶ åð·» Çì³çÈ (0] 60)] (20] 0) ÁÅÇç òÆ Ô¼ñ ÔéÍ

 À°êï°Õå Ô¼ñ ç¶ ìÅÔð çÅ Õ¯ÂÆ òÆ Çì³çÈ ×Ëð À°êï°Õå Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔË À°çÅÔðé ç¶ ñÂÆ Çì³çÈ
(25] 40) Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×Ëð À°êï°Õå Ô¼ñ ÔéÍ
Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ : À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ ç¯ À°ç¶ô ëñé çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ ( ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî) ç¶ò¶, ÇÂ¼Õ À°êï°Õå Ô¼ñ ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

 Ô¹ä ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð OABC  Çò¼Ú Ôð¶Õ Çì³çÈ (1) åº̄ (4) å¼Õ Çò¼Ú Çç¼å¶ ÃÅð¶
êÌÇåì¿è» ù Ã¿å°ôà ÕðçÅ ÔË Áå¶ ÁÇÜÔ¶ Áé§å Çì³çÈ ÔéÍ ÇÂÔ Ãê¼ôà éÔÆº ÔË ÇÕ ÁÃÆº À°ç¶ô ëñé
Z = 250x + 75y   ç¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ òÅñ¶ Çì³çÈÁ» ù ÇÕÃ åð·» êåÅ Õðé çÅ À°êðÅñÅ ÕðÆÂ¶Í ÇÂÃ
ÃÇæåÆ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº Çéîé ÇæÀ±ðî» çÅ À°êï¯× Õð»×¶ Ü¯ ÇÕ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò»
ù Ô¼ñ Õðé Çò¼Ú î¹¼ãñÅ ÇÃè»å (ÁèÅðíÈå) ÔËÍ ÇÂÔé» ÇæÀ±ðî» ç¶ ÃìÈå ÇÂÃ ê¹ÃåÕ ç¶ ÇòôÅ òÃå±
å¯º ìÅÔð ÔéÍ

ÇæÀ±ðî A. î³é ñÀ° ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ R À°êï°Õå Ö¶åð* (À°µåî ìÔ¹í¹Ü) ÔË
Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ  Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç¯º Z çÅ ÇÂ¼Õ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü»
ÇéÀ±éåî) Ô¯ò¶  ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è» éÅñ Ã¿ì¿Çèå Úñ x Áå¶ y ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¹ÁÅðÅ çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ò¶
åç Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯é¶ (ÇÃÖð) å¶ ØÇàå Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ
ÇæÀ±ðî B. î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ R À°êï°Õå Ö¶åð ÔË Áå¶ Z = ax +
by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Ü¶Õð R êÌÇì¿èå Ö¶åð Ô¯ò¶ åç À°ç¶ô ëñé Z, R Çò¼Ú ç¯ò¶º ÁÇèÕåî Áå¶
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ð¼ÖçÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ R ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈ (corner) (ÇÃÖð) å¶ ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ :  Ü¶Õð R ×Ëð êÇÌåì¿è ÔË åç À°ç¶ô ëñé çÅ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ çÆ Ôº̄ç éÔÆº òÆ Ô¯
ÃÕçÆ ÔËÍ Çëð òÆ Ü¶Õð ÇÂÃ çÆ Ô¯ºç ÔË å» R ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ å¶ Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË (ÇæÀ±ðî A ç¶ Áé°ÃÅð)

À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú êÌÇåì¿è (À°êï°Õå) Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð Çì³çÈ O, A, B Áå¶ C Ôé Áå¶
Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ êåÅ ÕðéÅ Ãðñ ÔË ÇÜò¶º (0, 0), (20, 0), (10, 50) Áå¶ (0, 60) ́ îòÅð ÇÃÖð
Çì³çÈ ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁÅ å¶  Z çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ
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Z çÅ î¹¼ñ ÇÂÃ êÌÕÅð ÔË :

*  À°êï°Õå Ö¶åð çÅ Õ¯é» Çì³çÈ Ö¶åð çÅ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ô¹¿çÅ ÔË Ü¯ ç¯ ð¶ÖÅò» çÅ ÕÅà Çì³çÈ ÔËÍ
**  ÇÂ¼Õ ÕÅà ð¶ÖÆ ÃîÆÕðä êÌäÅñÆ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð À°Ô ÇÂ¼Õ Ú¼Õð ç¶ Á³åð×å ÃÆîÅì¼è ÕÆåÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔË éÔÆº å» ÇÂÃ é±¿ ×Ëð ÃÆîÅì¼è ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ×Ëð ÃÆîÅì¼è å¯º Áðæ ÔË ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇÕÃ¶ òÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ÁÃÆÇîå ðÈê Çò¼Ú
òèÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

ÁÃÆº ÇéðÆÖä Õðç¶ Ô» ÇÕ òêÅðÆ ù Çéò¶ô ï¯ÜéÅ  (10] 50) ÁðæÅå 10 î¶÷» Áå¶ E@
Õ°ðÃÆÁ» ÖðÆçä Çò¼Ú ÁÇèÕåî ñÅí Ô¯ò¶×ÅÍ
ÇÂÃ ÇòèÆ Çò¼Ú Çéîé êç» çÅ Ã¹î¶ñ ÔË :

1. ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð êåÅ Õð¯ Áå¶ À°Ãç¶ Õ¯é» Çì³çÈÁ» (ÇÃÖð) ù Ü»
å» ÇéðÆÖä ç¹ÁÅðÅ Ü» ç¯ ð¶ÖÅò» ç¶ ÕÅà Çì³çÈ ù ç¯ ð¶ÖÅò» çÆÁ» ÃîÆÕðé» ù Ô¼ñ ÕðÕ¶ À°Ã
Çì³çÈ ù êåÅ Õð¯Í

2. À°ç¶ô ëñé Z = ax + by çÅ î¹¼ñ Ôð¶Õ Õ¯é¶ Çì³çÈ å¶  êåÅ Õð¯Í î³ÇéÁÅ ÇÕ M Áå¶ m, ́ îòÅð
ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êÌçðÇôå Õðç¶ ÔéÍ

3. (i) Üç¯º À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ (bounded)  ÔË,  M Áå¶ m, Z ç¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ ÔéÍ

(ii) ÁÇÜÔÆ ÃÇæåÆ Çò¼Ú Üçº̄ À°êï°Õå Ö¶åð ×Ëð ÇØÇðÁÅ Ô¯ò¶ å» ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÇòèÆ çÅ
À°êï¯× Õðç¶ Ô»Í

4. (a) M ù Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ñËºç¶ Ô» Ü¶Õð ax + by > M ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Áðè åñ çÅ Õ¯ÂÆ
Çì³çÈ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú éÅ êò¶ éÔÆº å» Z çÅ Õ¯ÂÆ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

(b) ÇÂÃ åð·»,  m, ù Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ñËºç¶ Ô» Ü¶Õð  ax + by < m ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ö¹¼ñ·¶
Áðè åñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ã»ÞÅ éÔÆº ÔËÍ éÔÆº å» Z çÅ Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

Ô¹ä ÁÃÆº Õ°Þ À°çÅÔðé» ç¶ ç¹ÁÅðÅ Õ¯é» ÇòèÆ ç¶ êç» ù Ãêôà Õð»×¶ :
À°çÅÔðä A.  ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯ :
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð :

x + y ≤ 50 ... (1)

À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð  Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ
O (0,0) 0
A (0,60) 4500
B (10,50) 6250 ←  ÁÇèÕåî
C (20,0) 5000
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3x + y ≤ 90 ... (2)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)

Z = 4x + y çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯ :
Ô¼ñ : ÇÚ¼åð AB.B Çò¼Ú ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð (1) å¯º (3) ç¶ êÇðì¿è» çÆ êÌäÅñÆ  ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå
À°êï°Õå Ö¶åð ÔËÍ ÁÃÆº ÇéðÆÖä Õðç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð OABC ÃÆîÅì¼è  ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº Z
çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¯é» Çì³çÈ ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õð»×¶Í

ÇÚ¼åð AB. B

Õ¯é» Çì³çÈ  Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ
(0, 0) 0
(30, 0) 120 ← ÁÇèÕåî
(20, 30) 110
(0, 50) 50

Õ¯é¶ Çì³çÈÁ»  O, A, B Áå¶ C ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (0, 0), (30, 0), (20, 30) Áå¶ (0, 50) ÔéÍ
Ô¹ä Ôð¶Õ Õ¯é¶ Çì³çÈ å¶  Z çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
ÇÂÃ åð·» : Çì³çÈ (30] 0) å¶ Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ 120 ÔËÍ

À°çÅÔðä B.  ÁÅñ¶Ö ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯Í
Çéîé êÇðì¿è» ç¶ åÇÔå

x + 2y ≥ 10 ... (1)
3x + 4y ≤ 24 ... (2)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)

Z = 200 x + 500 y çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯

Ô¼ñ : ÇÚ¼åð AB. C Çò¼Ú ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð (1) å¯º (3) ç¶ êÇðì¿è» çÆ êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ
ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð ABC ÔË Ü¯ ÃÆîÅì¼è ÔËÍ é°¼Õð Çì³çÈÁ» A, B Áå¶ C ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð
: (0, 5), (4, 3) Áå¶ (0, 6) ÔéÍ ÇÂÔé» Çì³çÈÁÅ å¶ Z = 200x + 500y çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ (4] 3) å¶ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Rs 2300 êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä C.  ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ Çéîé Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õð¯ :
Çéîé êÇðì¿è» ç¶ Áé°ÃÅð

x + 3y ≤ 60 ... (1)
x + y ≥ 10 ... (2)

x ≤ y ... (3)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (4)

Z = 3x + 9y çÅ ÇéÀ±éåî Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ :  Ãí åº̄ êÇÔñ» ÁÃÆº (1) åº̄ (4) å¼Õ çÆÁ» ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ ç¶ À°êï°Õå Ö¶åð çÅ ÁÅñ¶Ö
ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í À°êï°Õå Ö¶åð ABCD ù ÇÚ¼åð AB. D Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ Ö¶åð ÃÆîÅì¼è /ÇØÇðÁÅ

ÇÚ¼åð AB. C

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿×å î¹¼ñ
(0, 5) 2500
(4, 3) 2300 ←   ÇéÀ±éåî
(0, 6) 3000

ÇÚ¼åð AB. D

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z ç¶ Ã¿× î¹¼ñ
 Z = 3x + 9y

A (0, 10) 90
B (5, 5) 60

C (15, 15) 180
D (0, 20) 180

ÇéÀ±éåî

ÁÇèÕåî

(ìÔ¹ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ)

←
←}
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(bounded)  ÔËÍ Õé̄¶ Çì³çÈÁ» A, B, C Áå¶ D ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (0, 10), (5, 5), (15,15) Áå¶ (0, 20)
ÔéÍ Ô¹ä ÁÃÆº Z ç¶ ÇéÀ±éåî Áå¶ ÁÇèÕåî î¹¼ñ êåÅ Õðé ç¶ ñÂÆ Õ¯éÅ Çì³çÈ ÇòèÆ çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô»Í
ÃÅðäÆ å¯º ÁÃÆº À°êï°Õå Ö¶åð Çì³çÈ B (5] 5) å¶ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ F@ êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í

Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ç¯ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» Ôð¶Õ C (15, 15) Áå¶  D (0, 20) å¶ AB@
êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Çà¼êäÆ : ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú, Ãî¼ÇÃÁÅ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» C Áå¶ D, å¶ ÃîÅé
Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ð¼ÖçÆ ÔË, ÁðæÅå ç¯ò¶º Çì³çÈ À°Õå ÁÇèÕåî î¹¼ñ AH@ À°åê³é Õðç¶ ÔéÍ ÁÇÜÔÆÁ»
ÃÇæåÆÁ» Çò¼Ú ç¯ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶ ð¶ÖÅ Ö³â CD å¶ Ôð¶Õ Çì³çÈ Áå¶ C Áå¶ D òÆ ÇÂ¼Õ ÔÆ
ÁÇèÕåî î¹¼ñ Çç³ç¶ Ô»Í ÇÂÔ À°Ã ÃÇæåÆ Çò¼Ú òÆ Ã¼Ú ÔË Ü¶Õð ç¯ Çì³çÈ À°Õå ÇéÀ±éåî î¹¼ñ À°åê³é
Õðç¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä D.  ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ ç¹ÁÅðÅ À°ç¶ô ëñé  Z = –50x + 20y çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå
êÇðì¿è» ç¶ åÇÔå êåÅ Õð¯ :

2x – y ≥ – 5 ... (1)
3x + y ≥ 3 ... (2)

2x – 3y ≤ 12 ... (3)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (4)

Ô¼ñ :  Ãí å¯º êÇÔñ» ÁÃÆº (1) å¯º (4) å¼Õ ç¶ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ ç¹ÁÅðÅ À°êï°Õå Ö¶åð çÅ
ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð AB. E Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå) ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä
Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔËÍ

Õ¯é¶ Çì³çÈ Z = – 50x + 20y
(0, 5) 100
(0, 3) 60
(1, 0) –50
(6, 0) – 300 ←  Ãí åº̄ Ø¼à

ÇÚ¼åð AB. E
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Ô¹ä ÁÃÆº é°¼Õð Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ îÅé òÆ êåÅ Õð»×¶ :
ÃÅðäÆ å¯º ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ Õ¯éÅ Çì³çÈ (6] 0) å¶  Z çÅ Ãí å¯º Ø¼à î¹¼ñ -C@@ ÔË? ÕÆ ÁÃÆº

ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ -C@@ ÔË? ÇèÁÅé Ççú ÇÕ Ü¶Õð Ö¶åð ÇØÇðÁÅ Ô¹¿çÅ å» ÇÂÔ
Z çÅ Ãí åº̄ Ø¼à î¹¼ñ (ÇæÀ±ðî B åº̄) Ô¹¿çÅÍ êð¿å± ÁÃÆº ÇÂ¼æ¶ ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ
ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ -C@@] Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Ô¯ òÆ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ éÔÆº òÆÍ ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ÇÃ¼àÅ êåÅ
Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÃÆº ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í

– 50x + 20y < – 300
ÁðæÅå – 5x + 2y < – 30
Áå¶ Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÁÅñ¶Ö ç¹ÁÅðÅ êÌÅêå Ö¹¼ñ¶ Áðè åñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Ã»Þ» Çì³çÈ ÔË Ü» éÔÆºÍ
Ü¶Õð ÇÂÃ Çò¼Ú Ã»ÞÅ Çì³çÈ ÔË, åç Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ -C@@ éÔÆº Ô¯ò¶×ÅÍ éÔÆº å» Z çÅ ÇéÀ±éåî
î¹¼ñ-C@@ Ô¯ò¶×ÅÍ

ÇÜò¶º ÇÕ ÇÚ¼åð AB. E Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  Z = –50 x + 20 y, çÅ Çç¼å¶ Ô¯Â¶
êÌÇåì¿è» ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

À°êð¯Õå À°çÅÔðé Çò¼Ú ÕÆ å°ÃÆº Ü»Ú Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ Z  = – 50 x + 20 y, (0] 5) å¶ ÁÇèÕåî
î¹¼ñ A@@ ð¼ÖçÅ ÔË? ÇÂÃ ç¶ ñÂÆ, Ü»Ú Õð¯ ÇÕ ÕÆ – 50 x + 20 y > 100 çÅ ÁÅñ¶Ö À°êï°Õå Ö¶åð ç¶
éÅñ Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä E.  ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå Z = 3x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + y ≥ 8 ... (1)

3x + 5y ≤ 15 ... (2)
x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)

Ô¼ñ :  ÁÃîåÅò»  (1) åº̄ (3) çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Ú¯ (ÇÚ¼åð AB. F)A ÕÆ Õ¯ÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð ÔË? ÇÂÔ
ÁÇÜÔÅ ÇÕÀ°º ÔË?

ÇÚ¼åð AB.F å¯º å°ÃÆº êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô¯ ÇÕ
ÁÇÜÔÅ Õ¯ÂÆ Çì³çÈ éÔÆº ÔË Ü¯ ÃÅð¶ êÌÇåì¿è» ù ÇÂ¼Õ
òÅð Ã¿å°ôà Õð ÃÕ¶Í ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ
À°êï°Õå Ô¼ñ éÔÆº ÔËÍ

Çà¼êäÆ : À°çÅÔðé» åº̄ ÇÜÔé» çÆ Çòò¶ÚéÅ ÁÃÆº
Ô¹ä å¼Õ Õð Ú¹¼Õ¶ Ô» ÇÜÃ ç¶ ÁèÅð å¶ ÁÃÆº Õ°Þ
ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» çÅ ÁÅî Çòô¶ôåÅò»
çÅ òðäé Õðç¶ Ô»Í

(1) À°êï°Õå Ö¶åð Ôî¶ôÅ À°µåñ ìÔ¹í¹Ü Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(2) À°ç ¶ô ëñé çÅ ÁÇèÕåî (Ü»

ÇéÀ±éåî) Ô¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÃÖð ÇÚ¼åð AB. F
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(Õ¯é¶ å¶) ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ü¶Õð À°ç¶ô ëñé ç¶ ç¯ Õ¯é¶ ç¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) ÇÂ¼Õ ÔÆ ÁÇèÕåî  (Ü»
ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ êÌçÅé Õðç¶ Ôé å» ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ çÅ Ôð¶Õ Çì³çÈ
òÆ ÃîÅé ÁÇèÕåî (Ü» ÇéÀ±éåî) î¹¼ñ ç¶ò¶×ÅÍ

ÁÇíÁÅÃ AB.A
ÁÅñ¶ÖÆ ÇòèÆ å¯º Çéîé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õð¯ :

1. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå Z =  3x + 4y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :
x + y ≤ 4, x  ≥  0, y ≥ 0

2.  Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = – 3x + 4 y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + 2y ≤ 8, 3x + 2y ≤ 12,  x  ≥  0, y ≥ 0

3. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 5x + 3y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :
3 x + 5y  ≤ 15, 5x + 2y ≤ 10, x  ≥ 0, y ≥ 0

4. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 3x + 5y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + 3y  ≥ 3, x + y  ≥ 2, x, y ≥ 0

5. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 3x + 2y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
x + 2y ≤ 10, 3x + y ≤ 15, x, y ≥ 0

6. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + 2y  çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :
2x + y ≥ 3, x + 2y ≥ 6, x, y ≥ 0

ÇçÖÅú ÇÕ Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ç¯ Çì³çÈÁ» å¯º ò¼è Çì³çÈÁ» å¶ ØÇàå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
7. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = 5x + 10 y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Áå¶ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y  ≤ 120, x + y ≥ 60, x – 2y ≥ 0, x, y ≥ 0
8. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + 2y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Áå¶ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯ :

x + 2y ≥ 100, 2x – y ≤ 0, 2x + y ≤ 200; x, y ≥ 0
9. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = – x + 2y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x ≥ 3, x + y ≥ 5, x + 2y ≥ 6, y ≥ 0
10. Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå Z = x + y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :

x – y ≤ –1, –x + y ≤  0,  x, y  ≥ 0

12.3  ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ç¶ ò¼Ö-ò¼Ö êÌÕÅð(Different Types of Linear
Programming Problems)
Õ°Þ îÔ¼åòêÈðé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» Ô¶á» ÃÈÚÆ ì¼è Ôé :

1. À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò» : ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» å¯º ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ÇòÇí¿é
À°åêÅç» ç¶ ÇÕ¿é¶ é× ìäÅÀ°ä Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇéôÇÚå Üé ôÕåÆ, îôÆé ç¶ Ø³à¶, Ôð¶Õ é× ç¶
ÇéðîÅä Çò¼Ú ñÅ×å, Õ¿î ç¶ Ø³à¶, ÃîÅé/îÅñ í¿âÅðä ×¯çÅî Çò¼Ú Ôð¶Õ À°åêÅçé ù ð¼Öä ç¶
ñÂÆ ÃæÅé ÁÅÇç é÷ð Çò¼Ú ð¼Öç¶ Ô¯Â¶ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕ¶Í
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2. ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò» : ÇÂÃ åð·» çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú ÁÃÆº êåÅ Õðç¶ Ô» ÇÕ ÇòÇí¿é
êÌÕÅð ç¶ ØàÕ/ê¯ôÕ å¼å ÁÅÔÅð Çò¼Ú ÇÕ¿éÆ îÅåðÅ Çò¼Ú êÌï¯× ÕÆå¶ ÜÅä ÇÜÃ éÅñ À°Ã Çò¼Ú
ÃÅð¶ ê¯ôÕ å¼å» çÆ ÇéÀ±éåî ñ¯óÆºçÆ îÅåðÅ Ø¼à åº̄ Ø¼à ñÅ×å å¶ êÌÅêå Ô¯ò¶Í

3. êÇðòÔé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò» : ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Ãî¼ÇÃÁÅò» Çò¼Ú ÁÃÆº êÇðòÔé êÌäÅñÆ ù åËÁ
Õðç¶ Ô» ÇÜÃ Çò¼Ú êñÅà/ÕÅðÖÅÇéÁ» åº̄ ÇòÇí¿é ÃæÅé» å¶ ÃÇæå ÇòÇí¿é ì÷Åð» Çò¼Ú À°åêÅçé»
ù í¶Üä Çò¼Ú ã¯-ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶Í

Ô¹ä ÃÅù ÇÂÃ êÌÕÅð çÆÁ» Õ°Þ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä F.  (ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅò»): ÇÂ¼Õ ÁÅÔÅð ÇòÇ×ÁÅéÆ ç¯ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé êçÅðæ» ù ÇÂÃ
åð·» ÇîñÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÅ ØàÕ Ø¼à å¯º Ø¼à H ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé
C çÅ ØàÕ Ø¼à å¯º Ø¼à A@ ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶Í í¯Üé I Çò¼Ú B ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé A êÌÇå kg Áå¶ 1 ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé C êÌÇå kg ÔËÍ Üç¯º ÇÕ í¯Üé II Çò¼Ú 1 ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé  A êÌÇå kg Áå¶ B ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé C êÌÇå kg ÔËÍ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ êÌÇå kg í¯Üé I ù ÖðÆçä Çò¼Ú E@ ð¹: Áå¶ êÌÇå  kg í¯Üé II
ù ÖðÆçä Çò¼Ú G@ ð¹: ñ¼×ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé Çîôðé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ Çîôðé Çò¼Ú í¯Üé I çÅ x kg Áå¶ í¯Üé II çÅ y kg ÔËÍ Ãêôà ðÈê Çò¼Ú x ≥
0, y ≥ 0. ÁÃÆº Çç¼å¶ Á³ÕÇóÁ» å¯º Çéîé ÃÅðäÆ ìäÅÀ°ºç¶ Ô»Í

ÇÕÀ°ºÇÕ Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ Ø¼à å¯º Ø¼à H ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé C ç¶ A@ ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ä¶
ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ ÇÂÃ åð·» ÇéîéÇñÖå êÌÇåì¿è êÌÅêå Ô¹¿ç¶ Ôé :

2x + y ≥ 8
x + 2y ≥ 10

í¯Üé I ç¶ x kg Áå¶ í¯Üé II ç¶ y kg ÖðÆçä çÅ î¹¼ñ Z ÔË ÇÜ¼æ¶
Z = 50x + 70y

ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÔË :
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ ìÅìå

2x + y ≥ 8 ... (1)

Ãðå̄ í¯Üé êçÅðæ ñ̄ó-÷ðÈðå
I II (ÇÂÕÅÂÆÁ» Çò¼Ú)

(x) (y)

ÇòàÅÇîé A 2 1 8
(ÇÂÕÅÂÆ@kg)
ÇòàÅÇîé C 1 2 10
(ÇÂÕÅÂÆ@kg)

ñÅ×å(Rs@kg) 50 70
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x + 2y ≥ 10 ... (2)
x, y ≥ 0 ... (3)

Z = 50x + 70y çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯
ÁÃîÅéåÅò» a (1) åº̄ (3) å¼Õ ç¶ ÁÅñ¶Ö» ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð ù ÇÚ¼åð AB. G Çò¼Ú

ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð AB. G
ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔËÍ
ÁÃÆº Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» A(0,8), B(2,4) Áå¶ C(10,0) å¶ Z çÅ î¹¼ñ êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çì³çÈ (2] 4) å¶ Z çÅ Ãí å¯º Ø¼à î¹¼ñ CH@ ÔË, ÕÆ ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Z çÅ
ÇéÀ±éåî î¹¼ñ CH@ ÔË (ÇÕÀ°º?) ïÅç Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ì¼è ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃÅù
ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼ÚäÅ êò¶×ÅÍ

50x + 70y < 380

ÁðæÅå 5x + 7y < 38
Ü»Ú Õðé ç¶ ñÂÆ ÕÆ ÁÃîÅéåÅò» ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ö¹¼ñ·Å Áðè åñ, À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ éÅñ Õ¯ÂÆ
Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð AB².G Çò¼Ú ÁÃÆº ç¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼æ¶ Õ¯ÂÆ Ã»ÞÅ Çì³çÈ ð¼ÖçÅ ÔËÍ ÇÚ¼åð AB².G
Çò¼Ú ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ ÇÂ¼æ¶ Õ¯ÂÆ Ã»ÞÅ Çì³çÈ éÔÆº ÔËÍ

ÇÂÃ åð·» Çì³çÈ (2] 4) å¶ Z çÅ êÌÅêå ÇéÀ±éåî î¹¼ñ CH@ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇòÇ×ÁÅéÆ çÆ
Áé°Õ±ñåî Çîôðé ï¯ÜéÅ í¯Üé ‘I’ çÆ  B kg Áå¶ í¯Üé  ‘II’ ç¶ 4 kg ç¶ Çîôðé ìäÅÀ°ä çÆ Ô¯
ÃÕçÆ ÔË Áå¶ ÇÂÃ ï¯ÜéÅ ç¶ Á³åð×å Çîôðé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ CH@ ð¹: Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä G.  (Çòåðä Ãî¼ÇÃÁÅ) ÇÕÃÅé» çÆ ÃÇÔÕÅðÆ ÃÇîåÆ ç¶ Õ¯ñ ç¯ ëÃñ» ́ îòÅð X Áå¶ Y ù
À°×ÅÀ°ä ñÂÆ E@ ÔËÕà¶Áð íÈîÆ ÔËÍ ëÃñ» X Áå¶ Y ù À°×ÅÀ°ä ñÂÆ E@ ÔËÕà¶Áð íÈîÆ ÔËÍ ëÃñ»

é°¼Õð Çì³çÈ Z = 50x + 70y

(0,8) 560
(2,4) 380 ←  ÇéÀ±éåî
(10,0) 500
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X Áå¶ Y å¯º ÔËÕà¶Áð ñÅí ´îòÅð A@,E@@ ð¹: Áå¶ I@@@ ð¹: çÅ Áé°îÅé ñ×ÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
ëÃñ» X Áå¶ Y ç¶ ñÂÆ ØÅÔ ê¼åÅ Õ¼ãä ç¶ ñÂÆ ìÈàÆ éÅôÕ çzò çÅ ´îòÅð : B@ Çñàð êÌåÆ
ÔËÕà¶Áð êÌï¯× ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ À°êï¯× ÕÆåÆ íÈîÆ éÅñ Ü¹óÆ éÅñÆÁ» ç¶ Ã¿ì¿Çèå
åñÅì å¶ Çéðíð ÜÆò èÅðÆÁ» Áå¶ î¼ÛñÆÁ» çÆ ÜÆòé Ã¹ð¼ÇÖÁÅ ÇÔ¼å ìÈàÆ éÅôÕ çzò çÆ îÅåðÅ H@@
ñÆàð å¯º òè¶ð¶ éÅ Ô¯ò¶Í Ôð¶Õ ëÃñ ç¶ ñÂÆ ÇÕ¿éÆ íÈîÆ çÅ Çòåðä Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË å» ÇÕ ÃÇîåÆ ç¶ Õ°¼ñ
ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶?
Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ  X ëÃñ ç¶ ñÂÆ x ÔËÕà¶Áð íÈîÆ Áå¶ Y ëÃñ ç¶ ñÂÆ y ÔËÕà¶Áð íÈîÆ çÆ ò¿â
Ô¹¿çÆ ÔËÍ Ãêôà ÔË : x ≥ 0, y ≥ 0
X ëÃñ å¶ êÌåÆ ÔËÕà¶Áð ñÅí  = Rs 10500
Y ëÃñ å¶ êÌåÆ ÔËÕà¶Áð ñÅí  = Rs 9000
ÇÂÃ ñÂÆ Õ¼¹ñ ñÅí = Rs (10500x + 9000y)
Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çéîé ÔË :
Çéîé ôðå» ç¶ åÇÔå
x + y ≤ 50 (íÈîÆ Ã¿ì¿èÆ êÌåÆì¿è) ... (1)

20x + 10y ≤ 800 (ìÈàÆ éÅôÕ ç¶ À°êï¯× Ã¿ì¿èÆ êÌåÆì¿è)
ÁðæÅå 2x + y ≤ 80 ... (2)

x ≥ 0, y ≥ 0 ... (3)
Z = 10500 x + 9000 y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯ :
Ô¹ä ÁÃÆº (1) åº̄ (3) å¼Õ ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖÚ¼ç¶ Ô» ÇÚ¼åð AB. H Çò¼Ú À°êï°Õå Ö¶åð
OABC ù ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÃÆîÅì¼è ÔËÍ

ÇÚ¼åð AB. H
Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (0, 0), (40, 0), (30, 20) Áå¶ (0, 50) ÔéÍ À°ç¶ô ëñé

Z = 10500 x + 9000y çÅ î¹¼ñ ÇÂÔé» ÇÃÖð» å¶ êåÅ Õðé» ÚÅÔÆçÅ ÔË å» ÇÕ À°Ã ÇÃÖð ù êåÅ ÕÆåÅ
ÜÅ ÃÕç¶ ÇÜÃ å¶ ÁÇèÕåî ñÅí Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 10500x + 9000y
O (0, 0) 0

A( 40, 0) 420000

B(30, 20) 495000 ← ÁÇèÕåî
C (0,50) 450000
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ÇÂÃ åð·» ÃÇîåÆ ù  X ëÃñ ç¶ ñÂÆ C@ ÔËÕà¶Áð  Áå¶ Y ëÃñ ç¶ ñÂÆ B@ ÔËÕà¶Áð çÆ ò¿â
Ô¯ò¶×Æ å» ÇÕ ÁÇèÕåî ñÅí DIE@@@ ð¹: çÅ Ô¯ ÃÕ¶Í

À°çÅÔðä H.  À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ (Manufacturing Problem)  ÇÂ¼Õ ÇéðîÅäÕðåÅ
Õ¿êéÆ ÇÂ¼Õ À°åêÅç ç¶ ç¯ éîÈé¶ A Áå¶ B ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ  éîÈéÅ A ç¶ Ôð¶Õ é× ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ I Ø³à¶
ñ¶ìð Áå¶ A Ø³àÅ êÅÇñô Õðé ç¶ ñÂÆ ñ×çÅ ÔË ÜçÇÕ éîÈéÅ B ç¶ Ôð¶Õ é× ù ìäÅÀ°ä Çò¼Ú AB
Ø³à¶ ñ¶ìð Áå¶ êÅÇñô Õðé Çò¼Ú C Ø³à¶ ñ¶ìð çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ ìäÅÀ°ä Áå¶ êÅÇñô Õðé ç¶ ñÂÆ
À°êñìè ÁÇèÕåî ñ¶ìð Ø³à¶ ́ îòÅð AH@ Áå¶ C@ ÔéÍ Õ¿êéÆ éîÈéÅ A ç¶ Ôð¶Õ é× å¶  Rs H@@@
Áå¶ éîÈéÅ B ç¶ Ôð¶Õ é× å¶ Rs AB@@@ çÅ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÆ ÔËÍ  éîÈéÅ A Áå¶ éîÈéÅ B ç¶ ÇÕ¿é¶ é×»
çÅ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ êÌåÆ ÔëåÅ ÇéðîÅä ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? êÌåÆ ÔëåÅ ÁÇèÕåî
ñÅí ÕÆ ÔË?

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ éîÈéÅ A ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ x ÔË Áå¶ éîÈéÅ B ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ y ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ Õ°¼ñ ñÅí  = (Rs 8000 x + 12000 y)

Z = 8000 x + 12000 y

Ô¹ä ÃÅâ¶ Õ¯ñ Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé ÇéîéÇñÖå ÔË :

Çéîé êÌåÆì³èÅ ç¶ åÇÔå
9x + 12y ≤ 180

ÁðæÅå 3x + 4y ≤ 60 (ìäÅÀ°ä-ÇéðîÅä çÅ êÌÇåì¿è) ... (1)
x + 3y ≤ 30 (êÅÇñô çÅ êÌÇåì¿è) ... (2)

x ≥ 0, y ≥ 0 (×Ëð êÌÇåì¿è ÇðäÅåîÕ) ... (3)
Z = 8000 x + 12000 y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðé Õð¯Í

ð¶ÖÆ ÃîÆðÕé (1)å¯º (3) ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå À°êï°Õå Ö¶åð OABC (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå)
ÇÚ¼åð AB. I Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇèÁÅé Ççú ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔË Í

ÇÚ¼åð AB. H
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Ôð¶Õ Õ¯éÅ Çì³çÈ å¶ À°ç¶ô ëñé Z ç¶ î¹¼ñ çÆ ×äéÅ ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË ÇÜò¶º ÇÕ Çéîé ÃÅðäÆ Çò¼Ú
ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 8000 x + 12000 y
0 (0, 0) 0

A (20, 0) 160000

B (12, 6) 168000 ← ÁÇèÕåî
C (0, 10) 120000

ÁÃÆº ÇÃÖð B (12, 6) å¶  Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ AF,H@@@ ð¹: êÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Õ¿êéÆ ù éîÈéÅ
A ç¶ AB é× Áå¶ éîÈéÅ  B  ç¶ F é×» çÅ À°åêÅçé ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ
ÔË Áå¶ ÁÇèÕåî ñÅí AFH,@@@ ð¹: Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇíÁÅÃ AB.B
1. ð¶ôîÅ ç¯ êÌÕÅð ç¶ ÁÅÔÅð P Áå¶ Q ù ÇÂÃ åð·» ÇîñÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÆ ÔË ÇÕ Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé

Á³ô» Çò¼Ú H ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé A  Áå¶ AA ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé B Ô¯ò¶Í ÁÅÔÅð P çÆ ñÅ×å F@
ð¹: êÌåÆ ÇÕñ¯ Áå¶ ÁÅÔÅð Q çÆ ñÅ×å H@ ð¹: êÌåÆ ÇÕñ¯ ÔËÍ ÁÅÔÅð  P Çò¼Ú¯º C ÇÂÕÅÂÆ êÌåÆ
ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé A Áå¶ E ÇÂÕÅÂÆ êÌåÆ ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé B ÔË ÜçÇÕ ÁÅÔÅð Q Çò¼Ú 4 ÇÂÕÅÂÆ
êÌåÆ ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé A Áå¶ 2 ÇÂÕÅÂÆ êÌåÆ ÇÕñ¯ ÇòàÅÇîé B ÔËÍ Çîôðä çÆ ÇéÀ±éåî ñÅ×å
êåÅ Õð¯Í

2. ÇÂ¼Õ êÌÕÅð ç¶ Õ¶Õ ù B@@ ×ÌÅî ÁÅàÅ Áå¶ BE ×ÌÅî òÃÅ (fat)çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔË Áå¶ çÈÜÆ
êÌÕÅð ç¶ Õ¶Õ ç¶ ñÂÆ A@@ ×ÌÅî ÁÅàÅ Áå¶ E@ ×ÌÅî òÃÅ çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ Õ¶Õ» çÆ ÁÇèÕåî
Ã¿ÇÖÁÅ ç¼Ã¯ Ü¯ E ÇÕñ¯ ÁÅà¶ Áå¶ A ÇÕñ¯ òÃÅ å¯º ìä ÃÕç¶ Ôé, ÇÂÔ î¼¹ñ ÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ
Õ¶Õ» ù ìäÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Ô¯ð êçÅðæ» çÆ ÕîÆ éÔÆº ðÔ¶×ÆÍ

3. ÇÂ¼Õ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú àËÇéÃ ç¶ ðËÕà Áå¶ Ç´Õà ç¶ ì¼ñ¶ ìäç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ àËÇéÃ ðËÕà ìäÅÀ°ä ç¶
ñÂÆ A.E Ø³àÅ ï»å¿ÇðÕ Ãî» Áå¶ C Ø³à¶ ÇôñêÕÅð çÅ Ãî» ñ×çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ Ç´Õà ì¼ñ¶ ù
ÇåÁÅð Õðé Çò¼Ú C Ø³à¶ ï»åÇðÕ Ãî» Áå¶ A Ø³àÅ ÇôñêÕÅð çÅ Ãî» ñ×çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ Ççé
Çò¼Ú ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú ÇòÇí¿é ï¿åð» ç¶ À°êñìè ï»åÇðÕ Ãî¶º ç¶ DB Ø³à¶ Áå¶ ÇôñêÕÅð Ãî¶º ç¶
BD Ø³ÇàÁ» å¯º ò¼è éÔÆº ÔéÍ
   (i) ðËÕà» Áå¶ ì¼ÇñÁ» çÆ ÇÕ¿éÆ Ã¿ÇÖÁÅ ìäÅÂÆ ÜÅò¶ å» ÇÕ ÕÅðÖÅéÅ êÈðÆ Ãîð¼æÅ éÅñ Õ¿î Õð¶?

(ii) Ü¶Õð ðËÕà Áå¶ ì¼ñ¶ å¶ ñÅí ́ îòÅð B@ ð¹: Áå¶ A@ ð¹: Ô¯ò¶ å» ÕÅðÖÅé¶ çÅ ÁÇèÕåî
ñÅí êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÕÅðÖÅéÅ êÈðÆ Ãîð¼æÅ éÅñ Õ¿î Õð¶Í
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4. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅä ÕðåÅ é¼à Áå¶ ì¯ñà çÅ ÇéðîÅä ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ êËÕà éà» ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú
îôÆé  A å¶ ÇÂ¼Õ Ø³àÅ Áå¶ îôÆé B å¶ C Ø³à¶ Õ¿î ÕðéÅ êËºçÅ ÔË, ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ êËÕà ì¯ñà ç¶
ÇéðîÅä  Çò¼Ú C Ø³à¶ îôÆé A å¶ Áå¶ A Ø³àÅ îôÆé B å¶ Õ¿î ÕðéÅ êËºçÅ ÔËÍ À°Ô éà» åº̄ AG.
E@ ð¹: êÌåÆ êËÕà Áå¶ ì¯ñà» å¶ G.@@ ð¹: êÌåÆ êËÕ¶à ñÅí ÕîÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð êÌåÆ Ççé îôÆé»
çÅ ÁÇèÕåî À°êï¯× AB Ø³à¶ ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» Ôð¶Õ (éà Áå¶ ì¯ñà) ç¶ ÇÕ¿é¶ êËÕà çÅ
À°åêÅçé ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕ¶Í

5. ÇÂ¼Õ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú ç¯ êÌÕÅð ç¶ ê¶Ú A Áå¶ B  ìäç¶ ÔéÍ Ôð¶Õ ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú ç¯ îôÆé» ç¶
êÌï¯× çÆ ñ¯ó Ô¿¹çÆ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÃòËÚÅñÕ Áå¶ çÈÜÆ ÔÃåÚÅñÕ ÔËÍ ÇÂ¼Õ êËÕà ê¶Ú A ç¶
ÇéðîÅä Çò¼Ú D Çî³à ÃòËÚÅñÕ Áå¶ F Çî³à ÔÃåÚÅñÕ îôÆé Áå¶ ÇÂ¼Õ êËÕà ê¶Ú B ç¶ Ôð¶Õ
ÇéðîÅä  Çò¼Ú F Çî³à ÃòËÚÅñÕ Áå¶ C Çî³à ÔÃåÚÅñÕ îôÆé çÅ Õ¿î Ô¹¿çÅ ÔËÍ Ôð¶Õ îôÆé
ÇÕÃ¶ òÆ Ççé ç¶ ñÂÆ ÁÇèÕåî D Ø³à¶ Õ¿î ç¶ ñÂÆ À°êñìè ÔËÍ ÇéðîÅåÅ ê¶Ú A ç¶ Ôð¶Õ êËÕà
å¶ G ð¹: Áå¶ ê¶Ú B ç¶ Ôð¶Õ êËÕà å¶ A@ ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ÕÅðÖÅé¶
Çò¼Ú ÇéðÇîå ÃÅð¶ ê¶Ú» ç¶ êËÕà ÇòÕ Ü»ç¶ Ôé, êåÅ Õð¯ ÇÕ êÌåÆÇçé ÇÕ¿é¶ êËÕà ÇòÇí¿é ê¶Ú»
ç¶ ìäÅÂ¶ ÜÅä ÇÜÃ éÅñ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶ Áå¶ ÁÇèÕåî ñÅí êåÅ Õð¯Í

6. ÇÂ¼Õ Øð¶¬ À°çï¯× ÇéðîÅåÅ êËâÃàñ ñËºê Áå¶ ñ¼ÕóÆ ç¶ ô¶â ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ôð¶Õ ç¶ ÇéðîÅä
Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ð×óé¶/ Õ¼àä Áå¶ ÇÂ¼Õ Ãêð¶Áð çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ñËºê ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú B
Ø³à¶ ð×óé/Õ¼àä Áå¶ C Ø³à¶ Ãêð¶Áð çÆ ÷ðÈðå êËºçÆ ÔË, ÜçÇÕ ÇÂ¼Õ Ã¶â ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú A
Ø³àÅ ð×óé/Õ¼àä Áå¶ B Ø³à¶ Ãêð¶Áð çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ Ãêð¶Áð çÆ îôÆé êÌåÆÇçé
ÁÇèÕåî B@ Ø³à¶ Áå¶ ð×óé/Õ¼àä çÆ îôÆé êÌåÆÇçé ÁÇèÕåî AB Ø³à¶ ç¶ ñÂÆ À°êñìè
ÔËÍ ÇÂ¼Õ ñËºê çÆ ÇòÕðÆ å¶ E ð¹: Áå¶ ÇÂ¼Õ ô¶â çÆ ÇòÕðÆ å¶ C ð¹: çÅ ñÅí Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶
ÇÕ ÃÅð¶ ÇéðÇîå ñËºê Áå¶ ô¶â ÇòÕ Ü»ç¶ Ôé, å» ç¼Ã¯ À°Ô ÇéðîÅä çÆ êÌåÆÇçé ÇÕÔ¯ ÇÜÔÆ
ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ä ÇÕ ñÅí ÁÇèÕåî Ô¯ò¶Í

7. ÇÂ¼Õ Õ¿êéÆ êñÅÂÆò¹¼â ç¶ Çòñ¼Öä ïÅç ÇÚ¿é· çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆ ÔËÍ A êÌÕÅð ç¶ êÌåÆ ïÅç ÇÚ¿é·
ç¶ ÇéðîÅä Çò¼Ú E Çî³à Õ¼àä Áå¶ A@ Çî³à Ü¯óé Çò¼Ú ñ×ç¶ ÔéÍ  B êÌÕÅð ç¶ êÌåÆ ïÅç ÇÚ¿é·
ç¶ ñÂÆ H Çî³à Õ¼àä Áå¶ H Çî³à Ü¯óé Çò¼Ú ñ¼×ç¶ ÔéÍ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÕ Õ¼àä ç¶ ñÂÆ Õ°¼ñ
Ãî» C Ø³à¶ B@ Çî³à Áå¶ Ü¯óé ç¶ ñÂÆ D Ø³à¶ À°êñìè ÔéÍ Ôð¶Õ A êÌÕÅð ç¶ ïÅç ÇÚ¿é· å¶ E
ð¹: Áå¶ Ôð¶Õ B êÌÕÅð ç¶ ïÅç ÇÚ¿é· å¶ F ð¹: çÅ ñÅí Ô¯äÅ ÔËÍ  êåÅ Õð¯ ÇÕ ñÅí ç¶ ÁÇèÕåîÆÕðä
ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÕ¿é¶ ÇÕ¿é¶ ïÅç ÇÚ¿é·» çÅ Õ¿êéÆ ç¹ÁÅðÅ ÇéðîÅä Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

8. ÇÂ¼Õ Ã½çÅ×ð ç¯ êÌÕÅð ç¶ Çé¼ÜÆ Õ¿ÇêÀ±àð-ÇÂ¼Õ âËÃÕàÅê Áå¶ çÈÃðÅ ê¯ðà¶ìñ éîÈéÅ, ÇÜÔé»
çÆÁ» ÕÆîå» ´îòÅð : BE,@@@ ð¹: Áå¶ D@,@@@ ð¹: Ô¯ò¶×Æ, ò¶Úä çÆ ï¯ÜéÅ ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
À°Ô Áé°îÅé ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ Õ¿ÇêÀ±àð» çÆ Õ°¼ñ îÔÆéÅòÅð î³× BE@ é×» å¯º òè¶ð¶ éÔÆº
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Ô¯ò¶×ÆÍ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ Õ¿ÇêÀ±àð» ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êåÅ Õð¯ ÇÜÃ ù Ã½çÅ×ð ÁÇèÕåî ñÅí
êÌÅêå Õðé ç¶ ñÂÆ Ã¿×ÌÇÔ Õðé Ü¶Õð À°Ã ç¶ Õ¯ñ Çéò¶ô ç¶ ñÂÆ G@ ñ¼Ö ð¹êÂ¶ åº̄ òè¶ð¶ éÔÆº Ôé
Áå¶ Ü¶Õð âËÃÕàÅê éîÈé¶ å¶ À°Ã çÅ ñÅí DE@@ ð¹: Áå¶ ê¯ðà¶ìñ éîÈé¶ å¶ E@@@ ð¹: Ô¯ò¶Í

9. ÇÂ¼Õ í¯Üé êçÅðæ Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à H@ ÇÂÕÅÂÆ ÇòàÅÇîé A Áå¶ A@@ ÇÂÕÅÂÆ ÖÇäÜ Ô¯äÅ
ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ ç¯ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé F1 Áå¶ F2 À°êñìè ÔéÍ í¯Üé F1 çÆ ñÅ×å D ð¹: êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ
Áå¶  F2 çÆ ñÅ×å E ð¹: êÌåÆ Ç ÂÕÅÂÆ ÔËÍ í¯Üé F1 çÆ ÇÂÕÅÂÆ Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à C  ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé A Áå¶  D ÇÂÕÅÂÆ ÖÇäÜ ÔËÍ  F2 çÆ êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à F ÇÂÕÅÂÆ
ÇòàÅÇîé  A Áå¶ C ÇÂÕÅÂÆ ÖÇäÜ ÔéÍ ÇÂÃ ù ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ðÈê Çò¼Ú
ÃÈåðì¼è Õð¯Í À°Ã ÁÅÔÅð çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÂÔé» ç¯ í¯Üé» çÅ Çîôðä ÔË
Áå¶ À°Ã Çò¼Ú ÇéÀ±éåî ê¯ôÕ å¼å ÔéÍ

10. ç¯ êÌÕÅð çÆÁ» ðÃÅÇÂÇäÕ ÖÅç»  F1 Áå¶ F2  ÔéÍ  F1 Çò¼Ú 10% éÅÂÆàð¯Üé Áå¶ 6%
ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì ÔËÍ Áå¶ F2 Çò¼Ú 5% éÅÂÆàz̄Üé Áå¶ A@% ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì ÔËÍ Çî¼àÆ çÆ
ÃÇæåÆÁ» çÅ êðÆÖä Õðé å¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ ÇÕÃÅé êÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ À°Ã ù ÁÅêäÆ ëÃñ ç¶ ñÂÆ
ADkg éÅÂÆàz̄Üé Áå¶ ADkg ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ Ü¶Õð F1 çÆ ÕÆîå F ÇÕñ¯ êÌåÆ
ÇÕñ¯×ÌÅî Áå¶ F2 çÆ ÕÆîå E ð¹: êÌåÆ ÇÕñ¯ ÔË, å» Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÕ¿é¶ ÖÇäÜ ðÃÅÇÂä À°êï¯× ç¶
ñÂÆ ñ¯óÆºç¶ Ôé å» ÇÕ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ å¶ ñ¯óÆºç¶ ê¯ôÕ å¼å Çîñ ÃÕäÍ ÇéÀ±éåî ñÅ×å ÕÆ ÔËÍ

11. ÇéîéÇñÖå ÁÃîÅéåÅò» êÌäÅñÆ : 2x + y ≤ 10, x + 3y ≤ 15, x, y ≥ 0 ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå
À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯éÅ Çì³çÈ : (0, 0), (5,0), (3, 4) Áå¶ (0, 5) ÔéÍ î³é ñÀ° ÇÕ Z = px +
qy, ÇÜ¼æ¶ p, q > 0,  p Áå¶ q ç¶ ñÂÆ ÇéîéÇñÖå Çò¼Ú ÇÕÔóÅ êÌåÆì¿è À°µÇÚå ÔË å» ÇÕ Z
çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ, (3] 4) Áå¶ (0] 5) ç¯ò» å¶ ØÇàå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
(A) p = q (B) p = 2q (C) p = 3q (D) q = 3p

ë¹àÕñ À°çÅÔðé (Miscellaneerus Examples)

À°çÅÔðä I  (ÁÅÔÅð Ãî¼ÇÃÁÅ) ÇÂ¼Õ í¯Üé ÇòÇ×ÁÅéÆ ç¯ í¯Üé»  P Áå¶ Q çÅ À°êï¯× Õðç¶ Ô¯Â¶ ÇÂ¼Õ
Çòô¶ô ÁÅÔÅð ÇåÁÅð ÕðçÅ ÔËÍ í¯Üé P çÅ Ôð¶Õ êËÕ¶à (ÇÜÃ Çò¼Ú C@ ×ÌÅî îÅåðÅ ÔË) Çò¼Ú
ÕËñôÆÁî ç¶ AB ÇÂÕÅÂÆ, ñ¯Ô å¼å ç¶ D ÇÂÕÅÂÆ, ÕËñÃàð¯ñ ç¶ F ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé A çÆ F
ÇÂÕÅÂÆ îÅåðÅ ôÅÇîñ ÔË Üç ÇÕ À°Ã¶ îÅåðÅ ç¶ í¯Üé Q ç¶ êËÕ¶à Çò¼Ú ÕËñôÆÁî å¼å ç¶ C ÇÂÕÅÂÆ,
ñ¯Ô å¼å ç¶ B@ ÇÂÕÅÂÆ, ÕËñÃàð¯ñ ç¶ D ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÇòàÅÇîé A ç¶ C ÇÂÕÅÂÆ îÅåðÅ ôÅÇîñ ÔËÍ
ÁÅÔÅð Çò¼Ú Ø¼à å¯º Ø¼à BD@ ÇÂÕÅÂÆ ÕËñôÆÁî, ñ¯Ô å¼å ç¶ Ø¼à åº̄ Ø¼à DF@ ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ ÕËñÃàð¯ñ
ç¶ ò¼è åº̄ ò¼è C@@ ÇÂÕÅÂÆ ñ¯óÆºç¶ ÔéÍ Ôð¶Õ í¯Üé ç¶ ÇÕ¿é¶ êËÕà» çÅ À°êï¯× ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ÇÕ ÁÅÔÅð
Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ îÅåðÅ çÅ ÇéÀ±éåî ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕ¶Í

Ô¼ñ î³é ñú ÇÕ  í¯Üé  P Áå¶ Q ç¶ êËÕà» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ́ îòÅð : x Áå¶ y ÔËÍ Ãêôà ÔË : x ≥ 0, y
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≥ 0. Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðÆÕðé Çéîé Áé°ÃÅð ÔËÍ
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå

12x + 3y ≥ 240 (ÕËñôÆÁî çÅ êÌÇåì¿è) ÁðæÅå 4x + y ≥ 80 ... (1)

4x + 20y ≥ 460 (ñ¯Ô å¼å çÅ êÌÇåì¿è) ÁðæÅå x + 5y ≥ 115 ... (2)

6x + 4y ≤ 300 (ÕËÃàð¯ñ çÅ êÌÇåì¿è) ÁðæÅå 3x + 2y ≤ 150 ... (3)

x ≥ 0, y ≥ 0 x ≥ 0, y ≥ 0 ... (4)
 Z = 6x + 3y (ÇòàÅÇîéA) çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯Í

ÁÃîÅéåÅò» (1) åº̄ (4) å¼Õ çÅ ÁÅñ¶Ö êÌÇåì¿è» (1) åº̄ (4) å¼Õ ç¶ åÇÔå ÇÚ¼åð AB.A@
Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ À°Ã Çò¼Ú ÇéôÇÚå À°êï°Õå Ö¶åð (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå) å¶ ÇèÁÅé Ççú Ü¯
ÇÕ ÇØÇðÁÅ ÔËÍ

ÇÚ¼åð AB. A@
Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» L, M Áå¶ N ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ ´îòÅð : (2, 72), (15, 20) Áå¶ (40, 15) ÔéÍ

ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ î¹¼ñ ÇéîéÇñÖå ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Õ¯é¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) Z = 6x + 3y

(2, 72) 228

(15, 20) 150 ← ÇéÀ±éåî
(40, 15) 285
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ÃÅðäÆ Çò¼Ú ÁÃÆº Z çÅ î¹¼ñ, Çì³çÈ (15, 20) å¶ ÇéÀ±éåî êÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÇÂÃ åð·» Ãî¼ÇÃÁÅ Çò¼Ú Çç¼å¶
êÌÇåì¿è» ç¶ ÁèÆé ÇòàÅÇîé A  çÅ î¹¼ñ ÇéÀ±éåî åç Ô¯ò¶×Å Üç ÇÕ í¯Üé P ç¶  AE êËÕ¶à Áå¶ í¯Üé
Q ç¶ B@ êËÕà çÅ À°êï¯× Çòô¶ô ÁÅÔÅð ç¶ êÌì¿è Çò¼Ú ÕÆåÅ ÜÅò¶Í ÇòàÅÇîé A çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ AE@
ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶×ÅÍ

À°çÅÔðä A@.  À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ (Manufacturing problem)  ÇÂ¼Õ À°åêÅçé ç¶ ÕÅðÖÅé¶
Çò¼Ú Çå¿é îôÆé» I, II  Áå¶ III  ñ¼×ÆÁ» ÔéÍ îôÆé I  Áå¶ II  ÁÇèÕåî AB Ø³à¶ å¼Õ ÚñÅÂ¶ ÜÅä
çÆ Ãîð¼æÅ ð¼ÖçÆ ÔËÍ Üç ÇÕ îôÆé III  êÌÇåÇçé Ø¼à å¯º Ø¼à E Ø³à Ú¼ñäÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ ÇéðîÅäÕðåÅ
Õ¶òñ ç¯ êÌÕÅð ç¶ ÃîÅé M  Áå¶ N  çÅ À°åêÅçé ÕðçÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ ç¶ À°åêÅçé Çò¼Ú Çå¿é¯º
îôÆé» çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ  M  Áå¶ N  ç¶ Ôð¶Õ À°åêÅçé ç¶ ÇÂ¼Õ é× À°åêÅçé Çò¼Ú Çå¿é¯º îôÆé»
ç¶ Ã¿×å ñ¼×¶ Ãî¶º (Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú) ÇéîéÇñÇÖå ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼å¶ ÔéÍ

 À°åêÅç  îôÆé å¶ ñ¼Ç×ÁÅ Ãî» ( Ø³ÇàÁ» Çò¼Ú)
I II III

M 1 2 1
N 2 1 1.25

À°Ô À°åêÅç M å¶ F@@ ð¹: êÌåÆ é× Áå¶ À°åêÅç N å¶ D@@ ð¹: êÌåÆ é× çÆ çð éÅñ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÆ
ÔËÍ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ À°Ã ç¶ ÃÅð¶ À°åêÅç ÇòÕ Ü»ç¶ Ôé, ÇÜÔé» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË, åç êåÅ Õð¯
ÇÕ Ôð¶Õ À°åêÅç ç¶ ÇÕ¿é¶ é×» çÅ À°åêÅçé ÕÆåÅ ÜÅò¶ ÇÜÃ éÅñ ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Ô¯ò¶?
ÁÇèÕåî ñÅí ÕÆ Ô¯ò¶×Å?

Ô¼ñ:  î³ÇéÁÅ ÇÕ À°åêÅç M Áå¶ N ç¶ é×» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ´îòÅð x Áå¶ y ÔËÍ
À°åêÅçé å¶ Õ°¼ñ ñÅí  = Rs (600 x + 400 y) ð¹:
Çç¼åÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ ×ÇäåÆ ÃÈåðì¼è ðÈê ÇéîéÇñÖå ÔË :
Z = 600 x + 400 y çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õð¯
ÇÜ¼æ¶ êÌÇåì¿è ÇéîéÇñÖå ÔéÍ

x + 2y ≤ 12 (îôÆé I å¶ êÌÇåì¿è) ... (1)
2x + y ≤ 12 (îôÆé II å¶ êÌÇåì¿è) ... (2)

x +
5
4  y ≥ 5 (îôÆé III å¶ êÌÇåì¿è) ... (3)

x  ≥ 0,  y ≥ 0 ... (4)
ÁÃÆº êÌÇåì¿è» (1) å¯ºº (4) çÅ ÁÅñ¶Ö ÇÖ¼Úç¶ Ô»Í ÇÚ¼åð AB. AA Çò¼Ú ÇçÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ

À°êï°Õå Ö¶åð ABCDE (ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå) ÔË ÇÜÃ é±¿ êÌÇåì¿è (1) å¯º (4) ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå
ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔË, Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» A, B, C, D Áå¶ E ç¶
Çéðç¶ô Á³Õ ́ îòÅð : (5, 0) (6, 0), (4, 4), (0, 6) Áå¶ (0, 4) ÔéÍ
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ÇÚ¼åð AB. AA
ÇÂÔé» Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» (ÇÃÖð») å¶ Z =600+400 y çÅ îÅé ÇéîéÇñÖå ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 600 x + 400 y çÅ î¹¼ñ
(5, 0) 3000

(6, 0) 3600

(4, 4) 4000 ← ÁÇèÕåî
(0, 6) 2400

(0, 4) 1600

ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Çì³çÈ (4] 4), Z çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔËÍ ÇÂÃ åð·» À°åêÅçÕ ù ÁÇèÕåî D@@@
ð¹: ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ À°åêÅç ç¶ D é×» çÅ À°åêÅçé ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä AA.  ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ (Transportation Problem) P Áå¶ Q ç¯ ÃæÅé»
å¶ ç¯ ÕÅðÖÅé¶ ÃæÅÇêå ÔéÍ ÇÂÔé» ÃæÅé» å¯º ÃîÅé  A, B Áå¶ C å¶ ÃÇæå Çå¿é ÇâêÈÁ» Çò¼Ú í¶Ü¶
Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÔé» ÇâêÈÁ» çÆ ÔëåÅòÅð ñ¯ó ÃîÅé ñÂÆ ́ îòÅð : 5] 5 Áå¶ 4 ÇÂÕÅÂÆ ÔË, ÜçÇÕ  P
Áå¶ Q å¶ ÃæÅÇêå ÕÅðÖÅÇéÁ» çÆ À°åêÅçé Ãîð¼æÅ H Áå¶ F ÇÂÕÅÂÆ ÔËÍ
êÌåÆ ÇÂÕÅÂÆ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å Çéîé Áé°ÃÅð ÃÅðäÆì¼è ÔË :

åº̄ /å¼Õ î¹¼ñ (ð¹êÇÂÁ» Çò¼Ú)
A B C

P 160 100 150

Q 100 120 100
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Ôð¶Õ ÕÅðÖÅé¶ å¯º ÇÕ¿é¶ é× Ôð¶Õ ÇâêÈ ù í¶Ü¶ ÜÅä ÇÜÃ éÅñ ã¯ÁÅ-ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶?
ÇéÀ±éåî ã¯ÁÅ-ã¯ÁÅÂÆ ñÅ×å ÕÆ Ô¯ò¶×ÆÍ

Ô¼ñ:  ÇÚ¼åð AB. AB ç¹ÁÅðÅ ÇÂÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

î³é ñÀ° ÇÕ îÅñ ç¶ x é×» Áå¶ y é×» ù ÕÅðÖÅé¶ P å¯º ́ îòÅð : A Áå¶ B Çâ¼êÈ ù í¶ÇÜÁÅ Ç×ÁÅÍ
åç (8 – x – y) é×» ù C ÇâêÈÁ» å¼Õ í¶ÇÜÁÅ ÜÅò¶×Å (ÇÕÀ°º?)
ÇÂÃ åð·» x ≥ 0, y ≥ 0 Áå¶ 8 – x – y ≥ 0
ÁðæÅå x ≥ 0, y ≥ 0 Áå¶ x + y ≤ 8
Ô¹ä Çâ¼êÈ A å¶ é×» çÆ ÔëÅåÅòÅð ÷ðÈðå E é× ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ P ÕÅðÖÅé¶ å¯º x é× Çâ¼êÈ A ù í¶ÇÜÁÅ
ÜÅ Ú¹¼Õ¶ Ôé ÇÂÃ ñÂÆ ÕÅðÖÅé¶ Q å¯º (5 – x) é×, Çâ¼êÈ A ù í¶Ü¶ ÜÅä×¶Í Ãêôà ÔË 5 – x ≥ 0,
ÁðæÅå x ≤ 5 ÔËÍ
ÇÂÃ åð·»  (5 – y) vkSj 6 – (5 – x + 5 – y) = x + y – 4  é× ÕÅðÖÅé¶ Q å¯º ́ îòÅð : Çâ¼êÈ B Áå¶
C ù í¶Ü¶ ÜÅä×¶Í ÇÂÃ åð·» :

5 – y ≥ 0, x + y – 4 ≥ 0
ÁðæÅå y ≤ 5, x + y ≥ 4
Õ°¼ñ ã¯ÁÅ-ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å/ÖðÚ, Ü¯ Z ç¹ÁÅðÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË Çéîé Áé¹ÃÅð ÔË :

Z = 160 x + 100 y + 100 ( 5 – x) + 120 (5 – y) + 100 (x + y – 4) + 150 (8 – x – y)
= 10 (x – 7 y + 190)

ÇÚ¼åð AB. AB

ÕÅðÖÅéÅ

ÇâêÈé×é×

é×

é×

é×
ÕÅðÖÅéÅ

ÇâêÈÇâêÈ

Áå¶
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ÇÂÃ ñÂÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú ÇéîéÇñÖå ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÂÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË :
Çéîé êÌÇåì¿è» ç¶ åÇÔå

x ≥ 0, y ≥ 0 ... (1)
x + y ≤ 8 ... (2)

x ≤ 5 ... (3)
y ≤ 5 ... (4)

x + y ≥ 4 ... (5)
Z = 10 (x – 7y + 190) çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä Õð¯
êÌÇåì¿è»  (1) å¯º (5) ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå ÛÅÇÂÁÅ Á³ÇÕå Ö¶åð ABCDEF À°êï°Õå Ö¶åð ÔË
(ÇÚ¼åð AB. AC)

ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔËÍ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈÁ» ç¶ Çéðç¶ô Á³Õ  (0,
4), (0, 5), (3, 5), (5, 3), (5, 0) Áå¶ (4, 0) ÔéÍ ÁÃÆº ÇÂÔé» Çì³çÈÁ» å¶ Z çÅ î¹¼ñ êåÅ Õðç¶ Ô» :

Õ¯éÅ Çì³çÈ Z = 10 (x – 7 y + 190)
(0, 4) 1620

(0, 5) 1550 ← ÇéÀ±éåî
(3, 5) 1580

(5, 3) 1740

(5, 0) 1950

(4, 0) 1940

ÇÚ¼åð AB. AC
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ÃÅðäÆ å¯º êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ Çì³çÈ (0] 5) å¶  Z çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ AEE@ ÔËÍ
ÇÂÃ åð·» Áé°Õ±ñåî ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ÃÇæåÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÕÅðÖÅé¶ P åº̄ 5, 0 Áå¶ 3 é× Áå¶ Q å¯º

´îòÅð : Çâ¼êÈ A, B Áå¶ C å¼Õ 5] 0 Áå¶ A é× í¶ÇÜÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ ÇÂÃ ÃÇæåÆ ç¶ Ã¿×å ÇéÀ±éåî
êÇðòðåé ñÅ×å AE@@ ð¹: Ô¯ò¶×ÅÍ

ÁÇèÁÅÇÂ AB Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. À°çÅÔðä I å¶ ÇèÁÅé Õð¯ ÁÅÔÅð Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ îÅåðÅ çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õðé ç¶

ñÂÆ Ôð¶Õ í¯Üé ç¶ ÇÕ¿é¶ êËÕà» çÅ À°êï¯× Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÁÅÔÅð Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A çÆ
ÁÇèÕåî îÅåðÅ ÇÕ¿éÆ ÔË?

2. ÇÂ¼Õ ÇÕÃÅé ç¯ êÌÕÅð ç¶ ÚÅð¶ P Áå¶ Q ù ÇîñÅÀ°ºçÅ ÔËÍ P êÌÕÅð ç¶ ÚÅð¶, ÇÜÃ çÅ î¹¼ñ BE@
ð¹: êÌåÆ æËñÅ Ü¯ ÇÕ ê¯ôÕ å¼å A ç¶ C ÇÂÕÅÂÆ, å¼å  B ç¶ B.E ÇÂÕÅÂÆ Áå¶ å¼å  C ç¶ B
ÇÂÕÅÂÆ ð¼ÖçÅ ÔË Üç ÇÕ Q êÌÕÅð çÅ ÚÅðÅ ÇÜÃçÅ î¹¼ñ B@@ ð¹: êÌåÆ æËñÅ ÔË, ê¯ôÕ å¼å  A çÅ
A.E ÇÂÕÅÂÆ, å¼å B çÅ AA². BE ÇÂÕÅÂÆ Á å¶ å¼å C ç¶ Çå¿é ÇÂÕÅÂÆ ð¼ÖçÅ ÔËÍ ê¯ôÕ å¼å»  A,
B, Áå¶ C çÆ ÇéÀ±éåî ÷ðÈðå ́ îòÅð : AH ÇÂÕÅÂÆ, DE Áå¶ BD ÇÂÕÅÂÆ ÔéÍ Ôð¶Õ êÌÕÅð
ç¶ æËÇñÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ êåÅ Õð¯ å» ÇÕ Çîôðä ç¶ Ôð¶Õ æËñ¶ çÅ î¹¼ñ ÇéÀ±éåî Ô¯ò¶? Çîôðä ç¶
Ôð¶Õ æËñ¶ çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÕÆ ÔË?

3. ÇÂ¼Õ í¯Üé ÇòÇ×ÁÅéÆ ç¯ êÌÕÅð ç¶ í¯Üé» X Áå¶ Y ù ÇÂÃ åð·» ÇîñÅÀ°äÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË ÇÕ
Çîôðä Çò¼Ú ÇòàÅÇîé A, çÆ Ø¼à åº̄ Ø¼à A@ ÇÂÕÅÂÆ, ÇòàÅÇîé B çÆ Ø¼à å¯º Ø¼à AB ÇÂÕÅÂÆ
Áå¶ ÇòàÅÇîé C çÆ H ÇÂÕÅÂÆ Ô¯ò¶Í Akg í¯Üé» Çò¼Ú ÇòàÅÇîé» çÆ îÅåðÅ ÇéîéÇñÖå
ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÆ ×ÂÆ ÔËÍ

íǕé ÇòàÅÇîé A ÇòàÅîé B ÇòàÅÇîé C
X 1 2 3

Y 2 2 1

í¯Üé X ç¶ Akg çÅ î¹¼ñ AF ð¹: Áå¶ Y ç¶ Akg çÅ î¹¼ñ B@ ð¹: ÔË ñ¯óÆºç¶ ÁÅÔÅð ç¶ ñÂÆ Çîôðä
çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

4. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ ç ̄êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ä¶ A Áå¶ B ìäÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ À°ç¶ô ç¶ ñÂÆ ÇéðîÅä Çò¼Ú  Çå¿é îôÆé» çÆ
÷ðÈðå êËºçÆ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ä¶ ç¶ ÇéðîÅä ç¶ ñÂÆ ñ¼Ç×ÁÅ Ãî» (Çî³éà» Çò¼Ú) ÇéîéÇñÖå ÔËÍ

ÇÖñ½ÇäÁ» ç¶ êÌÕÅð îôÆé
I II III

A 12 18 6

B 6 0 9
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Ôð îôÆé ÁÇèÕåî F Ø³à¶ êÌåÆÇçé ç¶ ñÂÆ À°êñìè ÔËÍ Ü¶Õð A êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ÇäÁ» çÆ
ÇòÕðÆ å¶ G.E@ ð¹: ñÅí Áå¶ B êÌÕÅð ç¶ ÇÖñ½ÇäÁ» å¶ E ð¹: çÅ ñÅí Ô¯ò¶ å» çðÃÅÀ° ÇÕ
ÁÇèÕåî ñÅí ÕîÅÀ°ä ç¶ ñÂÆ êÌåÆÇçé A êÌÕÅð ç¶ AE ÇÖñ½ÇäÁ» Áå¶  B êÌÕÅð ç¶ C@
ÇÖñ½ä¶ ÇéðÇîå Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ

5. ÇÂ¼Õ ÔòÅÂÆ ÷ÔÅ÷ ÁÇèÕåî B@@ ïÅåðÆÁ» ù ïÅåðÅ ÕðòÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ôð¶Õ êÇÔñÆ ôÌ¶äÆ ç¶
ÇàÕà å¶ A@@@ ð¹: Áå¶ ÃÃåÆ ôÌ¶äÆ ç¶ ÇàÕà å¶ F@@ ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
Â¶ÁðñÅÂÆé Ø¼à å¯º Ø¼à B@ ÃÆà» êÇÔñÆ ôÌ¶äÆ ç¶ ñÂÆ Çð÷ðò ÕðçÆ ÔË Çëð òÆ êÇÔñÆ ôÌ¶äÆ
çÆ æ» Ø¼à å¯º Ø¼à D ×¹äÅ ïÅåðÆ ÃÃåÆ ôÌ¶äÆ ç¶ ÇàÕà éÅñ ïÅåðÅ Õðé ù êÇÔñ Çç³ç¶ ÔéÍ
êåÅ Õð¯ ÇÕ Ôð¶Õ êÌÕÅð ç¶ ÇÕ¿é¶ ÇÕ¿é¶ ÇàÕà ò¶Ú¶ ÜÅä å» ÇÕ ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðé Ô¯ò¶?
ÁÇèÕåî ñÅí ÇÕ¿éÅ ÔË?

6. ç¯ ÁéÅÜ í¿âÅð» A Áå¶ B çÆ í¿âÅðä Ãîð¼æÅ ́ îòÅð : A@@ Õ°ÇÂ³àñ Áå¶ E@ Õ°ÇÂ³àñ ÔË Í
À°Ôé» ù Çå¿é ðÅôé çÆÁ» ç¹ÕÅé»  D, E Áå¶ F å¶ Á³é À°êñìè ÕðÅÀ°äÅ êËºçÅ ÔË, ÇÜÔé»
çÆÁ» ÷ðÈðå» ́ îòÅð : 60] 50] Áå¶ 40 Õ°ÇÂ³àñ ÔéÍ
í¿âÅð» å¯º ç¹ÕÅé» ù êÌåÆ Õ°ÇÂ³àñ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å Çéîé ÃÅðäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÔË :

êÌåÆ Õ°ÇÂ³àñ ã̄ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å (ð¹êÇÂÁÅ Çò¼Ú)
å¯º/ å¼Õ A B

D 6 4

E 3 2

F 2.50 3

ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å ç¶ ÇéÀ±éåîÆÕðä ç¶ ñÂÆ êÈðåÆ çÆ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ÇÕò¶º ÕÆåÆ ÜÅò¶?
ÇéÀ±éåî ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ çÅ î¹¼ñ ÕÆ ÔË?

7. ÇÂ¼Õ å¶ñ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú ç¯ Çâ¼êÈ A Áå¶ B Ôé, ÇÜÔé» çÆ Ãîð¼æÅ ́ îòÅð : G@@@ ñÆàð Áå¶
D@@@ ñÆàð çÆ ÔËÍ ÕÅðÖÅé¶ ç¹ÁÅðÅ Çå¿é êÌËà¯ñ ê³ê» D, E Áå¶ F ç¶ ñÂÆ êÈðåÆ ÕðéÆ ÔË,
ÇÜÔé» çÆÁ» ÷ðÈðå» ́ îòÅð : DE@@ ñÆàð, C@@@ ñÆàð Áå¶ CE@@ ñÆàð çÆ ÔËÍ Çâ¼êÈ å¯º
êÌËà¯ñ ê³ê» çÆÁ» çÈðÆÁ» (km Çò¼Ú) Çéîé ÃÅðäÆ ç¶ Áé°ÃÅð ÔéÍ

çÈðÆÁ» (km Çò¼Ú)
å¯º / ù A B

D 7 3

E 6 4

F 3 2
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ÇÂÔ î³éç¶ Ô¯Â¶ ÇÕ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å êÌåÆ A@ ñÆàð å¶ êÌåÆ ÇÕñ¯îÆàð A ð¹êÇÂÁÅ ÔË? êåÅ
Õð¯ ÇÕ ÇÕÔ¯ ÇÜÔÆ êÈðåÆ ï¯ÜéÅ ÁêäÅÂÆ ÜÅò¶ ÇÜÃ éÅñ ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ ñÅ×å çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðé
Ô¯ ÜÅò¶? ÇéÀ±éåî ñÅ×å ÕÆ ÔË?

8. ÇÂ¼Õ ëñ À°åêÅçÕ ÁÅêä¶ ìÅ× Çò¼Ú ç¯ êÌÕÅð çÆÁ» ÖÅç»  P ìð»â Áå¶ Q ìð»â çÅ À°êï¯×
Õð ÃÕçÅ ÔËÍ Çîôðä ç¶ Ôð¶Õ æËñ¶ Çò¼Ú éÅÂÆàz¯Üé, ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì, ê¯àÅô Áå¶ Õñ¯ðÆé çÆ
îÅåðÅ (kg Çò¼Ú) ÃÅðäÆ Çò¼Ú Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ êðÆÖä Ã¿Õ¶å Çç³ç¶ Ôé ÇÕ ìÅ× Çò¼Ú Ø¼à å¯º
Ø¼à BE@kg ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì Ø¼à å¯º Ø¼à BG@kg ê¯àÅô Áå¶ Õñ¯ðÆé çÆ ò¼è å¯º ò¼è CA@kg
çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ

Ü¶Õð À°åêÅçÕ ìÅ× ç¶ ñÂÆ ÇîñÅÂÆ ÜÅä òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé çÆ îÅåðÅ çÅ ÇéÀ±éåîÆÕðä
ÕðéÅ ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ Çîôðä ç¶ ÇÕ¿é¶ æËÇñÁ» çÅ À°êï¯× Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇîñÅÂÆ ÜÅä
òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé çÆ Çéîéåî îÅåðÅ ÕÆ ÔË?

kg êÌåÆ æËñÅ

ìð»â  P ìð»â Q

éÅÂÆàz̄Üé 3 3.5

ëÅÃë¯ÇðÕ å¶÷Åì 1 2

ê¯àÅô 3 1.5

Õñ¯ðÆé 1.5 2

9. À°êð¯Õå êÌôé H å¶ ÇèÁÅé ÇçúÍ Ü¶Õð À°åêÅçÕ ìÅ× Çò¼Ú ÇîñÅÂÆ ÜÅä òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé
çÆ îÅåðÅ çÅ ÁÇèÕåîÆÕðé ÚÅÔ¹¿çÅ ÔË å» Çîôðä ç¶ ÇÕ¿é¶ æËÇñÁ» ù ÇîñÅÇÂÁÅ ÜÅäÅ
ÚÅÔÆçÅ ÔË? ÇîñÅÂÆ ÜÅä òÅñÆ éÅÂÆàz¯Üé çÆ ÁÇèÕåî îÅåðÅ ÕÆ ÔË?

10. ÇÂ¼Õ ÇÖñ½äÅ Õ¿êéÆ A Áå¶ B ç¯ êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ» çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆ ÔËÍ îÅðÕÆà êðÆÖä»
Áå¶ À°êñìè Ã¿ÃÅèé» åº̄ Ã¿Õ¶å ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ÇÂÕ¼áÅ À°åêÅçé ê¼èð êÌåÆ Ôëå¶ AB@@ ×¹¼âÆÁ»
åº̄ òè¶ð¶ éÔÆº Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ Áå¶ B êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ»  å¯º òè¶ð¶ î³× A êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ»
åº̄ Á¼èÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ A êÌÕÅð çÆÁ» ×¹¼âÆÁ» çÅ À°åêÅçé ê¼èð çÈÃð¶ êÌÕÅð ç¶ ×¹¼âÆÁ»
ç¶ À°åêÅçé ê¼èð ç¶ Çå¿é ×¹ä» åº̄ F@@ é× òè¶ð¶ ÔéÍ Ü¶Õð Õ¿êéÆ A Áå¶ B Ôð¶Õ ×¹¼âÆ å¶
´îòÅð : AB ð¹: Áå¶ AF ð¹: çÅ ñÅí ÕîÅÀ°ºçÆ ÔË, ñÅí çÅ ÁÇèÕåîÆÕðä Õðé ç¶ ñÂÆ Ôð¶Õ
ç¶ ÇÕ¿é¶ é×» çÅ ÔëåÅòÅð À°åêÅçé ÕðéÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
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ÃÅð-Á³ô
® ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ À°Ô Ãî¼ÇÃÁÅ ÔË Ü¯ ÕÂÆ Úñ» ç¶ ð¶ÖÆ ëñé ç¶ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ

(ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî) ù êåÅ Õðé éÅñ Ã¿ì¿Çèå ëñé ù À°ç¶ô ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
Üç¯º êÌÇåì¿è ÇÂÔ Ô¯ò¶ ÇÕ Úñ ×Ëð ÇðäÅåîÕ Ô¯ä Áå¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» (ÇÜÔé» ù ð¶ÖÆ
êÌÇåì¿è ÕÇÔ³ç¶ Ôé)ù Ã¿å°ôà Õðç¶ Ô¯äÍ Úð» ù Õç¶-Õç¶ ÇéðäÅÇÂÕ Úð ÕÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶
×Ëð ÇðäÅåîÕ ÔéÍ

® Õ°¼Þ îÔ¼åòêÈðé ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ÇéîéÇñÇÖå Ôé :
(i) ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ
(ii) À°åêÅçé Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ
(iii) ã¯ÁÅ-ã¹ÁÅÂÆ Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ

® ÃÅð¶ êÌÇåì¿èÅ Áå¶ ×Ëð ÇðäÅåîÕ êÌÇåì¿è» x ≥ 0, y ≥ 0 ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ã»ÞÅ Ö¶åð,
ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³×, Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ À°êï°Õå Ö¶åð (Ü» Ô¼ñ Ö¶åð) ÁÖòÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

® À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ Á³çðñ¶ íÅ× ç¶ Áå¶ ÃÆî»å Çì³çÈ êÌÇåì¿è» ç¶ À°êï°Õå Ô¼ñ» ù êÌçðÇôå
Õðç¶ ÔéÍ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ìÅÔðÆ íÅ× ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ ù ÁÃ¿×å Ô¼ñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

® À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ü¯ À°ç¶ô ëñé çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ (ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî)
ÇÂ¼Õ Çç³çÅ ÔË å» ÇÂÃ ù Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

® ÇéîéÇñÖå ÇæÀ±ðî ð¶ÖÆ êÌ̄×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅò» ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÁÅèÅðíÈå îÔ¼åò ç¶ Ôé:
ÇæÀ±ðî A. î³ÇéÁÅ ÇÕ R ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð (À°µåñ
ìÔ¹í¹Ü) ÔË Áå¶ î³ÇéÁÅ ÇÕ Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç Z  ÇÂ¼Õ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ
(ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî) Çç³çÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ ð¶ÖÆ ÁÃîÅéåÅò» Úñ»  x Áå¶ y ç¹ÁÅðÅ
êÌÇåì¿è» ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ Ô¯ò¶ å» ÇÂÔ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ÇÂ¼Õ Õ¯é¶
Çì³çÈ (ÇÃÖð) å¶ Ô¯äÅ ÔÆ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ
êÌî¶ï B. î³ÇéÁÅ ÇÕ R ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ ñÂÆ À°êï°Õå Ö¶åð (À°µåñ
ìÔ¹í¹Ü) ÔË Áå¶ î³ÇéÁÅ ÇÕ Z = ax + by À°ç¶ô ëñé ÔËÍ Üç¯º Ü¶Õð  R ÇØÇðÁÅ ÔË åç
À°ç¶ô ëñé, R Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇéÀ±éåî ç¯ò¶º ÔÆ Çç³çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º
Ôð¶Õ Çì³çÈ R ç¶ Õ¯é¶ Çì³çÈ (ÇÃÖð) å¶ ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ

® Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔË åç ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî Ô¯ºç Çò¼Ú éÔÆº òÆ Ô¯
ÃÕçÅ ÔËÍ Çëð òÆ Ü¶Õð ÇÂÔ Ôº̄ç Çò¼Ú Ô¹¿çÅ ÔË å» R ç¶ Õ¯éÅ Çì³çÈ å¶ ÃÇæå Ô¯äÅ ÚÅÔÆçÅ ÔËÍ

® Õ¯éÅ Çì³çÈ ÇòèÆ : ÇÂ¼Õ ð¶ÖÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ù Ô¼ñ Õðé ç¶ ñÂÆ ÇÂÔ ÇòèÆ Çéîé êç» Çò¼Ú
çðÃÅÂÆ Ü»çÆ ÔË :
(1) ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ À°êï°Õå Ö¶åð ù êåÅ Õð¯ Áå¶ ÇÂÃ ç¶ Õ¯éÅ Çì³çÈ

(ÇÃÖð») ù êåÅ Õð¯Í

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



548        ×Çäå

(2) Ôð¶Õ Õ¯éÅ Çì³çÈ å¶ À°ç¶ô ëñé Z = ax + by çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í î³Çé ñÀ° ÇÂÔé»
Çì³çÈÁ» å¶ ÁÇèÕåî Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ́ îòÅð : M Áå¶ m ÔéÍ

(3) Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ÇØÇðÁÅ ÔË, å» M Áå¶ m ́ îòÅð À°ç¶ô ëñé ç¶ ÁÇèÕåî
Áå¶ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ ÔéÍ

Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ÁäÇØÇðÁÅ ÔË åç
(i) À°ç¶ô ëñé çÅ M ÁÇèÕåî î¹¼ñ ÔË Ü¶Õð ax + by > M ç¶ ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå

Ö¹¼ñÅ Áðèåñ À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ éÅñ Õ¯ÂÆ Ã»ÞÅ Çì³çÈ éÔÆº ð¼ÖçÅ ÔËÍ éÔÆº å» À°ç¶ô
ëñé çÅ ÁÇèÕåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

(ii) À°ç¶ô ëñé çÅ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ m ÔË Ü¶Õð ax + by < m ç¹ÁÅðÅ ÇéðèÅÇðå Ö¹¼ñÅ
Áðèåñ Áå¶ À°êï°Õå Ö¶åð Çò¼Ú Õ¯ÂÆ Çì³çÈ Ã»ÞÅ éÔÆº ÔËÍ éÔÆº å» À°ç¶ô ëñé çÅ
Õ¯ÂÆ ÇéÀ±éåî î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

® Ü¶Õð À°êï°Õå Ö¶åð ç¶ ç¯ Õ¯éÅ Çì³çÈÁ» çÅ Áé°Õ±ñåî î¹¼ñ ÇÂ¼Õ ÔÆ êÌÕÅð çÅ ÔË ÁðæÅå
ç¯ò¶º ÔÆ ÁÇèÕåî Ü» ÇéÀ±éåî î¹¼ñ Çç³ç¶ Ôé åç ÇÂÔé» ç¯ò» Çì³çÈÁ» ù ÇîñÅÀ°ä òÅñ¶
ð¶ÖÅÖ³â ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ Çì³çÈ å¶ òÆ À°Ã êÌÕÅð çÅ Áé°Õ±ñåî Ô¼ñ ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÃÕ Çà¼êäÆ
çÈÜ¶ Çòôò ï°¼è Çò¼Ú, Üç¯º ï°¼è Ã¿ÚÅñé çÆ ï¯ÜéÅ ìäÆ, ÇÜÃ éÅñ ç¹ôîä» ù ÇéÀ±éåî ñÅ×å
å¶ ÁÇèÕåî ÔÅéÆ êÔ¹¿Ú¶, ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ÇòèÆ Ô¯ºç Çò¼Ú ÁÅÂÆÍ
ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ç¶ Ö¶åð Çò¼Ú êÇÔñÆ êÌ¯×ðÅÇî³× çÅ ÃÈåðÆÕðä ðÈÃÆ ×ÇäåÕÅð L.Kantoro
Vich Áå¶ ÁîðÆÕÆ ÁðæôÅôåðÆ F.L.Hitch Cock é¶ 1941 Çò¼Ú Çç¼å¶Í ç¯ò» é¶ Ãòå¿åð
ðÈê Çò¼Ú Õ¿î ÕÆåÅÍ ÇÂÃ êÌ̄×ðÅÇî³× ù ã¯ÁÅ ã¹ÁÅÂÆ Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ éÅî éÅñ ÜÅÇäÁÅ Ç×ÁÅÍ Ã¿é
AIDE Çò¼Ú Á³×ð¶÷ ÁðæôÅôåðÆ G.Stigler é¶ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ç¶ åÇÔå Áé°Õ±ñåî
ÁÅÔÅð Ã¿ì¿èÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ òðäé ÕÆåÅÍ Ã¿é AIDG Çò¼Ú G.B. Dantzig  é¶ ÇÂ¼Õ Çéê¹¿é ÇòèÆ
Ü¯ SIMPLEX METHOOD ç¶ éÅñ êÌÇÃ¼è ÔË çÅ Ã¹ÞÅÁ Çç¼åÅ Ü¯ ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× Ãî¼ÇÃÁÅ ù
ÃÆîå åçìÆð» (Steps) Çò¼Ú Ô¼ñ Õðé çÆ Ãîð¼æ ÇòèÆ ÔËÍ
ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× ÇòèÆ å¶ Áð¿ÇíÕ Õ¿î Õðé ç¶ ÕÅðé Ã¿é AIGE Çò¼Ú L.Katorovich Áå¶
ÁîðÆÕÆ ×Çäå ÁðæôÅôåðÆ T.C.Koopmans ù Áðæ ôÅôåð Çò¼Ú é¯ìñ ê¹ðÃÕÅð êÌçÅé
ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Õ¿ÇêÀ±àð ç¶ ÁÅ×îé Áå¶ ÷ðÈðÆ ÃÅëàò¶Áð ç¶ ÁÅ×îé ç¶ éÅñ ÕÂÆ Ö¶åð» çÆÁ»
ÜÇàñ Ãî¼ÎÃÁÅò» Çò¼Ú ð¶ÖÆ êÌ¯×ðÅÇî³× îÅâñ çÅ À°êï¯× ìÔ¹å Ö¶åð» Çò¼Ú ò¼è ÇðÔÅ ÔËÍ

—v—
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v The Theory of probabilities is simply the science of logic
quantitatively treated – C.S. PEIRCEv

13.1  íÈÇîÕÅ (Introduction)
ÇêÛñÆÁ» ÜîÅå» Çò¼Ú ÁÃÆ Ã¿íÅòéÅ ù ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌï¯× çÆÁ»
ØàéÅò» ç¶ ØÇàå Ô̄ä çÆ ÁÇéôÚÇååÅ çÆ îÅê ç¶ ðÈê Çò¼Ú  êÇó·ÁÅ  ÃÆÍ
ÁÃÆ ðÈÃÆ ×Çäå ÇòÇ×ÁÅéÆ Â¶. ÁËé. Õ½ñî¯×ðì̄ (1903&1987) ðÅÔÆº
Çç¼åÅ ÃòËÇÃ¼è ÇçzôàÆÕǟ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅ ÃÆ Áå¶   Ã¿íÅòéÅ ù êÌï×̄
ç¶  éåÆÇÜÁ» å¶ êÇðíÅôÅ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÃÆÍ ÁÃÆ Ãî&Ã¿íÅòÆ
éåÆÇÜÁ» çÆ ÔÅñå Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÃòËÇÃ¼è ÇçzôàÆÕǟ Áå¶ ÕñÅÃÆÕñ
ÇÃè»åÅ (classical theory) çÆ  Ãîå°ñåÅ òÆ ÃæÅÇêå ÕÆåÆ ÃÆÍ ÇÂÃ
Ãîå°ñåÅ ç¶ ÁÅèÅð å¶ ÁÃÆ Çòñ¼× ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆÁ» ØàéÅò» çÆ
Ã¿íÅòéÅ êåÅ ÕÆåÆ ÃÆÍ ÁÃÆº Ã¿íÅòéÅ ç¶ Ü¯ó Çéïî çÅ òÆ ÁÇèÁËé
ÕÆåÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ Çò¼Ú ÁÃÆ ÇÕÃ¶ ØàéÅ çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ
(conditional probability) ìÅð¶ ÇòÚÅð Õð»×¶] Üçº̄ ÇÕ ÇÕÃ¶ Ô̄ð ØàéÅ ç¶
ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ ÃÅâ¶ Õ¯ñ Ô¯ò¶,  Áå¶ ÇÂÃ îÔ¼åòêÈðé èÅðéÅ çÆ
îçç å¯º  ì¶ï÷&êÌî¶ï (Bayes' theorem), Ã¿íÅòéÅ çÅ ×¹äÅ Çéïî Áå¶ Á÷Åç ØàéÅò» ìÅð¶
ÃîÞ»×¶Í ÁÃÆ ì¶åðåÆì¶ Úñ (random variable) Áå¶ ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â çÆ ÷ðÈðÆ èÅðéÅ ù òÆ
ÃîÞ»×¶ Áå¶ ÇÕÃÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ç¶ î¼èîÅé (mean) Áå¶ êÌÃðä (variance) ç¶ ìÅð¶ êó·»×¶Í ÁÇèÁÅÇÂ ç¶
Á³Çåî íÅ× Çò¼Ú ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé Çòñ¼× Ã¿íÅòéÅ ò¿â (discrete probability distribution) ç¶ ìÅð¶
êó·»×¶ ÇÜÃù ç¯&êçÆ ò¿â (binomial distribution) ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ ç¶ Á³Çåî íÅ× Çò¼Ú
ÁÃÆº ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ êÌï¯× ñò»×¶ ÇÜÔéÅ ç¶ éåÆÜ¶ Ãî&Ã¿íÅòÆ Ô¹¿ç¶ Ôé, Üçº̄ å¼Õ ç¼ÇÃÁÅ éÅ ÜÅò¶Í

13.2   ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ (Conditional Probability)
Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆ ÇÕÃ¶ ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé å¶ ÚðÚÅ ÕÆåÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÁÃÆ ÇÕÃ¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ
(sample space) çÆÁ» ç¯ ØàéÅò» Çç¼åÆ Ô¯ä å», ÕÆ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ØàéÅ ç¶ ØÇàå Ô¯̄ä çÆ ÃÈÚéÅ çÈÜÆ
ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ å¶ Ô¯ò¶×Å?

ÁÇèÁÅÇÂ

Ã¿íÅòéÅ Probability

13
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ÁÅÀ° ÇÂÃ êÌôé ç¶ À°µåð ñÂÆ  ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì¶ (fair) êÌï¯× å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶ ÇÜÃç¶ éåÆÜ¶
Ãî&Ã¿íÅòÆ ÔéÍ

ÁÅÀ° Ô¹ä Çå¿é Çéðê¼Ö (fair)  ÇÃ¼ÇÕÁ» ù À°ÛÅñä ç¶ êÌï¯× å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í ÇÂÃ êÌï¯× çÅ
ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:

S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}

ÇÕÀ°ºÇÕ ÇÃ¼Õ¶ Çéðê¼Ö Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ Ôð¶Õ ò¿é×Æ Çì³çÈ çÆ Ã¿íÅòéÅ
1
8  î¿é ÃÕç¶

Ô»Í î³é ñÀ° E ØàéÅ ¶Ø¼à¯&Ø¼à ç¯ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ä‚ Áå¶ F ØàéÅ ¶êÇÔñ¶ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅÀ°äÅ‚  ù
ÇñÖç¶ Ô»:
å» E = {HHH, HHT, HTH, THH}
Áå¶ F = {THH, THT, TTH, TTT}
ÇÂÃ ñÂÆ P(E) = P ({HHH}) + P ({HHT}) + P ({HTH}) + P ({THH})

=
1 1 1 1 1
8 8 8 8 2

+ + + =  (ÇÕÀ°º?)

Áå¶ P(F) = P ({THH}) + P ({THT}) + P ({TTH}) + P ({TTT})

=
1 1 1 1 1
8 8 8 8 2

+ + + =

éÅñ ÔÆ E ∩ F = {THH}

ÇÂÃ ñÂÆ  P(E ∩ F) = P({THH}) = 
1
8

Ô¹ä î³é ñÀ° ÃÅù Çç¼åÅ ÔË ÇÕ êÇÔñ¶ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅÀ¹ºçÅ ÔË íÅò ØàéÅ F ØÇàå Ô¯ÂÆ ÔË, å»
ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË? F ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ å¶ ÇÂÔ ÇéôÇÚå ÔË ÇÕ E çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ
Õðé ñÂÆ À°ÔéÅ ò¿é×Æ Çì³çÈÁ» å¶ ÇòÚÅð éÔÆº ÕÆåÅ ÜÅò¶×Å ÇÜÔéÅ Çò¼Ú êÇÔñ¶ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà éÔÆº ÔËÍ
ØàéÅ E ñÂÆ ÇÂÃ ÃÈÚéÅ å¯º ò¿é×Æ ÃîÈÔ S åº̄ ØàÅ Õ¶ ÇÂÃçÅ À°ê-ÃîÈÔ F ìä Ç×ÁÅ ÔËÍ Ô¯̄ð ôìçÅ
Çò¼Ú, ÇÂÃ ìÅÕÆ ÃÈÚéÅ é¶ ÃÅé± ÁÃñ Çò¼Ú À°Ô ç¼ÇÃÁÅ ÔË ÇÕ ÔÅñÅå ù ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ éò¶º ì¶åðåÆì¶
êÌï¯¯× å¶ ðÈê Çò¼Ú ÃîÞäÅ ÚÅÔÆçÅ ÔË ÇÜÃçÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ Õ¶òñ À°Ôé» éåÆÇÜÁ» çÅ ÃîÈÔ ÔË ÇÜÔó¶ ÇÕ
ØàéÅ  F ç¶ éÅñ ÔéÍ
Ô¹ä F çÅ À°Ô ò¿é×Æ Çì³çÈ ÇÜÔóÅ E çÆ Áé±Õ±ñ ÔË, THH ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

F ù ò¿é×Æ ÃîÈÔ î³éç¶ Ô¯¯Â¶ ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ = 
1
4

Ü» F ç¶ ØÇàå Ô¯¯ä å¶ E çÆ Ã¿íÅòéÅ = 
1
4
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ØàéÅ E çÆ Ã¿íÅòéÅ ù ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ Üçµ̄ ÇÕ êåÅ ÔË ÇÕ ØàéÅ F ØÇàå Ô¯ Ú¹¼ÕÆ
ÔË Áå¶ ÇÂÃ ù P (E|F) ðÅÔÆº ÇñÖç¶ Ô»Í

íÅò P(E|F) =  
1
4

é¯à Õð¯ ÇÕ F ç¶ À°Ô å¼å ÇÜÔó¶ ØàéÅ E ç¶ òÆ Ã¿×å Çò¼Ú Ôé] E Áå¶ F ç¶ Ã»Þ¶ å¼å Ô¹¿ç¶ Ôé,
íÅò E ∩ F ç¶ ò¿é×Æ Çì³çÈ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ØàéÅ E çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ, Üç¯º ÇÕ êåÅ Ô¯ò¶ ÇÕ ØàéÅ  F ØÇàå Ô¯ Ú¹¼ÕÆ ÔË,
ù Ô¶á» ÇñÖÆ åð·» êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô» :

=
(E F)

(F)
n

n
∩

Ô¹ä Á³ô Áå¶ Ôð ù ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ å¼å» çÆ Õ°ñ Ç×äåÆ å¯º íÅ× Õðé å¶ ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ P (E|F)
Ô¶á» Çç¼å¶ êÌÕÅð å¯º ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË%

P(E|F) =

(E F)
P(E F)(S)

(F) P(F)
(S)

n
n
n
n

∩
∩

= ... (1)

é¯à Õð¯ ÇÕ (1) å» ÔÆ î³éä ï¯× ÔË Üç¯º ÇÕ P(F) ≠ 0 íÅò F ≠ φ (ÇÕÀ¹º ?)
ÇÂÃñÂÆ ÁÃÆº ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ù Ô¶á ÇñÖ¶ åðÆÕ¶ éÅñ êÇðíÅÇôå Õðç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ A: Ü¶Õð E Áå¶ F  ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì¶ êÌï¯× ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ å¯º Ã¿ì¿Çèå ç¯ ØàéÅò» Ôé, å»
F ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ å¶] E çÆ Ã¿íÅòéÅ Ô¶á ÇñÖ¶ ÃÈåð å¯¯º êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË%

P(E|F) =
P(E F)

P(F)
∩

, Üç¯¯º ÇÕ P(F) ≠ 0 ÔËÍ

13.2.1  ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ çÆÁ» Çòô¶ôåÅò» (Properties of conditional probability)

î³é ñÀ° ÇÕ E Áå¶ F ÇÕÃÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÆ ç¯ ØàéÅò» Ôé:
Çòô¶ôåÅ A   P (S|F) = P (F|F) = 1
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ P(S|F) =

P(S F) P(F) 1
P(F) P(F)

∩
= =

P(E|F) =
(E F)

F
∩ oQs vuoq wQy ifz rn’kZ fcna qvksa dh l[a ;k

oQs vuoq wQy ifz rn’kZ fcna vq ksa dh l[a ;k

ç¶ Áé°Õ±ñ ò¿é×Æ Çì³çÈÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ
ç¶ Áé°Õ±ñ ò¿é×Æ Çì³çÈÁ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ
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éÅñ ÔÆ P(F|F) =
P(F F) P(F) 1

P(F) P(F)
∩

= =

ÇÂÃ ñÂÆ P(S|F) = P(F|F) = 1
Çòô¶ôåÅ B   Ü¶Õð A Áå¶ B ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÆ Õ¯¯ÂÆ ç¯ ØàéÅò» Ôé Áå¶ F ÇÂ¼Õ Ô¯¯ð ØàéÅ ÇÂÃ
êÌÕÅð ÔË ÇÕ P(F) ≠ 0, å»,
P[(A ∪ B)|F)] =P(A|F) + P(B|F) – P[(A ∩ B)|F]
ÖÅÃ å½ð å¶,  Ü¶Õð A Áå¶  B ÁÅêÃ éÅ- Ü¹óÆ ØàéÅò» Ô¯ä å»,

P[(A∪B)|F)] = P(A|F) + P(B|F)

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
P[(A∪B)|F)] =

P[(A B) F]
P(F)
∪ ∩

=
P[(A F) (B F)]

P(F)
∩ ∪ ∩

(ÃîÈÔ» çÆ ÕÅà å¶ Ã¿Ø ç¶ ò¿â Çéïî ðÅÔÆº)

=
P(A F)+ P(B F) – P(A B F)

P(F)
∩ ∩ ∩ ∩

=
P(A F) P(B F) P[(A B) F]

P(F) P(F) P(F)
∩ ∩ ∩ ∩

+ −

= P(A|F) + P(B|F) – P(A∩B|F)

Üç¯º  A Áå¶ B ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ- Ü¹ó¶ Ô¯ä å»
P[(A ∩ B)|F)] = 0

⇒ P[(A ∪ B)|F)] = P(A|F) + P(B|F)

ÇÂÃ ñÂÆ Üçº̄ A Áå¶ B ÁÅêÃ Çò¼Ú éÅ- Ü¹óÆ ØàéÅò» Ô¯ä å», P(A ∪ B) = P(A|F) + P(B|F)

×¹ä C P (E′|F) = 1 – P(E|F)
×¹ä 1 å¯º ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ P (S|F) =  1

⇒ P [(E ∪ E′)|F)] = 1 ÇÕÀ°ºÇÕ  S = E ∪ E′

⇒ P (E|F) + P (E′|F) =1   ÇÕÀ°ºÇÕ E Áå¶ E′ ÁÅêÃ  Çò¼Ú éÅ- Ü¹óÆ ØàéÅò» Ôé

ÇÂÃ ñÂÆ P (E′|F) = 1 − P (E|F)

ÁÅÀ° Ô¹ä Õ°Þ À°çÅÔðä» ñÂÆÂ¶Í

×Çäå

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Ã¿íÅòéÅ       553

À°çÅÔðä A: Ü¶Õð P (A) = 
7

13 , P (B) = 
9

13  Áå¶ P (A ∩ B) = 
4

13 , å» P (A|B) êåÅ Õð¯Í

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ   
4

P(A B) 413P(A|B) = 9P(B) 9
13

∩
= =

À°çÅÔðä B: ÇÂ¼Õ êÇðòÅð Çò¼Ú ç¯ ì¼Ú¶ ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ Ô¯ò¶ ÇÕ ì¼ÇÚÁ» ÇòÚº̄ Ø¼à¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ ì¼ÚÅ
ñóÕÅ ÔË, å» ç¯ò¶º ì¼ÇÚÁ» ç¶ ñóÕÅ Ô¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?
Ô¼ñ:  î³é ñÀ° b ñóÕ¶ ù Áå¶ g ñóÕÆ ù çðÃÅÀ¹ºç¶ ÔéÍ êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË%

S = {(b,b), (g,b), (b,g), (g,g)}

î³é ñÀ° E Áå¶ F ´îòÅð% Ô¶á ÇñÖÆ ØàéÅò» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé:
E : ç¯ò¶º ì¼Ú¶ ñóÕ¶ Ôé
F : ì¼ÇÚÁ» Çò¼Ú¯º Ø¼à¯-Ø¼à ÇÂ¼Õ ñóÕÅ ÔË

å» E = {(b,b)} Áå¶ F = {(b,b), (g,b), (b,g)}

Ô¹ä E ∩ F = {(b,b)}

ÇÂÃ ñÂÆ P(F) = 3
4

Áå¶  P (E ∩ F ) = 
1
4

ÇÂÃ ñÂÆ P(E|F) =

1
P(E F) 14

3P(F) 3
4

∩
= =

À°çÅÔðä C:  ÇÂ¼Õ ìÕÃ¶ Çò¼Ú ç¼Ã ÕÅðâ Aå¯º A@ å¼Õ å¶ Ã¿êÈðé Ã¿ÇÖÁÅò» ÇñÖ Õ¶ ð¼Ö¶ Ô¯Â¶ Ôé Áå¶
À°ÔéÅ ù Ú¿×Æ åð·» ÇîñÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ìÕÃ¶ å¯º ÇÂ¼Õ ÕÅðâ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ÇãÁÅ Ç×ÁÅÍ
Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ Ô¯ò¶ ÇÕ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ÕÅðâ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 3 å¯º ò¼è ÔË, å» ÇÂÃ Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ÇÜÃå Ô¯ä çÆ ÕÆ
Ã¿íÅòéÅ ÔË?

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ  A ØàéÅ ÒÕ¼ã¶ Ô¯Â¶ ÕÅðâ å¶ ÇÜÃå Ã¿ÇÖÁÅ ÔË Ó Áå¶ B ØàéÅ Ò Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ÕÅðâ å¶
Ã¿ÇÖÁÅ 3 å¯º ò¼âÆ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÃÅù P(A|B) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ
ÇÂÃ êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË% S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

å» A = {2, 4, 6, 8, 10}, B = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

Áå¶ A ∩ B = {4, 6, 8, 10}

 Ã¿íÅòéÅ
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Ô¹ä P(A) =
5 7 4, P(B) = P(A B)

10 10 10
∩ =vkSj

å» P(A|B) =

4
P(A B) 410

7P(B) 7
10

∩
= =

À°çÅÔðä D:   ÇÂ¼Õ ÃÕ±ñ Çò¼Ú 1000 ÇòÇçÁÅðæÆ Ôé, ÇÜÔé» Çò¼Ú¯º̄ 430 ñóÕÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔ êåÅ ÔË
ÇÕ  430 Çò¼Ú¯º 10% ñóÕÆÁ» ÜîÅå XII Çò¼Ú êó·çÆÁ» ÔéÍ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆìÆ éÅñ
Ú¹ÇäÁÅ Ô¯̄ÇÂÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ ÜîÅå XII Çò¼Ú êó·çÅ ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯̄ÇÂÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ
ñóÕÆ ÔË?
Ô¼ñ: î³é ñÀ° E ØàéÅ Òì¶åðåÆì éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ ÜîÅå XII Çò¼Ú êó·çÅ ÔË Ó Áå¶ F ØàéÅ
Òì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÇòÇçÁÅðæÆ ñóÕÆ ÔËÓ ù ÇòÁÕå Õðç¶ ÔéÍ ÃÅù  P (E|F) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Ô¹ä P(F) =
430 0.43

1000
=  Áå¶ 43P(E F) = 0.043

1000
∩ =   (ÇÕÀ¹º?)

å»  P(E|F) =
P(E F) 0.043 0.1

P(F) 0.43
∩

= =

À°çÅÔðä E:   ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ Ã¹¼àä ç¶ êÌï¯¯× Çò¼Ú ØàéÅ A Áå¶ B ù Ô¶á ÇñÖ¶ åð·»
êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË:
A :  Ò åÆÜÆ À°ÛÅñ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 4 ÁÅÀ°äÅÓ
B : Ò êÇÔñÆ  À°ÛÅñ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 Áå¶ çÈÜÆ  å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 5 ÁÅÀ°äÅÓ
Ü¶Õð B çÅ ØÇàå Ô¯¯äÅ Çç¼åÅ ÔË, å» ØàéÅ A çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: ò¿é×Æ ÃîÈÔ Çò¼Ú 216 êÇðäÅî ÔéÍ
Ô¹ä, B = {(6,5,1), (6,5,2), (6,5,3), (6,5,4), (6,5,5), (6,5,6)}

A =
(1,1,4)   (1,2,4) ... (1,6,4) (2,1,4) (2,2,4) ... (2,6,4)
(3,1,4) (3,2,4) ... (3,6,4) (4,1,4) (4,2,4) ...(4,6,4)
(5,1,4) (5,2,4) ... (5,6,4) (6,1,4) (6,2,4) ...(6,6,4)

 
 
 
  

Áå¶ A ∩ B = {(6,5,4)}

Ô¹ä P(B) =
6

216  Áå¶  P(A ∩ B) = 
1

216

å» P(A|B) =

1
P(A B) 1216

6P(B) 6
216

∩
= =

×Çäå

Áå¶
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À°çÅÔðä F:  ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù ç¯¯ òÅðÆ Ã¼¹ÇàÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÅ Ü¯¯ó 6 êÌÅêå ÕÆåÅ
Ç×ÁÅÍ Ã¿ÇÖÁÅ 4 ç¶ Ø¼à¯¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ ÁÅÀ°ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

 Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ E ØÇàå Ò Ã¿ÇÖÁÅ 4 çÅ Ø¼à¯¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ ÁÅÀ°äÅ Ó Áå¶ F ØàéÅ Ò ç¯¯ò¶º
êÅÇÃÁ» å¶ ÁÅÂÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯¯ó 6 Ô¯¯äÅ Ó ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ
å» E = {(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (1,4), (2,4), (3,4), (5,4), (6,4)}
Áå¶ F = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ P(E) =
11
36

]  P(F) = 
5
36

Áå¶ E ∩ F = {(2,4), (4,2)}

Ô¹ä P(E ∩ F) =
2

36
ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË:

P(E|F) =

2
P(E F) 236

5P(F) 5
36

∩
= =

Ô¹ä å¼Õ ÁÃÆº À°Ôé» êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð ÕÆåÅ ÔË ÇÜÔéÅ ç¶ ÃÅð¶ éåÆÜ¶ Ãî- Ã¿íÅòÆ ÃÆÍ ÇÂÔé»
êÌï¯̄×» ñÂÆ ÁÃÆº ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ù êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ ÔËÍ Üç¯º̄ ÇÕ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ çÆ ÇÂÔ êÇðíÅôÅ,
ÇòÁÅêÕ ðÈê å¯¯º, À°Ã ÔÅñå Çò¼Ú òÆ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË, Üç¯¯ î½ÇñÕ ØàéÅò» Ãî-Ã¿íÅòÆ
éÅ Ô¯¯äÍ Ã¿íÅòéÅ P(E ∩ F) Áå¶ P (F) çÅ êðÆÕñé À°Ã Áé°ÃÅð ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° Ô¶á ÇñÖ¶ À°çÅÔðä» éÅñ ÇÂÃù ÃîÞÆÂ¶ :

À°çÅÔðä G:  ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù À°ÛÅñ¶ ÜÅä ç¶ êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð Õð¯¯Í Ü¶Õð ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅò¶ å» ÇÃ¼Õ¶ ù
ç¹ìÅðÅ À°ÛÅÇñÁÅ ÜÅò¶ êð Ü¶Õð ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅò¶ å» ÇÂ¼Õ êÅÃÅ Ã¹¼à¯¯Í Ü¶Õð ØàéÅ ÒØ¼à¯̄-Ø¼à ÇÂ¼Õ ê¼à
ÁÅÀ¹äÅÓ çÅ ØÇàå Ô¯̄äÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË å» ØàéÅ  ÒêÅÃ¶ å¶ 4 å¯º̄
ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁ» çÅ ÁÅÀ¹äÅÓ çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ: êÌï¯× ç¶ éåÆÜ¶ ÇÚ¼åð 13-1 Çò¼Ú çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ ÇÚ¼åð ù ðÈê-ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:
S = {(H,H), (H,T), (T,1), (T,2), (T,3), (T,4), (T,5), (T,6)} ÇÚ¼åð AC. A

Ã¿íÅòéÅ

êà

ÇÚ¼åð
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ÇÜ¼æ¶ (H,H) çðôÅÀ°ºçÅ ÔË ÎÇÕ ç¯¯ò¶º À°ÛÅñ» å¶ ÇÚ¼å ÁÅÇÂÁÅ ÔË,
Áå¶  (T, i) çðôÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ êÇÔñÆ À°ÛÅñ å¶ êà ÁÅÇÂÁÅ Áå¶
êÅÃ¶ ù Ã¹¼àä å¶ Ã¿ÇÖÁ» i ÁÅÂÆÍ

ÇÂ Ã  ñ Â Æ 8 î½ÇñÕ ØàéÅò»  (H,H), (H,T), (T,1), (T,2),

(T,3) (T,4), (T,5), (T,6) çÆ ´îòÅð 
1 1 1 1, , , ,
4 4 12 12

1 1 1 1, , ,
12 12 12 12  Ã¿íÅòéÅ ÇéðèÅÇðå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔË, ÇÜò¶º
ÇÕ ÇÚ¼åð 13-2 å¯¯º ÃÅø ÔËÍ

î³é ñò¯¯ F ØàéÅ ÇéðèÅÇðå ÒØ¼à¯¯-Ø¼à ÇÂ¼Õ ê¼à ÁÅÀ¹äÅÓ
Áå¶ E ØàéÅ ÒêÅÃ¶ å¶ 4 å¯¯º ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅÀ¹äÅÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ
å» F = {(H,T), (T,1), (T,2), (T,3), (T,4), (T,5), (T,6)}

E = {(T,5),  T,6)} vkSj  E ∩ F = {(T,5), (T,6)}
Ô¹ä P(F) = P({(H,T)}) + P ({(T,1)}) + P ({(T,2)}) + P ({(T,3)}) +

P ({(T,4)}) + P({(T,5)}) + P({(T,6)})

=
1 1 1 1 1 1 1 3
4 12 12 12 12 12 12 4

+ + + + + + =

Áå¶ P (E ∩ F) = P ({(T,5)}) + P ({(T,6)}) = 
1 1 1

12 12 6
+ =

ÇÂÃ ñÂÆ P(E|F) =

1
P(E F) 26

3P(F) 9
4

∩
= =

 ÁÇíÁÅÃ AC.A
1. Ü¶Õð E Áå¶ F ÇÂÃ åð·» çÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ P (E) = 0.6, P (F) = 0.3 Áå¶

P (E ∩ F) = 0.2] ÔË, å» P (E|F) Áå¶ P (F|E) êåÅ Õð¯¯Í
2. P(A|B) êåÅ Õð¯¯, Ü¶Õð P(B) = 0.5 Áå¶  P (A ∩ B) = 0.32 Ô¯ò¶Í
3. Ü¶Õð P(A) = 0.8,  P(B) = 0.5 Áå¶ P (B|A) = 0.4 êåÅ Õð¯¯Í

(i) P(A ∩ B) (ii) P(A|B) (iii) P(A ∪ B)

4. P(A ∪ B) êåÅ Õð¯¯, Ü¶Õð 2 P(A) = P(B) = 
5

13  Áå¶ ( ) 2P A|B =
5

vko‘Qfr 13.2

ÇÚ¼åð

êà

ÇÚ¼åð AC.A

Áå¶
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5. Ü¶Õð  P(A) = 
6

11
, P(B) = 

5
11  Áå¶ P(A ∪ B) 

7
11

=  å» êåÅ Õð¯¯ :
(i) P(A∩B) (ii) P(A|B) (iii) P(B|A)

Ô¶á ÇñÖ¶ êÌôé 6 å¯¯º 9 å¼Õ Çò¼Ú P(E|F)  êåÅ Õð¯¯Í
6. ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ:

(i) E : åÆÜÆ À°ÛÅñ å¶ ÇÚ¼å, F : êÇÔñÆ ç¯¯ò¶º À°ÛÅñ» å¶ ÇÚ¼å
(ii) E : Ø¼à¯̄-Ø¼à ç¯¯¯ ÇÚ¼å, F : ò¼è å¯̄º ò¼è ÇÂ¼Õ ÇÚ¼å
(iii) E : ò¼è å¯¯º ò¼è ç¯¯ êà, F : Ø¼à¯¯-Ø¼à ç¯¯¯ êà

7. ç¯¯ ÇÃ¼ÇÕÁ» ù ÇÂ¼Õ òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ :
(i) E : ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ å¶ êà ÁÅÀ¹äÅ  F : ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ¹äÅ
(ii) E :  Õ¯¯ÂÆ êà éÅ ÁÅÀ¹äÅ F Õ¯¯ÂÆ ÇÚ¼å éÅ ÁÅÀ¹äÅ

8. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË:
E : åÆÜÆ À°ÛÅñ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 4 ÁÅÀ¹äÅ
F : êÇÔñÆ ç¯¯ À°ÛÅñ» å¶ ´îòÅð 6 Áå¶ 5 ÁÅÀ¹äÅ

9. ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ç¶ ÇÚ¼åð Çò¼Ú îÅåÅ, ÇêåÅ Áå¶ ê¹¼åð ì¶åðåÆìÆ éÅñ Öó¶ Ôé:
E :  ê¹¼åð ÇÂ¼Õ ÇÃð¶ å¶ ÖóÅ ÔË, F : ÇêåÅ ÇòÚÕÅð ÖóÅ ÔËÍ

10. ÇÂ¼Õ ÕÅñ¶ Áå¶ ÇÂ¼Õ ñÅñ êÅÃ¶ ù À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ ÔË :
(a) êÅÇÃÁ» å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó 9 Ô¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ

Ô¯ò¶ ÇÕ ÕÅñ¶ êÅÃ¶ å¶ 5 ÁÅÇÂÁÅ ÔËÍ
(b) êÅÇÃÁ» å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó 8 Ô¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ

Ô¯ò¶ ÇÕ ñÅñ êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 4 å¯º Ø¼à ÔËÍ
11. ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö êÅÃ¶ ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ØàéÅò» E = {1,3,5},  F = {2,3},  Áå¶  G =

{2,3,4,5} ñÂÆ Ô¶á ÇñÖ¶ êåÅ Õð¯ :
(i) P (E|F) Áå¶  P (F|E) (ii) P (E|G) Áå¶  P (G|E)

(iii) P (E ∪ F|G) Áå¶ P (E ∩ F|G)
12. î³é ñÀ° ÇÕ Üéî ñËä òÅñ¶ ì¼Ú¶ çÅ î¹¿âÅ Ü» Õ°óÆ Ô¯äÅ Ãî- Ã¿íÅòÆ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ êÇðòÅð Çò¼Ú

ç¯ ì¼Ú¶ Ôé, å» ç¯ò¶º ì¼ÇÚÁÅ ç¶ Õ°óÆ Ô¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË, Ü¶Õð ÇÂÔ Çç¼åÅ Ô¯ò¶ ÇÕ (i)
Ãí å¯º Û¯àÅ ì¼ÚÅ Õ°óÆ ÔË (ii) Ø¼à¯¯-Ø¼à ÇÂ¼Õ ì¼ÚÅ Õ°óÆ ÔËÍ

13. ÇÂ¼Õ ÁÇèÁÅêÕ ç¶ Õ¯ñ 300 Ã¼Ú/ÞÈá åð·» ç¶ ÁÃÅé êÌôé, 200 Ã¼Ú/ÞÈá åð·» ç¶ î¹ôÇÕñ êÌôé,
500 ìÔ¹- ÇòÕñê êÌÕÅð ç¶ ÁÃÅé êÌôé Áå¶ 400 ìÔ¹- ÇòÕñê êÌÕÅð ç¶ î¹ôÇÕñ êÌôé ÔéÍ
Ü¶Õð êÌôéÅ Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ êÌôé ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË, å» ÇÂ¼Õ ÁÃÅé êÌôé çÆ ìÔ¹-
ÇòÕñêÆ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?
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14. ÇÂÔ Çç¼åÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ ç¯ êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼àä å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» ò¼Ö- ò¼Ö ÔéÍ ç¯¯ò¶º Ã¿ÇÖÁÅò»
ç Å  Ü ¯̄ó  4 Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

15. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Ã¹¼àä ç¶ êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð Õð¯¯Í Ü¶Õð êÅÃ¶ å¶ ÁÅÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ 3 çÆ ×¹äÜ ÔË å» êÅÃ¶
ù ç¹ìÅðÅ Ã¹¼à¯ Áå¶ Ü¶Õð Õ¯¯ÂÆ Ô¯¯ð Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅò¶ å» ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù À°ÛÅñ¯¯Í ØàéÅ ÒØ¼à¯¯- Ø¼à ÇÂ¼Õ
êÅô¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 3 ÁÅÀ°äÅ Ó Çç¼åÅ Ô¯¯¯ÇÂÁÅ ÔË å» ØàéÅ ÒÇÃ¼Õ¶ å¶ ê¼à ÁÅÀ°äÅÓ çÆ ìÅôðå
Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¶á ÇñÖ¶ êÌôé» Çò¼Ú¯º̄ Ôð¶Õ Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯̄Í

16.  Ü¶Õð P (A) = 
1
2 , P(B) = 0 å» P (A|B) ÔË :

(A) 0 (B)
1
2 (C) êÇðíÅÇôå éÔÆº (D) 1

17. Ü¶Õð  A Áå¶ B ç¯ ØàéÅò» ÇÂÃ êÌÕÅð Ôé ÇÕ P (A|B) = P (B|A) ≠ 0 å»
(A) A ⊂ B (B) A = B (C) A ∩ B = φ
(D) P (A) = P(B)

13.3  Ã¿íÅòéÅ çÅ ×¹äÅ Çéïî (Multiplication Theorem on Probability)
î³é ñÀ° ÇÕ E Áå¶ F ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÆÁ» ç¯ ØàéÅò» ÔéÍ ÃÅø å½ð å¶ ÃîÈÔ
E ∩ F  ç¯¯ò¶º ØàéÅò» E Áå¶  F  ç¶ ØÇàå Ô¯¯ä ù çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔËÍ Ô¯¯ð ôìç» Çò¼Ú  E ∩ F  ØàéÅò» a
E Áå¶  F ç¶ ÇÂ¼Õ¯ Ãî¶º Çò¼Ú ØÇàå Ô¯¯ä ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ØàéÅ  E ∩ F ù  EF òÆ ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁÕÃð ÁÃÆº Ã¿ï°Õå ØàéÅ EF çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé çÆ ÷ðÈðå Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°çÅÔðä  ñÂÆ, ÇÂ¼Õ
ç¶ ìÅÁç çÈÜ¶ ê¼å¶ ù Õ¼ãä ç¶ êÌï¯× Çò¼Ú ÁÃÆº ÇîôÇðå ØàéÅ ÒÇÂ¼Õ ìÅçôÅÔ Áå¶ ÇÂ¼Õ ðÅäÆÓ  çÆ
Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé ç¶ ÇÂÛ°Õ Ô¯ ÃÕç¶ Ô»Í ØàéÅ EF çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé ñÂÆ ÁÃÆº ìÅôðå
Ã¿íÅòéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô» ÇÜò¶º ÇÕ Ô¶á» ÇòÖÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

 ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ØàéÅ F ç¶ Çç¼å¶ ÜÅä å¶ ØàéÅ E çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ù
P(E|F)  ðÅÔÆº çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé Áå¶ ÇÂÃé±¿ Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» êåÅ Õðç¶ ÔéÍ

P(E|F) =
P(E F) ,P(F) 0

P(F)
∩

≠

À°µå¶ Çç¼å¶ éåÆÜ¶ åº̄ ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ
P(E ∩ F) = P (F) . P (E|F)

... (1)
ÁÃÆº ÇÂÔ òÆ ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
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P(F|E) =
P(F E) ,P (E) 0

P(E)
∩

≠

Ü» P(F|E) =
P(E F)

P(E)
∩

(ÇÕÀ°ºÇÕ E ∩ F = F ∪ E)

ÇÂÃ ñÂÆ P(E ∩ F) = P(E) . P(F|E) ... (2)

(1) Áå¶ (2) é±¿ Çîñä å¶ ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ,
P(E ∩ F) = P(E) P(F|E) = P(F). P(E|F) Üç¯º ÇÕ P(E) ≠ 0 Áå¶ P(F) ≠ 0

À°µå¶ Çç¼å¶ éåÆÜ¶ ù ÒÃ¿íÅòéÅ çÅ ×¹äé Çéïî Ó ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÁÅÀ° ÇÂ¼Õ À°çÅÔðä ò¶ÖÆÂ¶Í

À°çÅÔðä H: ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú 10 ÕÅñÆÁ» Áå¶ 5 Ãø¶ç ×¶ºç¶ ÔéÍ ç¯̄ ×¶ºç» ÇÂ¼Õ ç¶ ìÅÁç ÇÂ¼Õ Õ¼ãÆÁ»
Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ êÇÔñÆ ×¶ºç çÈÜÆ ç¶ Õ¼ãä å¯º̄ êÇÔñÆ î¹ó éÔÆº ð¼ÖÆ Ü»çÆ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ Õñô Çò¼Ú¯̄º
Ôð¶Õ ×¶ºç çÅ Õ¼ãäÅ ÃîÎ-Ã¿íÅòÆ ÔË, å» ç¯¯ò¶º ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Õ¼ãä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

 Ô¼ñ:  î³ÇéÁÅ ÇÕ E ÒêÇÔñÆ ÕÅñÆ ×¶ºç ç¶ ÇéÕñäÓ çÆ ØàéÅ ÔË Áå¶ F ÒçÈÜÆ ÕÅñÆ ×¶ºç ÇéÕñäÓ
çÆ ØàéÅ ÔËÍ ÁÃÆº P(E∩F) Ü» P (EF) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ

Ô¹ä P(E) = P =  (êÇÔñÆ Õ¼ãÆ ÕÅñÆ ×¶ºç)
10
15

éÅñ ÔÆ Çç¼åÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ êÇÔñÆ òÅðÆ Çò¼Ú ÕÅñÆ ×¶ºç Õ¼ãÆ ÔË íÅò ØàéÅ E ØÇàå Ô¯̄ÂÆ ÔË, Ô¹ä
Õñô Çò¼Ú 9 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Áå¶ 5 Ãø¶ç ×¶¶ºç» ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ, çÈÜÆ ×¶ºç ÕÅñÆ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ Üç¯̄º
ÇÕ êÇÔñÆ ×¶ºç ÕÅñÆ ÔË Õ°Þ Ô¯̄ð éÔÆº Õ¶òñ F çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÔË Üç¯¯º E  çÅ ØÇàå Ô¯¯äÅ êåÅ ÔËÍ

íÅò P(F|E) =
9

14
Ô¹ä Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî ðÅÔÆº ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË,

P(E∩F) = P(E) P(F|E) = P(E) . P(F|E), P(G|EF)

=
10 9 3
15 14 7

× =

ç¯̄ å¯¯º ò¼è ØàéÅò» ñÂÆ Ã¿íÅòéÅ çÅ ×¹äÅ Çéïî: Ü¶Õð  E, F Áå¶ G ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆÁ» ØàéÅò»
Ôé å»,

P(E∩F∩G) = P(E) P(F|E) P(G|E∩F) = P(E) P(F|E) P(G|EF)
ÇÂÃ åð·» Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî çÅ ÇòÃæÅð ÚÅð Ü» ò¼è ØàéÅò» ñÂÆ òÆ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Ô¶á
ÇñÖÆ À°çÅÔðä Çå¿é ØàéÅò» ñÂÆ Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî çÅ Ãê¼ôàÆÕðé Çç³çÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä I: EB ê¼ÇåÁ» çÆ Ú¿×Æ ëËºàÆ Ô¯¯ÂÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯̄º ÇÂ¼Õ ç¶ ìÅÁç ÇÂ¼Õ Çå¿é ê¼å¶ ì×Ëð ìçñ¶ Õ¼ã¶
×Â¶Í êÇÔñ¶ ç¯¯ ê¼ÇåÁ» çÅ ìÅçôÅÔ Áå¶ åÆÜ¶ çÅ ÇÂ¼ÕÅ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔËÍ

Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ  K ØàéÅ ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ ÔËÓ ù Áå¶ A ØàéÅ  ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ
ÔË ÇÂ¼ÕÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÃÅø å½ð å¶ ÃÅù P (KKA) êåÅ ÕðéÅ ÔË:

Ô¹ä P(K) =
4

52
éÅñ ÔÆ P(K|K) ÇÂÔ êåÅ Ô¯¯ä å¶ ÇÕ ÒêÇÔñÅ Õ¼ÇãÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ ÔËÓ êð çÈÜ¶ ê¼å¶ çÅ ìÅçôÅÔ

Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ù ç¼ÃçÅ ÔËÍ Ô¹ä ×¹¼àÆ Çò¼Ú (52 − 1) = 51 ê¼å¶ Ôé ÇÜÔéÅ Çò¼Ú¯¯º Çå¿é ìÅçôÅÔ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(K|K) =
3
51

ÇÂÃ ñÂÆ P(A|KK) åÆÜ¶ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ê¼å¶ ç¶ ÇÂ¼Õ¶ Ô¯¯ä çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ÔË Üç¯¯º ÇÕ ÃÅù êåÅ ÔË
ÇÕ ç¯¯ ìÅçôÅÔ êÇÔñ» ÔÆ Õ¼ã¶ ÜÅ Ú¹¼Õ¶ ÔéÍ Ô¹ä ×¹¼àÆ Çò¼Ú E@ ê¼å¶ ÔÆ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(A|KK) =
4P(A|K K)

50
=

Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî ðÅÔÆº ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË ÇÕ:
P(KKA) = P(K) P(K|K) P(A|KK)

=
4 3 4 2

52 51 50 5525
× × =

AC.D  Á÷Åç ØàéÅò» (Independent Events)
52 ê¼ÇåÁ» çÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯̄º ÇÂ¼Õ ê¼åÅ Õ¼ãä ç¶ êÌï¯̄× å¶ ÇòÚÅð Õð¯¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ î½ÇñÕ ØàéÅ ù Ãî-
Ã¿íÅòÆ î³ÇéÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÔË Ü¶Õð E Áå¶ F ́ îòÅð% ØàéÅò»  ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯̄ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÚóÆ çÅ ÔËÓ Áå¶
ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼ÕÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé, å»

P(E) =
13 1 4 1P(F)
52 4 52 13

= = =rFkk

éÅñ ÔÆ  ^E Áå¶ F ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÚóÆ çÅ ÇÂ¼ÕÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔË,

ÇÂÃ ñÂÆ P(E ∩ F) =
1
52

ÇÂÃ ñÂÆ P(E|F) =

1
P(E F) 152

1P(F) 4
13

∩
= =

ÇÕÀ°ºÇÕ  P(E) = 
1
4 = P (E|F), ÔË ÁÃÆº ÕÇÔ ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ØàéÅ  F ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ é¶

ØàéÅ  E çÆ Ã¿íÅòéÅ å¶ Õ¯ÂÆ ÁÃð éÔÆº êÅÇÂÁÅÍ

Áå¶
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ÃÅù ÇÂÔ òÆ êÌÅêå ÔË ÇÕ P(F|E) =

1
P(E F) 152 P(F)1P(E) 13

4

∩
= = =

ç¹ìÅðÅ P(F) = 
1

13  = P(F|E)  çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË ÇÕ ØàéÅ E ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ é¶ ØàéÅ F  çÆ
Ã¿íÅòéÅ å¶ Õ¯ÂÆ ÁÃð éÔÆº êÅÇÂÁÅÍ
ÇÂÃ ñÂÆ E Áå¶ F ÇÂÃ åð·» çÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ØàéÅ ç¶ ØÇàå Ô¯ä çÆ ÃÈÚéÅ çÈÜÆ
ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ å¶ Õ¯ÂÆ ÁÃð éÔÆº êÅÀ¹ºçÆ ÔËÍ
ÇÂÃ êÌÕÅð çÆ ØàéÅò» ù Á÷Åç ØàéÅò» ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

 êÇðíÅôÅ B:  ç¯ ØàéÅò» E Áå¶ F ù Á÷Åç ØàéÅò» ÕÇÔ³ç¶ Ôé Ü¶Õð
P(F| E) = P(F)  Üç¯º ÇÕ P(E)  ≠ 0

P(E| F) = P(E)  Üç¯º ÇÕ P(F)  ≠ 0

ÇÂÃ êÌÕÅð êÇðíÅôÅ Çò¼Ú P(E) ≠ 0 Áå¶ P(F) ≠ 0 Ô¯äÅ ñÅ÷îÆ ÔËÍ
Ô¹ä Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî å¯̄º

P(E ∩ F) = P(E) P(F|E) ... (1)
Ü¶Õð E Áå¶ F Á÷Åç ØàéÅò» Ô¯ä å» (1) å¯º ÃÅù ÇîñçÅ ÔË ÇÕ

P(E ∩ F) = P(E) P(F) ... (2)
ÇÂÃ ñÂÆ (2) ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ å¯º ÁÃÆº ç¯ ØàéÅò» çÆ Á÷ÅçÆ ù Ô¶á ÇñÖÆ åð·» êÇðíÅÇôå Õð

ÃÕç¶ Ô»Í
 êÇðíÅôÅ C:  î³é ñú° E Áå¶ F ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌ²ï¯× ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆÁ» ç¯ ØàéÅò» Ôé, å»  E
Áå¶ F Á÷Åç ØàéÅò» Ô¹¿çÆÁ» Ôé Ü¶Õð

P(E ∩ F) = P(E)  P(F)
 Çà¼êäÆ

1. ç¯ ØàéÅò»  E Áå¶ F ÁÅôÇðå (dependent) ÕÇÔ³ç¶ Ô»] Ü¶Õð À°Ô ÁÜÅç éÅ Ô¯ä íÅò
Ü¶Õð P(E ∩ F ) ≠ P(E) . P(F) ÔËÍ

2. Õç¶-Õç¶ Á÷Åç ØàéÅò» Áå¶ ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò» ç¶ ÇòÚÕÅð íðî êËçÅ Ô¹¿çÅ ÔËÍ
ÒÁ÷Åç ØàéÅò»Ó çÆ êÇðíÅôÅ ÒØàéÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅÓ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔË Üç¯º ÇÕ
ÒÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò»Ó çÆ êÇðíÅôÅ ÒØàéÅò»Ó ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÆ ×ÂÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯º
ÇÂñÅòÅ, ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò» Çò¼Ú Õ¯ÂÆ òÆ éåÆÜÅ ÃçÅ ñÂÆ éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔË êð
Á÷Åç ØàéÅò» Çò¼Ú éåÆÜ¶ ÃçÅ ñÂÆ Ô¯ òÆ ÃÕç¶ Ôé, Ü¶Õð Ôð¶Õ ØàéÅ éÅ-ÖÅñÆ ÔËÍ ÃÅø
å½ð å¶ ÒÁÜÅç ØàéÅò»Ó Áå¶ ÒÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò»Ó ÃîÅé éÔÆº ÔéÍ
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çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, Ü¶Õð ç¯ ÇÂÔ¯ ÁÇÜÔÆÁ» ÁÜÅç ØàéÅò» ØàçÆÁ» Ôé ÇÜÔéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ
×Ëð ÇÃøð ÔË, å» À°Ô ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ éÔÆº Ô¯¯ ÃÕçÆ ÔéÍ À°ñà å½ð Óå¶ Ü¶Õð ç¯ ×Ëð ÇÃøð
Ã¿íÅòéÅ òÅñÆÁ» ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ ØàéÅò» ØàçÆÁ» Ôé, å» À°Ô ÁÜÅç éÔÆº Ô¯
ÃÕçÆÁ» ÔéÍ

3. ç¯ ì¶åðåÆì êÌï¯¯× ÁÜÅç ÕÇÔñÅÀ¹ºç¶ Ôé, Ü¶Õð Ôð¶Õ ØàéÅ Ü¯¯óÅ E Áå¶ F ñÂÆ, ÇÜ¼æ¶ E
êÇÔñ¶ êÌï¯̄× å¯̄º Áå¶ F çÈÜ¶ êÌï¯¯× å¯º̄ Ã¿ì¿Çèå Ôé, ØàéÅò»  E Áå¶ F ç¶ éÅñ ØÇàå Ô¯¯ä çÆ
Ã¿íÅòéÅ, Üç¯¯º ç¯¯ò¶º êÌï¯¯× êÈð¶ ÕÆå¶ ÜÅä, Ã¿íÅòéÅ P(E) Áå¶ P(F) ç¶ ×¹äéëñ ç¶ ìðÅìð
Ô¹¿çÆÁ» Ôé, ÇÜÔé» çÅ êÇðÕñé ç¯¯ò¶º êÌï¯¯×» ç¶ ÁèÅð å¶ ò¼Ö-ò¼Ö ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË, íÅò
P(E∩F) = P(E), P(F)

4. Çå¿é ØàéÅò» A, B Áå¶ C ù Á÷Åç ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð
P(A∩B) = P(A) P(B)
P(A∩C) = P(A) P(C)
P(B∩C) = P(B) P(C)

Áå¶ P(A∩B∩C) = P(A) P(B)  P(C)
Ü¶Õð À°µå¶ Çç¼å¶ Çò¼Ú¯º Ø¼à¯º- Ø¼à ÇÂ¼Õ òÆ ôðå Ã¼Ú éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔË å» Çç¼åÆ Ô¯¯ÂÆ ØàéÅò» ù
Á÷Åç éÔÆº ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä A@: ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù ÇÂ¼Õ òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ØàéÅ  ÒêÅÃ¶ å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅ 3 çÅ ×¹äÜ ÔËÓ,
ù E å¯¯º Áå¶ ÒêÅÃ¶ å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃå ÔËÓ, ù F å¯¯º ÇéðÈÇêå ÕÆåÅ ÜÅò¶ å» ç¼Ã¯ ÕÆ ØàéÅò»  E
Áå¶ F Á÷Åç Ôé?

Ô¼ñ: ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÇÂÃ êÌï¯¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË,  S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Ô¹ä E = {3, 6}, F = {2, 4, 6} Áå¶  E ∩ F = {6}

å» P(E) = 
2 1 3 1 1, P(F) P(E  F)
6 3 6 2 6

= = = ∩ =vkSj

ÃÅø å½ð å¶ P(E ∩ F) = P(E) . P(F)
ÇÂÃ ñÂÆ  E Áå¶ F ÁÜÅç ØàéÅò» ÔéÍ

À°çÅÔðä AA:  ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö (unbiased) êÅÃ¶ ù ç¯̄ òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅÍ î³é ñò¯̄ A ØàéÅ ÒêÇÔñÆ
À°ÛÅñ å¶ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯¯äÅÓ Áå¶ B ØàéÅ ÒçÈÜÆ À°ÛÅñ å¶  à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯¯äÅÓ
çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ØàéÅò» A Áå¶ B ç¶ Á÷Åç çÅ ÇéðÆÖä Õð¯¯Í

 Ô¼ñ: Ü¶Õð ÃÅð¶ 36 î½ÇñÕ ØàéÅò» ù Ãî- Ã¿íÅòÆ î³ÇéÁÅ ÜÅò¶ å»
18 1P(A)
36 2

= =   Áå¶ 
18 1P(B)
36 2

= =

éÅñ ÔÆ P(A ∩ B) = P (ç¯¯ò¶º À°ÛÅñ» Çò¼Ú à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêåÅ Ô¯̄äÅ)

Áå¶
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=
9 1
36 4

=

Ô¹ä P(A) . P(B) =
1 1 1
2 2 4

⋅ =

P(A ∩ B) = P(A) . P(B)

ÇÂÃ ñÂÆ  A  Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» ÔéÍ

À°çÅÔðä AB: Çå¿é ÇÃ¼ÇÕÁ» ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ î³é ñÀ° E ØàéÅ Ò Çå¿é ÇÚ¼å Ü» Çå¿é êà êÌÅêå
Ô¯äÅÓ Áå¶ F  ØàéÅ Ò Ø¼à¯º- Ø¼à ç¯ ÇÚ¼å êÌÅêå Ô¯äÅÓ Áå¶ G ØàéÅ Ò ò¼è å¯º ò¼è ç¯ êà êÌÅêå Ô¯äÅÓ
ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ Ü¯ó¶ (E,F), (E,G) Áå¶ (F,G) Çò¼Ú ÇÕÔó¶-ÇÕÔó¶ Á÷Åç Ôé? ÇÕÔó¶-ÇÕÔó¶
Çéðíð Ôé?
Ô¼ñ: êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:

S = {HHH, HHT,   HTH,  THH, HTT, THT, TTH, TTT}
ÃÅø å½ð å¶, E = {HHH, TTT},  F= {HHH, HHT, HTH, THH}

Áå¶ G = {HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}

éÅñ ÔÆ E ∩ F = {HHH},   E ∩ G = {TTT},   F ∩ G = { HHT, HTH, THH}

ÇÂÃ ñÂÆ P(E) =
2 1 4 1 7, P(F) , P(G)
8 4 8 2 8

= = = =

P(E ∩ F) =
1 1 3, P(E G) , P(F G)
8 8 8

∩ = ∩ =

éÅñ ÔÆ P(E) . P(F) =
1 1 1 1 7 7, P(E) P(G)
4 2 8 4 8 32

× = ⋅ = × = vkjS  
1 7 7P(F) P(G)
2 8 16

⋅ = × =

ÇÂÃ ñÂÆ P(E ∩ F) = P(E) . P(F)
P(E ∩ G) ≠ P(E) . P(G)

Áå¶ P(F ∩ G) ≠ P(F) . P(G)

ÇÂÃ ñÂÆ ØàéÅò» (E Áå¶ F) Á÷Åç  Ôé Üçº̄ ÇÕ ØàéÅò» (F Áå¶ G) Áå¶ (E Áå¶ G) ÁÅôÇðå ÔéÍ

À°çÅÔðä AC: ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ Ü¶Õð E Áå¶  F ç¯ Á÷Åç ØàéÅò» Ôé å» E Áå¶ F′ Á÷Åç Ô¯ä×ÆÁ»Í
Ô¼ñ: ÇÕÀ°ºÇÕ E Áå¶ F Á÷Åç Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ        P(E ∩ F) = P(E) . P(F) ... (1)

ÇÚ¼åð AC.C ç¶ òËµé ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð å¯º ÇÂÔ Ãêôà ÔË ÇÕ E ∩ F Áå¶  E ∩ F′ ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ
ØàéÅò» Ôé Áå¶ éÅñ ÔÆ

E = (E ∩ F) ∪ (E ∩ F′)

Áå¶
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ÇÕÀ°ºÇÕ E ∩ F Áå¶ E ∩ F′ ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆÁ» Ôé,
ÇÂÃ ñÂÆ P(E) = P(E ∩ F) + P(E ∩ F′)

Ü» P(E ∩ F′) = P(E) − P(E ∩ F)
= P(E)  − P(E) . P(F) (1) å¯º
= P(E) [1 − P(F]
= P(E) . P(F′)

ÇÂÃ ñÂÆ E Áå¶ F′ Á÷Åç ØàéÅò» Ôé,

AÇà¼êäÆ   ÇÂÃ êÌÕÅð ÇÂÔ çðÃÅÇÂÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÕ
(a) E′ Áå¶ F Á÷Åç ÔË
(b) E′ Áå¶ F′ Á÷Åç ÔË

À°çÅÔðä AD:  Ü¶Õð A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Ôé å», A  Ü» B Çò¼Ú¯º Ø¼à¯º- Ø¼à ÇÂ¼Õ ç¯ Ô¯ä çÆ
Ã¿íÅòéÅ = 1− P(A′)  P(B′)

Ô¼ñ: P(A Ü» B Çò¼Ú¯º Ø¼à¯º- Ø¼à ÇÂ¼Õ çÅ Ô¯äÅ) =P(A ∪ B)
= P(A) + P(B) − P(A ∩ B)
= P(A) + P(B) − P(A) P(B)
= P(A) + P(B) [1−P(A)]
= P(A)  +  P(B) . P(A′)
= 1− P(A′) + P(B) P(A′)
= 1− P(A′)  [1− P(B)]
= 1− P(A′) P (B′)

ÁÇíÁÅÃ AC.B

1.  Ü¶Õð  P(A) 
3
5

=  ] P (B) 
1
5

=  Áå¶ A  Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Ôé å»  P (A   ∩ B) êåÅ Õð¯Í
2. 52 ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Çìé» ìçñ¶ ç¯ ê¼å¶ Õ¼ã¶ ×Â¶Í ç¯ò¶º ê¼ÇåÁ» ç¶ ÕÅñ¶
     ð¿× çÅ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í
3. Ã¿åÇðÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ¯º ìÕÃ¶ çÅ ÇéðÆÖä À°Ã Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ì×Ëð ìçñ¶ Çå¿é Ã¿åð¶ Õ¼ã Õ¶ ÕÆåÅ
     Ü»çÅ ÔËÍ Ü¶Õð Çå¿é¶ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ Ã¿åð¶ Ú¿×¶ Ô¯ä å» ìÕÃ¶ ù ò¶Úä ñÂÆ ÃòÆÕÅð ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË éÔÆº å»

ÁÃòÆÕÅð Õð Çç³ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ìÕÃ¶, ÇÜÃ Çò¼Ú 15 Ã¿åð¶ Ôé ÇÜÔé» Çò¼Ú¯º 12 Ú¿×¶ Áå¶ 3 ÖðÅì
Ã¿åð¶ Ôé, ÕÆ ÇòÕðÆ ñÂÆ ÃòÆÕÅð Ô¯ä ñÂÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

ÇÚ¼åð AC. C

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



Ã¿íÅòéÅ       565

4. ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö ÇÃ¼ÕÅ Áå¶ ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö êÅÃ¶ ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅÍ î³é ñÀ° A ØàéÅ  Ò ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å
ÁÅÀ¹äÅÓ Áå¶  B ØàéÅ ÒêÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 3 ÁÅÀ¹äÅÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇéðÆÖä Õð¯ ÇÕ
ØàéÅò» A Áå¶  B Á÷Åç Ôé Ü» éÔÆº?

5. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ å¶ 1, 2, 3  ñÅñ ð¿× éÅñ Áå¶ 4, 5, 6 Ôð¶ ð¿× éÅñ ÇñÖ¶ ×Â¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÅÃ¶ ù Ã¹¼ÇàÁÅ
Ç×ÁÅÍ î³é ñÀ° A ØàéÅ Ò Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃå ÔËÓ Áå¶ B  ØàéÅ Ò Ã¿ÇÖÁÅ ñÅñ ð¿× éÅñ ÇñÖÆ
Ô¯ÂÆ ÔËÓ, ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÕÆ A Áå¶ B Á÷Åç Ôé?

6. î³é ñÀ° E Áå¶ F  ç¯ ØàéÅò» ÇÂÃ åð·» Ôé ÇÕ P(E) 
3
5

= , P (F) 
3

10
=  Áå¶ P (E ∩ F)

= 
1
5 å» ÕÆ E Áå¶ F Á÷Åç Ôé?

7. A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ØàéÅò» Çç¼åÆÁ» Ôé ÇÜ¼æ¶ ( ) 1P A =
2

, P (A ∪ B) 
3=
5

 Áå¶ P(B)

ÔË  p.p  çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯¯ Ü¶Õð (i) ØàéÅò» ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆÁ» Ôé (ii) ØàéÅò»
Á÷Åç ÔéÍ

8. î³é ñÀ° A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Ôé Áå¶  P(A) = 0.3  Áå¶ P(B) = 0.4. ÔË, å»
(i) P (A ∩ B) (ii) P (A ∪ B)

(iii) P(A|B) (iv) ( )P B | A êåÅ Õð¯¯Í

9. Çç¼åÆ Ô¯¯ÂÆ ØàéÅò» A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» Ôé, ÇÜ¼æ¶  P(A) 
1
4

= ,  P (B) = 
1
2  Áå¶ P(A

∩ B) = 
1
8

 å» P(A&éÔÆº Áå¶ B&éÔÆº) êåÅ Õð¯¯Í

10. î³é ñÀ° A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» ØàéÅò» Ôé ÇÕ  P(A) = 
1
2  Áå¶ P(B) = 

7
12

 Áå¶

P(A&éÔÆº Áå¶ B&éÔÆº) 
1
4

=  ÔËÍ ÕÆ A  Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» ÔË?

11. A Áå¶ B Á÷Åç ØàéÅò» Çç¼åÆÁ» Ôé ÇÜ¼æ¶  P(A) = 0.3, Áå¶ P (B)  =  0.6 å»
(i) P(A Áå¶ B) (ii) P(A Áå¶ B&éÔÆº)

  (iii) P(A Ü» B) (iv) P(A Áå¶ B Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ éÔÆº ) çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯¯Í
12. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Ø¼à¯ Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í
13. ç¯ ×¶ºçÅ ÇÂ¼Õ â¼ì¶ Çò¼Úº̄ Çìé» ìçñ¶ Õ¼ãÆÁ» Ü»çÆÁ» ÔéÍ â¼ì¶ Çò¼Ú 10 ÕÅñÆÁ» Áå¶ 8  ñÅñ

×¶ºç» Ôé å» Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ  (i)  ç¯ò¶º ×¶ºçÅ ñÅñ ÔéÍ, (ii) êÇÔñÆ ÕÅñÆ å¶ çÈÜÆ ñÅñ
ÔË (iii) ÇÂ¼Õ ÕÅñÆ Áå¶ çÈÜÆ ñÅñ ÔËÍ
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14. ÇÂ¼Õ ÖÅÃ Ãî¼ÇÃÁÅ ù A Áå¶  B ðÅÔÆº Á÷ÅçÆ éÅñ Ô¼ñ Õðé çÆ Ã¿íÅòéÅò» ́ îòÅð 
1
2  Áå¶ 

1
3

ÔéÍ Ü¶Õð ç¯ò¶º, Á÷ÅçÆ éÅñ Ãî¼ÇÃÁÅ Ô¼ñ Õðé çÆ Õ¯Çôô Õðç¶ Ôé, å» Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ:
(i) Ãî¼ÇÃÁÅ Ô¼ñ Ô¯ò¶×ÆÍ
(ii) À°ÔéÅ Çò¼Ú¯º Õ¶òñ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ Ô¼ñ Õð¶×ÅÍ

15. åÅô ç¶ 52 ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ëËºàÆ Ô¯ÂÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ê¼åÅ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔË
Ô¶á ÇñÖÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ØàéÅò»  E Áå¶ F Á÷Åç ÔË?

(i) E : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ Ô¹Õî çÅ ÔËÍ
F : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÇÂ¼ÕÅ ÔËÍ

(ii) E : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ÕÅñ¶ ð¿× çÅ ÔËÍ
F : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ ÔËÍ

(iii) E : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ìÅçôÅÔ Ü» ì¶×î ÔËÍ
F : ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ê¼åÅ ì¶×î Ü» ×¹ñÅî ÔËÍ

16. ÇÂ¼Õ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú  60% ÇòÇçÁÅðæÆ ÇÔ³çÆ çÅ,  40% Á³×ð¶÷Æ çÅ Áå¶ 20% ç¯ò¶º íÅôÅò» çÅ
ÁÖìÅð êó·ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
(a) Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ À°Ô éÅ å» ÇÔ³çÆ Áå¶ éÅ ÔÆ Á³×ð¶÷Æ çÅ ÁÖìÅð êó·çÅ ÔËÍ
(b) Ü¶Õð À°Ô ÇÔ³çÆ çÅ ÁÖìÅð êó·çÅ ÔË å» À°Ãç¶ Á³×ð¶÷Æ çÅ ÁÖìÅð òÆ êó·é òÅñÅ Ô¯ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í
        (c)   Ü¶Õð À°Ô Á³×ð¶÷Æ çÅ ÁÖìÅð êó·çÅ ÔË å» À°Ãç¶ ÇÔ³çÆ çÅ ÁÖìÅð òÆ êó·é òÅñÅ, Ô¯ä

çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í
17. Ü¶Õð êÅÇÃÁ» çÅ ÇÂ¼Õ Ü¯¯óÅ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË å» Ôð¶Õ êÅÃ¶ å¶ ÇÜÃå ÁíÅÜ Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯¯ä

çÆ Ã¿íÅòéÅ Ô¶á ÇñÇÖÁ» Çò¼Ú¯¯º ÕÆ ÔË?

(A) 0 (B)
1
3 (C)

1
12 (D)

1
36

18. ç¯ ØàéÅò» A Áå¶  B ù ÁÅêÃ Çò¼Ú Á÷Åç ÕÇÔ³ç¶ Ôé, Ü¶Õð
(A) A Áå¶  B ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆÁ» Ôé (B)P(A′B′) = [1–P(A)][1–P(B)]
(C) P(A) = P(B) (D)P(A) + P(B) = 1

AC.E  ì¶ï÷-êÌî¶ï (Bayes' Theorem)
î³é ñÀ° ÇÕ ç¯ æËñ¶ I Áå¶ II  Çç¼å¶ Ô¯¯Â¶ ÔéÍ æËñ¶ I Çò¼Ú 2 Ãø¶ç Áå¶ 3 ñÅñ ×¶ºç ÔéÍ æËñ¶ II Çò¼Ú
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4 Ãø¶ç Áå¶ 5 ñÅñ ×¶ºç ÔéÍ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ×¶ºç ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÁÃÆº ÇÕÃ¶

Ç Â ¼Õ  æ Ëñ ¶ ù  Ú ¹é ä  ç Æ Ã ¿í Å ò é Å   

1
2 êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô» Ü» ÇÕÃ¶ ÖÅÃ æËñ¶ (î³é ñÀ° æËñÅ I)  Çò¼Úº̄ ÇÂ¼Õ

ÖÅÃ ð¿×  (î³é ñÀ° Ãø¶ç) ×¶ºç ù Õ¼ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ òÆ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í Ô¯ð ôìç» Çò¼Ú ÁÃÆº ÇÕÃ¶
ÖÅÃ ð¿× çÆ ×¶ºç Õ¼ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô», Ü¶Õð ÃÅù Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ Ô¯ò¶ ÇÕ ×¶ºç ÇÕÔó¶ æËñ¶
Çò¼Úº̄ Õ¼ãÆ ×ÂÆ ÔËÍ êð ÕÆ ÁÃÆº ÇÂÃ ×¼ñ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ ×¶ºç  ÇÕÃ¶ ÖÅÃ æËñ¶ (î³é
ñÀ° æËñ¶&II) Çò¼Úº̄ Õ¼ãÆ ×ÂÆ ÔË Ü¶Õð ÃÅù Õ¼ãÆ ×ÂÆ ×¶ºç çÅ ð¿× êåÅ ÔË? ÇÂ¼æ¶ ÁÃÆº æËñ¶ II ç¶ Ú¹éä
çÆ À°ñà Ã¿íÅòéÅ êåÅ ÕðéÆ ÔË Üç¯º ÇÕ ÇÂÃç¶ ìÅÁç Ô¯ä òÅñÆ ØàéÅ çÅ ÃÅù êåÅ ÔËÍ êÌÇÃ¼è
×Çäå× ÜÅé ì¶ï÷ é¶ À°ñà Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé çÆ Ãî¼ÇÃÁÅ çÅ Ôñ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ
ðÅÔÆº ÕÆåÅ ÔËÍ À°Ôé» çÅ ÃÈåð ì¶ï÷ êÌî¶ï é» å¯º ÜÅÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÔóÅ À°Ôé» çÆ î½å ç¶ ìÅÁç
1763 ÂÆ. Çò¼Ú êðÕÅÇôå Ô¯ÂÆ ÃÆÍ ì¶ï÷ ç¶ Õæé Áå¶ ÃìÈå å¯º êÇÔñ» ÁÅÀ° ÇÂ¼Õ êÇðíÅôÅ Áå¶ Õ°Þ
ô¹ðÈÁÅåÆ éåÆÇÜÁ» å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

AC.E.A  ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÅ ÇòíÅÜé (Partition of a sample space)

ØàéÅò» E1, E2 ... En ç¶ ÃîÈÔ ù ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÅ ÇòíÅÜé çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔË Ü¶Õð:
(a) E i ∩ Ej = φ, i ≠ j, i, j = 1, 2, 3, ...n

(b) E1 ∪ Ε2 ∪...∪ En= S Áå¶
(c) P(Ei) > 0, Ôð¶Õ i = 1, 2, ..., n ñÂÆ Ô¯¯ò¶Í

çÈÜ¶ ôìç» Çò¼Ú, ØàéÅò» E1, Ε2, ... En ò¿é×Æ ÃîÈÔ S ç¶ ÇòíÅÜé ù çðÃÅÀ°ºçÆÁ» Ôé Ü¶Õð
À°Ô Ü¯̄ÇóÁ» ç¶ å½ð å¶ ×Ëð Ã¿ï°Õå Ôé, Ãðò»×Æ Ôé Áå¶ À°ÔéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð-ÇÃøð ÔéÍ

À°çÅÔðä ç¶ å½ð å¶, ÁÃÆº ò¶Öç¶ Ô» ÇÕ Õ¯¯ÂÆ ØàéÅ  E Áå¶ À°ÃçÆ êÈðÕ ØàéÅ E′ ò¿é×Æ ÃîÈÔ
S çÅ ÇòíÅÜé Ôé ÇÕÀ°ºÇÕ E ∩ E′ = φ Áå¶ E ∪ E′ = S.

òËµé-ð¶ÖÅ ÇÚ¼åð 13.3, å¯¯º ÁÃÆº ÁÃÅéÆ å¯¯º êÌ¶ÇÖå Õð ÃÕç¶ Ô» ÇÕ Ü¶Õð  E Áå¶ F ÇÕÃ¶ ò¿é×Æ
ÃîÈÔ   S, ç¶ Ã¿×å Õ¯¯ÂÆ ç¯¯ ØàéÅò» Ôé, å» {E ∩ F, E ∩ F′} ÃîÈÔ E çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔËÍ

ÃîÈÔ {E′ ∩ F, E ∩ F, E ∩ F′} ÃîÈÔ E ∪ F çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË Áå¶ ÃîÈÔ
{E ∩ F′, E ∩ F, E′ ∩ F, E′ ∩ F′}  Ã¿êÈðé ÃîÈÔ S çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË

Ô¹ä ÁÃÆº Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ çÆ êÌî¶ï ù ÇÃ¼è Õð»×¶Í

AC.E.B  Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ çÆ êÌî¶ï (Theorem of Total Probability)
î³é ñú° {E1, E2,...,En}  ò¿é×Æ ÃîÈÔ S, çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË Áå¶ î³é ñÀ° ÇÕ Ôð¶Õ ØàéÅ E1, E2

,...,En çÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð-ÇÃøð ÔËÍ î³é ñÀ°  A ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ Ã¿×å ÇÂ¼Õ ØàéÅ ÔË,
P(A) = P(E1)  P(A|E1) +  P(E2)  P(A|E2) + ... + P(En) P(A|En)
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=
1
P(E )P(A | E )

n

j j
j=
∑

À°åê¼åÆ:  Çç¼åÅ Ô¯̄ÇÂÁÅ ÔË ÇÕ  E1, E2, ..., En ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË  (ÇÚ¼åð13-4) ÇÂÃ
ñÂÆ,

S = E1 ∪ E2 ∪ ... ∪ En  ... (1)
 Áå¶ Ei ∩ Ej = φ ∀ i ≠ j, i, j = 1, 2, ...., n
ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ ØàéÅ  A,  ñÂÆ

A = A ∩ S
= A ∩ (E1 ∪ E2 ... En)
= (A ∩ E1) ∪ (A ∩ E2) ∪ ...∪ (A ∩ En)

éÅñ ÔÆ A ∩ Ei,  Áå¶  A ∩ Ej, ´îòÅð ÃîÈÔ» Ei Áå¶ Ej ç¶ À°êÃîÈÔ Ôé ÇÜ¼æ¶ i j≠ ÔË, ñÂÆ
éÅ-Ü¹ó¶ Ôé ÇÂÃ ñÂÆ  i ≠ j,  i, j = 1, 2 ..., n ñÂÆ  A  ∩ Ei Áå¶ A ∩Ej  òÆ éÅ-Ü¹ó¶ ÔéÍ
ÇÂÃ ñÂÆ P(A) = P[(A ∩ E1) ∪ (A ∩ E2)∪ .....∪ (A ∩ En)]

= P(A ∩ E1) + P(A ∩ E2) + ... + P(A ∩ En)
Ô¹ä P(A ∩ Ei) = P(Ei) P(A|Ei) ÇÕÀ°ºÇÕ  P (Ei) ≠ 0∀i = 1,2,..., n
Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî ðÅÔÆº ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ
ÇÂÃ ñÂÆ P(A) = P(E1) P(A|E1) + P(E2) P(A|E2) + ... + P(En) P(A|En)

Ü» P(A) =
1
P(E )P(A | E )

n

j j
j=
∑

À°çÅÔðä AE: ÇÕÃ¶ ÇòÁÕåÆ é¶ ÇÂ¼Õ ÇéðîÅä ÕÅðÜ çÅ á¶ÕÅ ÇñÁÅ ÔËÍ ÔóåÅñ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
@.FE ÔËÍ ÔóåÅñ éÅ Ô¯¯ä çÆ Áå¶ ÔóåÅñ Ô¯¯ä çÆ ÔÅñå» Çò¼Ú ÇéðîÅä ÕÅðÜ ç¶ Ãî» Áé°ÃÅð êÈðÅ
Ô¯̄ä çÆ Ã¿íÅòéÅò» ́ îòÅð: 0-80 Áå¶ 0-32 ÔéÍ ÇéðîÅä ÕÅðÜ Ãî¶º Áé°ÃÅð êÈðÅ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ ÒÇéðîÅä ÕÅðÜ çÅ Ãî¶º Áé°ÃÅð êÈðÅ Ô¯¯äÅÓ çÆ ØàéÅ ù A Áå¶ ÒÔóåÅñ Ô¯¯äÓ çÆ
ØàéÅ ù B ðÅÔÆº ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÃÅù P(A) êåÅ ÕðéÅ ÔËÍ ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

P(B) = 0.65, P(ÔóåÅñ éÔÆº) = P(B′) = 1 − P(B) = 1 − 0.65 = 0.35
P(A | B) = 0.32, P(A | B′) = 0.80

ÇÕÀ°ºÇÕ ØàéÅò» B Áå¶ B′ ÃÅð¶ ÃîÈÔ çÅ ÇòíÅÜé ÔË ÇÂÃñÂÆ Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ êÌî¶ï ðÅÔÆº
= P(B) . P(A | B) + P(B′) P(A | B′)
= 0.65 × 0.32 + 0.35 × 0.8

ÇÚ¼åð AC. D
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= 0.208 + 0.28 = 0.488
ÇÂÃ ñÂÆ ÇéðîÅä ÕÅðÜ Ãî¶º Áé°ÃÅð êÈðÅ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 0-488 ÔËÍ
Ô¹ä ÁÃÆº ì¶ï÷-êÌî¶ï çÅ Õæé ÇñÖ»×¶ Áå¶ ÇÂÃù ÇÃ¼è Õð»×¶Í
ì¶÷-êÌî¶ï (Bayes' Theorem) Ü¶Õð E1, E2 ,..., En éÅ-ÖÅñÆ ØàéÅò» Ôé ÇÜÔóÆ ÇÕ ò¿é×Æ
ÃîÈÔ S ç¶ ÇòíÅòé çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆÁ» Ôé íÅò  E1, E2 ,...., En Ü¯¯ÇóÁÅ Çò¼Ú éÅ-Ü¹ó¶ Ôé Áå¶
E1∪ E2∪ ,..., ∪ En = S ÔË Áå¶ A Õ¯¯ÂÆ ØàéÅ ÔË ÇÜÃçÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð-ÇÃøð ÔË, å»

P(Ei|A) =

1

P(E )P (A|E )
,   1, 2, 3, ..., 

P(E ) P (A | E )

i i
n

j j
j

i n

=

=

∑

À°åê¼åÆ : ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ

P(Ei|A) =
P(A E )

P(A)
i∩

=
P(E )P(A|E )

P(A)
i i (Ã¿íÅòéÅ ç¶ ×¹äÅ Çéïî å¯º̄)

=

1

P(E ) P(A|E )

P(E ) P(A|E )

i i
n

j j
j=
∑

(Ã¿êÈðé Ã¿íÅòéÅ ç¶ Çéïî å¯º̄)

Çà¼êäÆ ì¶ï÷-êÌî¶ï ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ Çò¼Ú Ô¶á» ÇñÖÆ ôìçÅòñÆ òðåÆ ÜÅçÆ ÔË: ØàéÅò»  E1, E2, ... En

ù êÇðÕñêéÅ (hypotheses) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
P(Ei) ù êÇðÕñêéÅ Ei çÆ êÈðòÕÅñ çÆ Ã¿íÅòéÅ (a priori)ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ
P(Ei A) ù êÇðÕñêéÅ Ei çÆ À°µåðÕÅñ çÆ (a posteriori) Ã¿íÅòéÅ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

ì¶ï÷-êÌî¶ï ù ÕÅðä» çÆ Ã¿íÅòéÅ çÅ ÃÈåð òÆ ÇÕÔÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ  Ei ò¿é×Æ ÃîÈÔ S ç¶ ÇÂ¼Õ
ÇòíÅÜé çÅ ÇéðîÅä Õðç¶ Ôé ÇÂÃ ñÂÆ ØàéÅò» Ei Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ Ãî¶º Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Áå¶ Õ¶òñ
ÇÂ¼Õ ÔÆ ØàçÆ ÔË (íÅò Ei Çò¼Ú¯¯º Õ¶òñ ÇÂ¼Õ ÔÆ ØàéÅ ØàçÆ ÔË Áå¶ ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è éÔÆº ØÇàå Ô¯
ÃÕçÆÁ» Ôé) ÇÂÃ ñÂÆ À°µå¶ Çç¼åÅ ÃÈåð ÃÅù ÇÕÃ¶ ÖÅÃ Ei (íÅò ÇÂ¼Õ ÕÅðä)çÆ Ã¿íÅòéÅ Çç³çÅ ÔË
Üç¯º ÇÕ ØàéÅ A çÅ ØÇàå Ô¯äÅ Çç¼åÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔËÍ

ì¶ï÷-êÌî¶ï çÆ ò¼Ö-ò¼Ö ÔÅñå» Çò¼Ú òðå¯º ï¯× ÔËÍ ÇÂÔéÅ Çò¼Ú¯º Õ°Þ ù Ô¶á-ÇñÖÆÁ» À°çÅÔðä»
Çò¼Ú Ãê¼ôà ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
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À°çÅÔðä AF:  ç¯ æËñ¶ I Áå¶ II   Çç¼å¶ ÔéÍ  æËñ¶ I Çò¼Ú 3 ñÅñ Áå¶  4 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Ôé Üç¯º ÇÕ
æËñ¶ II Çò¼Ú 5 ñÅñ Áå¶ 6 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» ÔéÍ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ
×ÂÆ ÇÜÔóÆ  ÇÕ ñÅñ ð¿× çÆ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ÇÂÔ ×¶ºç æËñ¶ II Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ ×ÂÆ ÔË?

å» P(E1) = P(E2) = 
1
2

éÅñ ÔÆ P(A|E1) = P(æËñ¶ I Çò¼Ú¯º ñÅñ ð¿× çÆ ×¶ºç Õ¼ãäÅ) = 
3
7

Áå¶ P(A|E2) = P(æËñ¶ II Çò¼Ú¯º  ñÅñ ð¿× çÆ ×¶ºç Õ¼ãäÅ) = 
5

11
Ô¹ä æËñ¶ II Çò¼Ú¯º ×¶ºç Õ¼ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ, Üç¯º ÇÕ ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ À°Ô ñÅñ ð¿× çÆ ÔË =

P(E2|A),

ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº :P(E2|A) = 2 2

1 1 2 2

P(E )P(A | E )
P(E )P (A | E )+P(E )P(A | E )

 

1 5
352 11

1 3 1 5 68
2 7 2 11

×
= =

× + ×

À°çÅÔðä AG:  Çå¿é ÇÂ¼Õ¯ ÇÜÔ¶ ìÕÃ¶ I, II Áå¶ III Çç¼å¶ Ôé ÇÜ¼æ¶ Ôð¶Õ Çò¼Ú ç¯ ÇÃ¼Õ¶ ÔéÍ ìÕÃ¶ I Çò¼Ú
ç¯ò¶º ÇÃ¼Õ¶ Ã¯é¶ ç¶ Ôé, ìÕÃ¶ II Çò¼Ú ç¯ò¶º ÇÃ¼Õ¶ Ú»çÆ ç¶ Ôé Áå¶ ìÕÃ¶ III Çò¼Ú ÇÂ¼Õ Ã¯é¶ Áå¶ ÇÂ¼Õ Ú»çÆ
çÅ ÇÃ¼ÕÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇÂéÃÅé ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ìÕÃÅ Ú¹äçÅ ÔË Áå¶ À°Ã Çò¼Ú¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ
ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÃ¼ÕÅ Ã¯é¶ çÅ ÔË, å» ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ìÕÃ¶ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÃ¼ÕÅ òÆ Ã¯é¶
çÅ ÔË?

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° E1, E2 Áå¶ E3 ´îòÅð : ìÕÃ¶ I, II Áå¶ III ç¶ Ú¯ä ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

å» P(E1) = P(E2) = P(E3) = 
1
3

éÅñ ÔÆ î³é ñÀ° A ØàéÅ ÒÕ¼ÇãÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇÃ¼ÕÅ Ã¯é¶ çÅ ÔËÓ ù çðÃÅÀ°ºç¶ ÔËÍ

å» P(A|E1) = P(ìÕÃ¶ I å¯º Ã¯é¶ çÅ ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ) = 
2
2  = 1

P(A|E2) = P(ìÕÃ¶ II å¯º Ã¯é¶ çÅ ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ) = 0

P(A|E3) = P(ìÕÃ¶ III å¯º Ã¯é¶ çÅ ÇÃ¼ÕÅ Õ¼ãäÅ) = 
1
2
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Ô¹ä ìÕÃ¶ Çò¼Ú çÈÜÅ ÇÃ¼ÕÅ òÆ Ã¯é¶ çÅ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
=  Õ¼ÇãÁÅ ÇÃ¼ÕÅ Ã¯é¶ ç¶ ìÕÃ¶ I Çò¼Ú¯º Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ
= P(E1|A)

Ô¹ä ì¶ï÷ êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(E1|A) = 1 1

1 1 2 2 3 3

P(E )P(A|E )
P(E )PA|E )+P(E )P(A|E )+P(E )P(A|E )

=

1 1 23
1 1 1 1 31 0
3 3 3 2

×
=

× + × + ×

À°çÅÔðä AH: î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. êÌÆÇÖÁä çÆ ÇòôòÅô ï¯×åÅ Ô¶á ÇñÖ¶ êÌÕÅð ÔËÍ
ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. êÅÇ÷Çàò ÇòÁÕåÆÁ» ñÂÆ êÌÆÇÖÁä 90% êåÅ ñ¼×ä Çò¼Ú Áå¶ 10% êåÅ éÅ

ñ¼×ä ç¶ ï¯× ÔËÍ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. å¯º Á÷Åç ÇòÁÕåÆÁ» ñÂÆ, êÌÆÇÖÁä 99% ÃÔÆ êåÅ ñ×ÅÀ¹ºçÅ ÔË
íÅò ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. éË×ÆÇàò ç¼ÃçÅ ÔË Üç¯º ÇÕ 1% êÌÆÇÖÁä ÇòÁÕåÆÁ» ñÂÆ ê¯÷Æàò ç¼ÃçÅ ÔËÍ
ÇÂ¼Õ ò¼âÆ Üé Ã¿ÇÖÁÅ ÇÜÃ Çò¼Ú¯º 0.1% ÇòÁÕåÆ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. çÅ ÇôÕÅð Ôé, Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ
ì¶åðåÆìÆ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°ÃçÅ êÌÆÇÖÁä ÕÆå¶ ÜÅä å¶ ð¯× ÇòÇ×ÁÅéÆ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. çÅ
ÇôÕÅð ç¼ÃçÅ ÔËÍ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ÇòÁÕåÆ ÁÃñ Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. çÅ ÇôÕÅð ÔË?

Ô¼ñ:   î³é ñÀ° ÇÕ E Ú¹ä¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁÃñ Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò Ô¯ä çÆ ØàéÅ ÔË Áå¶   A
ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. êÌÆÇÖÁä Çò¼Ú ê¯÷Æàò Ô¯ä çÆ ØàéÅ ÔË ÁÃÆº P(E|A) êåÅ ÕðéÆ ÔËÍ
éÅñ ÔÆ  E′ Ú¹ä¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò éÅ Ô¯ä çÆ ØàéÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

Ãêôà å½ð å¶  {E, E′} Üé Ã¿ÇÖÁÅ Çò¼Ú ÃÅð¶ ÇòÁÕåÆÁ» ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé
ÔËÍ ÃÅù êåÅ ÔË :

P(E) = 0.1% 
0.1 0.001
100

= =

P(E′) = 1 – P (E) = 0.999
P(A| E) = P (ÇòÁÕåÆ çÅ êÌÆÇÖÁä Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò ÁÅÀ°äÅ Üç¯º ÇÕ ÁÃñ Çò¼Ú

ÁËÚ.ÁÅÂÆ. òÆ ê¯÷Æàò ÔË) = 90% = 
9 0.9

10
=
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Áå¶ P(A|E′) = P (ÇòÁÕåÆ çÅ êÌÆÇÖÁä Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò ÁÅÀ°äÅ Üçº̄ ÇÕ ÁÃñ Çò¼Ú
ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò éÔÆº ÔË) = 1% = 0.01

Ô¹ä ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(E|A) =
P(E)P(A|E)

P(E)P(A|E)+P(E )P(A | E )′ ′

=
0.001 0.9 90

0.001 0.9 0.999 0.01 1089
×

=
× + ×

 = 0.083 (ñ×í×)

ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ä¶ Ô¯Â¶ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÁÃñ Çò¼Ú ÁËÚ. ÁÅÂÆ. òÆ. ê¯÷Æàò Ô¯ä çÆ
Ã¿íÅòéÅ, Üç¯º ÇÕ êåÅ ÔË ÇÕ À¹Ã çÅ êÌÆÇÖÁä ê¯÷Æàò ÔË, 0.083 ÔËÍ
À°çÅÔðä AI:  ÇÂ¼Õ ì¯ñà ìäÀ¹ä ç¶ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú îôÆé» A, B Áå¶ C Õ°ñ êËçÅòÅð çÅ ́ îòÅð
25%, 35% Áå¶ 40% ì¯ñà ìäÅÀ°ºçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔéÅ îôÆé» ç¶ êËçÅòÅð çÅ ́ îòÅð 5] 4] Áå¶ 2
êÌåÆôå íÅ× ÖðÅì ÔËÍ ì¯ñà» çÆ Õ¼°ñ êËçÅòÅð Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ì¯ñà ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶
ÖðÅì êÅÇÂÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃçÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ì¯ñà îôÆé B ðÅÔÆº ìäÅÇÂÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÔË?

Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ ØàéÅò» B1, B2, B3 Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» Ôé :
B1 : ì¯ñà îôÆé A ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ
B2 : ì¯ñà îôÆé B ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ
B3 : ì¯ñà îôÆé C ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ

ÃÅø å½ð å¶ ØàéÅò»  B1, B2, B3 ÁÅêÃ Çò¼Ú Çéò¶ÕñÆ Áå¶ êÇðêÈðä ÔéÍ î³é ñú ÇÕ ØàéÅ
E Ô¶á ÇñÖÆ åð·» ÔË: E ì¯ñà ÖðÅì ÔËÍ
ØàéÅ E, ØàéÅò» B1 Ü» B2 Ü» B3  éÅñ ØÇàå Ô¹¿çÆ ÔËÍ Çç¼åÅ ÔË:

P(B1) = 25% = 0.25,  P (B2) = 0.35 Áå¶  P(B3) = 0.40

ç¹ìÅðÅ P(E|B1) =ì¯ñà ÖðÅì Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ Üç¯¯º Çç¼åÅ Ô¯¯ò¶ ÇÕ À°Ô îôÆé B ðÅÔÆº ìÇäÁÅ ÔËÍ
= 5% = 0.05

ÇÂÃ¶ åð·» P(E|B2) = 0.04,  P(E|B3) = 0.02

ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(B2|E) = 2 2

1 1 2 2 3 3

P(B )P(E|B )
P(B )P(E|B )+P(B )P(E|B )+P(B )P(E+|B )

 =  
0.35 0.04

0.25 0.05 0.35 0.04 0.40 0.02
×

× + × + ×  
0.0140 28
0.0345 69

= =
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À°çÅÔðä B@:  ÇÂ¼Õ âÅÕàð é¶ ÇÂ¼Õ ð¯̄×Æ ù ò¶Öä ÁÅÀ°äÅ ÔËÍ êÇÔñ» ç¶ å÷ðÇìÁ» å¯̄º ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ

À°Ãç¶ àz¶é, ì¼Ã Ü» ÃÕ±àð Ü» ÇÕÃ¶ Ô¯¯ð òÅÔé å¯¯º ÁÅÀ°ä çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò»  
3 1 1 2, ,

10 5 10 5
;k  ÔéÍ

Ü¶Õð À°Ô àz¶é, ì¼Ã Ü» ÃÕ±àð å¶ ÁÅÀ°ºçÅ ÔË å» À°Ãç¶ ç¶ð éÅñ ÁÅÀ°ä çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ´îòÅð
1 1 1, ,
4 3 12

;k  Ôé, êð ÇÕÃ¶ Ô¯¯ð òÅÔé å¶ ÁÅÀ°ä å¶ À°Ãù ç¶ð éÔÆº Ô¹¿çÆ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ô ç¶ð éÅñ
ÁÅÇÂÁÅ, å» À°Ãç¶ àz¶é å¶ ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ ÒâÅÕàð ç¶ ð¯̄×Æ Õ¯¯ñ ç¶ð éÅñ ÁÅÀ°äÓÓ çÆ ØàéÅ E ÔËÍ Ü¶Õð âÅÕàð ç¶ àz¶é, ì¼Ã,
ÃÕ±àð Ü» ÇÕÃ¶ Ô¯¯ð òÅÔé ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä çÆÁ» ØàéÅò» ́ îòÅð T1, T2, T3, Áå¶ T4 Ô¯¯ä å»

P(T1) = 2 3 4
3 1 1 2,P(T ) ,P (T )  P (T )

10 5 10 5
= = =vkjS (Çç¼åÅ ÔË)

P(E|T1) = âÅÕàð ç¶ àz¶é ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä å¶ ç¶ð éÅñ êÔ¹¿Úä çÆ Ã¿íÅòéÅ = 
1
4

ÇÂÃ¶ êÌÕÅð  P(E|T2) = 
1
3 , P (E|T3) = 

1
12 , P(E|T4) = 0,  ÇÕÀ°ºÇÕ Ô¯¯ð òÅÔé ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä å¶ À°Ãù

ç¶ð éÔÆº Ô¯̄ò¶×ÆÍ
Ô¹ä ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº
P(T1|E) = âÅÕàð ðÅÔÆº ç¶ð éÅñ ÁÅÀ°ä å¶ àz¶é ðÅÔÆº ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

= 1 1

1 1 2 2 3 3 4 4

P(T )P(E|T )
P(T )P(E|T )+ P(T )P(E|T )+P(T )P(E|T )+P(T )P(E|T )

=

3 1
10 4

3 1 1 1 1 1 2 0
10 4 5 3 10 12 5

×

× + × + × + ×
 

3 120 1
40 18 2

= × =

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ 
1
2 ÔËÍ

À°çÅÔðä BA:  ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ ç¶ ìÅð¶ êåÅ ÔË ÇÕ À°Ô 4 Çò¼Ú¯º 3  òÅðÆ Ã¼Ú ì¯ñçÅ ÔËÍ À°Ô ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù
Ã¹¼àçÅ ÔË Áå¶ ç¼ÃçÅ ÔË ÇÕ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ
Ã¿ÇÖÁÅ ÁÃñ Çò¼Ú 6 ÔËÍ
Ô¼ñ:  î³é ñÀ° ÇÕ E] ÒÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº êÅÃ¶ ù Ã¹¼à Õ¶ ÇÂÔ ç¼Ãä çÆ ÇÕ À°Ã å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ   6
ÔËÓ çÆ ØàéÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ S1] êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ Áå¶  S2 êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 éÔÆº
ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ ÔËÍ

P(S1) = Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ = 
1
6

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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P(S2) = Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°ä çÆ ØàéÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ  = 
5
6

P(E|S1) = ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÂÔ ç¼Ãä å¶ ÇÕ êÅÃ¶ çÆ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË Üç¯º ÇÕ êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ
Ã¿ÇÖÁÅ ÁÃñ Çò¼Ú 6 ÔË çÆ Ã¿íÅòéÅ

= ÇòÁÕåÆ ç¶ Ã¼Ú ì¯ñä çÆ Ã¿íÅòéÅ  = 
3
4

P(E|S2) = ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÂÔ ç¼Ãä å¶ êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË Üç¯º ÇÕ êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ
Ã¿ÇÖÁÅ ÁÃñ Çò¼Ú  6 éÔÆº ÔË çÆ Ã¿íÅòéÅ

= ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº Ã¼Ú é» ì¯ñä çÆ Ã¿íÅòéÅ
3 11
4 4

= − =

Ô¹ä ì¶ï÷-êÌî¶ï ðÅÔÆº
P(S1|E) = ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÂÔ ç¼Ãä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÇÕ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÔË, Üç¯º ÁÃñ Çò¼Ú 6 ÔË

 = 1 1

1 1 2 2

P(S )P(E|S )
P(S )P(E|S )+P(S )P(E|S )

 = 

1 3
1 24 36 4

1 3 5 1 8 8 8
6 4 6 4

×
= × =

× × ×

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ 
3
8  ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ AC.C
1. ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú 5 ñÅñ Áå¶ 5 ÕÅñÆÁ» ×¶ºçÅ ÔéÍ ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔË,

ÇÜÃçÅ ð¿× é¯à Õðé ç¶ ìÅÁç ç¹ìÅðÅ Õñô Çò¼Ú êÅ Çç¼åÆ Ü»çÆ ÔËÍ Õ¼ã¶ Ô¯Â¶ ð¿× çÆÁ» 2 Ô¯ð
×¶ºç» Õñô Çò¼Ú êÅ Çç¼åÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé Áå¶ Õñô ÇòÚ¯º ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔËÍ çÈÜÆ ×¶ºç
çÆ ñÅñ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

2. ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú 4 ñÅñ Áå¶ 4 ÕÅñÆÁ» ×¶ºçÅ Ôé Áå¶ æËñ¶ Çò¼Ú  2 ñÅñ Áå¶ 6 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç»
ÔéÍ ç¯ò¶º æËÇñÁ» Çò¼Úº̄ ÇÂ¼Õ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ À°Ã Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ
Ü»çÆ ÔË ÇÜÔóÆ ÇÕ ñÅñ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ×¶ºç êÇÔñ¶ æËñ¶ Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ ÔË?

3. ÇÂÔ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂ¼Õ ÕÅñÜ ç¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Çò¼Ú¯º 60% Ô¯Ãàñ Çò¼Ú ðÇÔ³ç¶ Ôé Áå¶ 40%
Ô¯Ãàñ Çò¼Ú éÔÆº ðÇÔ³ç¶ ÔéÍ êÇÔñ» ç¶ ÃÅñ» ç¶ éåÆÜ¶ ÃÈÇÚå Õðç¶ Ôé ÇÕ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú ðÇÔä
òÅñ¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Çò¼Ú¯º 30% Áå¶ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú éÅ ðÇÔä òÅñ¶ ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Çò¼Ú¯º 20%
ÇòÇçÁÅðæÆÁ» é¶  A&×ð¶â ÇñÁÅÍ ÃÅñ ç¶ Á³å Çò¼Ú ÕÅñÜ ç¶ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ì¶åðåÆìÆ
éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶ ÇÂÔ êÅÇÂÁÅ Ç×ÁÅ ÇÕ À°Ãù A-×ð¶â ÇîÇñÁÅ ÔËÍ ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ
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Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ÇòÇçÁÅðæÆ Ô¯Ãàñ Çò¼Ú ðÇÔä òÅñÅ ÔË?
4.  ÇÂ¼Õ ìÔ¹&ÇòÕñêÆ êÌôé çÅ À°µåð ç¶ä Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ Ü» å» êÌôé çÅ À°µåð ÜÅäçÅ

ÔË Ü» À°Ô Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ À°Ãç¶ À°µåð ÜÅéä çÆ Ã¿íÅòéÅ
3
4  ÔË Áå¶ Á³çÅ÷Å

ñ×ÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 1
4  ÔËÍ î³é ñÀ° ÇÕ ÇòÇçÁÅðæÆ ç¶ êÌôé ç¶ À°µåð çÅ Á³çÅ÷Å ñ×ÅÀ°ä

å¶ ÃÔÆ À°µåð ç¶ä çÆ Ã¿íÅòéÅ  1
4  ÔË å» ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ÇòÇçÁÅðæÆ

êÌôé çÅ À°µåð ÜÅäçÅ ÔË Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ À°Ãé¶ ÃÔÆ À°µåð Çç¼åÅ ÔË?
5. ÇÕÃ¶ ÖÅÃ ð¯× ç¶ ÃÔÆ êÌÆÇÖÁä ñÂÆ ÖÈé çÆ Ü»Ú 99% ÁÃðçÅð ÔË, Üç¯º ÁÃñ Çò¼Ú ð¯×Æ À°Ã

ð¯× å¯º êÆÇóå ÔËÍ êð 0.5% òÅðÆ ÇÕÃ¶ áÆÕ ÇòÁÕåÆ ç¶ ÖÈé çÆ Ü»Ú Õðé å¶ êÌÆÇÖÁä ×ñå
Çðê¯ðà Çç³çÅ ÔË íÅò  ÇòÁÕåÆ ù ð¯× å¯º êÆÇóå ç¼ÃçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÕÃ¶ ÁìÅçÆ Çò¼Ú 0-1% ñ¯×
À°Ã ð¯× å¯º êÆÇóå Ôé å» ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ Õ¯ÂÆ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ÇòÁÕåÆ
À°Ã ð¯× å¯º êÆÇóå Ô¯ò¶×Å Ü¶Õð À°Ãç¶ ÖÈé çÆ Ü»Ú Çò¼Ú ç¼ÇÃÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ À°Ãù ÇÂÔ ð¯× ÔË?

6. Çå¿é ÇÃ¼Õ¶ Çç¼å¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ¶ ÇÃ¼Õ¶ ç¶ ç¯ò¶º êÅÃ¶ ÇÚ¼å ÔËÍ çÈÜÅ ÇÃ¼ÕÅ ê¼ÖêÅåÆ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÚ¼å  75%
òÅðÆ ÁÅÀ¹ºçÆ ÔË Áå¶ åÆÜÅ ÇÃ¼ÕÅ Çéðê¼Ö ÔËÍ Çå¿é» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ
Ç×ÁÅ Áå¶ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅÍ Ü¶Õð ÇÃ¼Õ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ºçÅ ÔË, å» ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô ç¯ò¶º
ÇÚ¼å òÅñ¶ ÇÃ¼Õ¶ Ôé?

7. ÇÂ¼Õ ìÆîÅ Õ¿êéÆ 2000 ÃÕ±àð ÚÅñÕ», 4000 ÕÅð ÚÅñÕ» Áå¶ 6000 àð¼Õ  çÅ ìÆîÅ ÕðçÆ
ÔËÍ ç¹ðØàéÅò» çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ́ îòÅð: 0-01] 0-03 Áå¶ 0-15 ÔËÍ ìÆîÅ ÕðòÅÀ°ä òÅñ¶
ÚÅñÕ» Çò¼Ú¯º ÇÂ¼Õ ç¹ðØàéÅ å¯º êÆÇóå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ À°Ã ÇòÁÕåÆ ç¶ ÃÕ±àð ÚÅñÕ Ô¯ä çÆ
Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

8. ÇÂ¼Õ ÕÅðÖÅé¶ Çò¼Ú A Áå¶ B îôÆé» ÔéÍ êÇÔñ¶ Çòòðé åº̄ êåÅ ñ×çÅ ÔË ÇÕ Õ¼°ñ êËçÅòÅð çÅ
60% îôÆé A Áå¶ 40% îôÆé B ðÅÔÆº êËçÅ ÕÆåÆ Ü»çÆ ÔËÍ ÇÂÃ å¯¯º ÇÂñÅòÅ îôÆé A çÅ
2% Áå¶ îôÆé B çÅ1% êËçÅòÅð ÖðÅì ÔËÍ Ü¶Õð Õ°¼ñ êËçÅòÅð çÅ ÇÂ¼Õ ã¶ð ìäÅ ÇñÁÅ Ü»çÅ
ÔË Áå¶ À°Ã ã¶ð å¯º̄ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ãÆ ×ÂÆ òÃå± ÖðÅì Ô¯¯ò¶, å» ÇÂÃ òÃå± ç¶ îôÆé A ðÅÔÆº
ìä¶ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

9. ç¯¯ à¯¯ñÆÁ» ÇÂ¼Õ Çé×î ç¶ Çéç¶ôÕ î³âñ Çò¼Ú êç êÌÅêå Õðé ñÂÆ î¹ÕÅìñ¶ Çò¼Ú ÔéÍ êÇÔñÆ
Áå¶ çÈÜÆ à¯¯ñÆ ç¶ ÇÜ¼åä çÆ Ã¿íÅòéÅò» ´îòÅð 0-6 Áå¶ 0-4 ÔéÍ ÇÂÃ å¯¯º ÇÂñÅòÅ Ü¶Õð
êÇÔñÆ à¯¯ñÆ ÇÜ¼åçÆ ÔË å» ÇÂ¼Õ éò¶º À°åêÅç ç¶ ô¹ðÈ Ô¯̄ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 0-7 ÔË Áå¶ Ü¶Õð çÈÜÆ à¯̄ñÆ
ÇÜ¼åçÆ ÔË å» ÇÂÃ ×¼ñ çÆ Ã¿×å Ã¿íÅòéÅ 0-3 ÔËÍ ÇÂÃ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯ ÇÕ éò» À°åêÅç
çÈÜ¶ çñ ðÅÔÆº ô¹ðÈ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

10. î³é ñÀ° ÇÕ Õ¯¯ÂÆ Õ°óÆ ÇÂ¼Õ êÅÃÅ Ã¹¼àçÆ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ãù 5 Ü» 6 Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË å» À°Ô

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



576        ×Çäå

ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅñçÆ ÔË Áå¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ä çÆ Ç×äåÆ é¯̄à ÕðçÆ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ãù 1] 2]
3 Ü» 4 Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¹¿çÆ ÔË å» À°Ô ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ÁÅÀ°äÅ ÇÂ¼Õ òÅðÆ À°ÛÅñçÆ ÔË Áå¶ ÇÂÔ é¯¯à
ÕðçÆ ÔË ÇÕ À°Ãå¶ ÇÚ¼å Ü» ê¼à ÁÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð À°Ãù áÆÕ ÇÂ¼Õ ÇÚ¼å êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË, å» À°Ãç¶
ðÅÔÆº À°ÛÅñ¶ êÅÃ¶ å¶ 1] 2] 3 Ü»  4 ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

11. ÇÂ¼Õ ÇéðîÅåÅ ç¶ Õ¯¯ñ  A, B  Áå¶ C îôÆé ÁÅêð¶àð ÔéÍ êÇÔñÅ ÁÅêð¶àð A 1% ÖðÅì
Ãî¼×ðÆ ìäÅÀ°ºçÅ ÔË Áå¶ ÁÅêð¶àð B Áå¶ C ´îòÅð 5% Áå¶ 7% ÖðÅì Ãî¼×ðÆ ìäÅÀºç¶
ÔéÍ ÕÅðÜ Óå¶ A Õ¼°ñ 50%  Ãî» ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔË, B Õ¼°ñ Ãî» çÅ 30% Áå¶ C Õ°¼ñ Ãî» çÅ 20%
ñ×ÅÀ°ºçÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÖðÅì Ãî¼×ðÆ ìäçÆ ÔË å» À°Ãù  A ðÅÔÆº ìéÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË?

12. 52 ê¼ÇåÁ» çÆ åÅô çÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º̄ ÇÂ¼Õ êåÅ ×òÅÚ Ü»çÅ ÔËÍ ìÅÕÆ ê¼ÇåÁ» ÇòÚ¯º̄ ç¯̄ ê¼å¶ Õ¼ã¶ Ü»ç¶
Ôé ÇÜÔó¶ ÇÂ¼à ç¶ ÔéÍ ×òÅÚ¶ ê¼å¶ ç¶ ÇÂ¼à ç¶ Ô¯¯ä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

13. A  ðÅÔÆº Ã¼Ú ì¯̄ñä çÆ Ã¿íÅòéÅ 
4
5  ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ A   ç¼ÃçÅ ÔË ÇÕ ÇÚ¼å

ÁÅÇÂÁÅ ÔËÍ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÚ¼å ÁÅÀ¹ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË:

(A)
4
5 (B)

1
2 (C)

1
5 (D)

2
5

14. Ü¶Õð A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» ØàéÅò» Ôé ÇÕ  A ⊂ B ÔË Áå¶ P(B) ≠ 0 ÔË å» Ô¶á» ÇñÇÖÁ»
Çò¼Ú¯̄º ÇÕÔóÆ áÆÕ ÔË:

(A) P(B)P(A | B)
P(A)

= (B) P(A|B) < P(A)

(C) P(A|B) ≥ P(A) (D) ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º̄ Õ¯¯ÂÆ éÔÆº

AC.F  ì¶åðåÆì¶ Úñ Áå¶ ÇÂÔé» çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â (Random Variables and its Probability
Distribution)

ÁÃÆº, ì¶åðåÆì¶ êÌï¯¯× Áå¶ À°Ôé» ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ çÆ ìäåð ìÅð¶ êÇÔñ» ÔÆ ÇÃ¼Ö Ú¹¼Õ¶ Ô»,
ÇÂÔé» êÌï¯¯×» Çò¼Ú¯º̄ ÕÅøÆ Çò¼Ú ÁÃÆº ÖÅÃ éåÆÇÜÁ» ç¶ ÚÅÔòÅé éÔÆº ÃÆ, êð ÇÂÔé» éåÆÇÜÁ» éÅñ
Ã¿ì¿Çèå Ã¿ÇÖÁÅ ç¶ ÚÅÔòÅé ÃÆÍ
ÁÅú Õ°Þ êÌï¯¯×» Áå¶ À°Ôé» ç¶ éåÆÇÜÁ» å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶Í

(i) ç¯̄ êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼àä ç¶ êÌï¯¯× Çò¼Ú ÁÃÆº ç¯¯ò¶º êÅÇÃÁ» å¶ ÁÅÂÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅòÅ ç¶ Ü¯̄ó ç¶ ÚÅÔòÅé
Ô¯̄ ÃÕç¶ Ô»Í

(ii) ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù 50 òÅðÆ À°ÛÅñä å¶ ÃÅâÆ ð¹ÚÆ ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ Çò¼Ú Ô¯¯ ÃÕçÆ ÔËÍ
(iii) 20 òÃåÈÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ ã¶ð å¯¯º ÇÜÃ Çò¼Ú 6 ÖðÅì Ôé, 4 òÃåÈÁ» ù (ÇÂ¼Õ ç¶ ìÅÁç ÇÂ¼Õ)

Õ¼ãä ç¶ êÌï¯̄× Çò¼Ú ÃÅâÆ ð¹ÚÆ 4 òÃåÈÁ» ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ Çò¼Ú ÖðÅì òÃå» çÆ Ç×äåÆ Çò¼Ú
Ô¯¯ ÃÕçÆ ÔË éÅ ÇÕ ÖðÅì Áå¶ áÆÕ òÃåÈÁ» ç¶ ÇÕÃ¶ ÖÅÃ ́ î Çò¼ÚÍ
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À°µå¶ Çç¼åÆÁ» ÇòÚ¯¯º Ôð¶Õ êÌï¯¯× Çò¼Ú ÃÅâ¶ Õ¯¯ñ ÇÂ¼Õ Çéïî ÔË ÇÜÔóÅ Ôð¶Õ éåÆÜ¶ ç¶ Ã¿×å ÇÂ¼Õ
òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ Çç³çÅ ÔËÍ êÌï¯× ç¶ Ôð¶Õ éåÆÜ¶ ñÂÆ ÇÂÔ òÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ò¼Ö òÆ Ô¯ ÃÕçÆ ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ Úñ ÔËÍ éÅñ ÔÆ ÇÂÃ çÅ î¹¼ñ ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì¶ êÌï¯× ç¶ éåÆÇÜÁ» å¶ Çéðíð ÕðçÅ ÔË, ÇÂÃ
ñÂÆ ÇÂÃù ì¶åðåÆì¶ Úñ ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì¶ Úñ ù ÁÅî å½ð å¶  X å¯º çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

Ü¶Õð å°ÃÆº ÇÂ¼Õ ëñé çÆ êÇðíÅôÅ ù ïÅç ÕðÆÂ¶ å» êÌÅêå Õð»×¶ ÇÕ ÁÃñ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì
Úñ X, ëñé Ô¹¿çÅ ÔË ÇÜÃçÅ êÌ»å (domain) ì¶åðåÆì êÌï¯¯× ç¶ éåÆÇÜÁ» çÅ ÃîÈÔ (Ü» ò¿é×Æ
ÃîÈÔ) Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ Õ¯¯ÂÆ òÆ òÅÃåÇòÕ î¹¼ñ ñË ÃÕçÅ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÃçÅ ÃÇÔêÌ»å
(codomain) òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ ÃîÈÔ Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ù Ô¶á» Çç¼åÆ åð·»
êÇðíÅÇôå Õð ÃÕç¶ Ô»Í
êÇðíÅôÅ D.  ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ À°Ô ëñé Ô¹¿çÅ ÔË  ÇÜÃçÅ êÌ»å ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ
Ô¹¿çÅ ÔËÍ
À°çÅÔðä ñÂÆ, ÁÅÀ° ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù ç¯ òÅðÆ ́ î Çò¼Ú À°ÛÅñ¶ ÜÅä ç¶ êÌï¯× å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í ÇÂÃ êÌï¯×
çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:

S = {HH, HT, TH, TT}
Ü¶Õð X, êÌÅêå ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË å» X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ éåÆÜ¶

ñÂÆ ÇÂÃçÅ î¹¼ñ Ô¶á Çç¼åÆ åð·» Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔË:
X (HH) = 2, X (HT) = 1, X (TH) = 1, X (TT) = 0.

ÇÂ¼Õ ÔÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ å¶ ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è ì¶åðåÆì Úñ êÇðíÅÇôå ÕÆå¶ ÜÅ ÃÕç¶ ÔéÍ À°çÅÔðä ñÂÆ
î³é ñÀ° ÇÕ Y] ò¿é×Æ ÃîÈÔ S ç¶ Ôð¶Õ éåÆÜ¶ ñÂÆ ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ å¯º ê¼à» çÆ Ç×äåÆ çÅ ØàÅ ù
çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ å»

Y (HH) =2, Y (HT) = 0, Y (TH) = 0, Y (TT) = − 2.
ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂ¼Õ ò¿é×Æ ÃîÈÔ S Çò¼Ú X Áå¶ Y  ç¯ ò¼Ö ì¶åðåÆì Úñ êÇðíÅÇôå ÕÆå¶ ÔéÍ

À°çÅÔðä BB: ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅñä çÆ Ö¶â Ö¶âçÅ  ÔËÍ Ö¶â ç¶ ÁÅï¯ÜÕ ðÅÔÆº
À°Ã ÇòÁÕåÆ ù Ôð¶Õ ÇÚ¼å ñÂÆ  2 Çç³çÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ ê¼à ñÂÆ À°Ô ÇòÁÕåÆ ÁÅï¯ÜÕ ù 1.50 Çç³çÅ
ÔËÍ î³é ñú° X ÇòÁÕåÆ ðÅÔÆº ÇÜ¼åÆ ×ÂÆ Ü» ÔÅðÆ ×ÂÆ ðÅôÆ çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ çðÃÅÀ° ÇÕ X ÇÂ¼Õ
ì¶åðåÆì Úñ ÔË Áå¶ ÇÂÃù êÌï¯× ç¶ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú çðÃÅÀ°Í

Ô¼ñ:  X  ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË ÇÜÃçÅ î¹¼ñ ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌï¯× ç¶ éåÆÇÜÁ» å¶ êÇðíÅÇôå ÔËÍ ÇÂÃ
ñÂÆ X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔËÍ

Ô¹ä êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:
S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}
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å»
X (HHH) = Rs (2 × 3) =  Rs 6
X (HHT) = X (HTH) = X (THH) =  Rs (2 × 2 − 1 × 1.50) =  Rs 2.50
X (HTT) = X (THT) = X (TTH) =  Rs (1 × 2 − 2 × 1.50) =   − Re 1

Áå¶ X (TTT) = − Rs (3 × 1.50) =  − Rs 4.50
ÇÂ¼æ¶ ÇðäÅåîÕ ÇÚ¿é·, ÇÖâÅðÆ çÆ  ÔÅéÆ  ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ Ôð¶Õ å¼å ç¶

ñÂÆ  X çÅ ÇÂ¼Õ ì¶Ü¯ó î¹¼ñ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ X ò¿é×Æ ÃîÈÔ å¶ ÇÂ¼Õ ëñé ÔË ÇÜÃçÅ ÇòÃæÅð ÔË:
{−1,  2.50,  − 4.50,  6}

À°çÅÔðä BC.  ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú 2 Ãø¶ç Áå¶ 1 ñÅñ ×¶ºç ÔËÍ ì¶åðåÆì éÅñ ÇÂ¼Õ ×¶ºç Õ¼ãÆ ×ÂÆ Áå¶
À°ÃçÅ ð¿× é¯à Õðé ç¶ ìÅÁç ç¹ìÅðÅ æËñ¶ Çò¼Ú êÅ Çç¼åÅ Ç×ÁÅÍ ÇÂÔ ç¹ìÅðÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅÍ Ü¶Õð  X ç¯
òÅðÆ Õ¼ãä Çò¼Ú ÃëñåÅ çÆ Ç×äåÆ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË, å»  X çÅ Çòòðé ÇçÀ°, ÇÜ¼æ¶ ÇÂ¼Õ ñÅñ ×¶ºç
çÅ Õ¼ãäÅ ÃëñåÅ î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

Ô¼ñ: î³é ñÀ° ÇÕ æËñ¶ Çò¼Ú ð¼ÖÆÁ» ×¶ºç» ù w1, w2, r  éÅñ çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ

å» ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË:
S = {w1 w1, w1 w2, w2 w2, w2 w1, w1 r, w2 r, r w1, r w2, r r}

Ô¹ä X = ñÅñ ×¶ºç» çÆ Ç×äåÆ =  ÃëñåÅ çÆ Ç×äåÆ
ÇÂÃ ñÂÆ X ({w1, w1}) = X ({w1 w2}) = X ({ w2 w2}) = X ({w2 w1}) = 0

X ({w1, r}) = X ({w2 r}) = X ({ rw1}) = X ({rw2}) = 1 Áå¶ X ({rr}) = 2
ÇÂÃ ñÂÆ  X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÔóÅ 0,  1 Ü» 2 î¹¼ñ ñË ÃÕçÅ ÔËÍ

AC.F.A ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â (Probability distribution of a random variable)

ÁÅÀ° çÃ êÇðòÅð»  f1,  f2 ... f10  å¯º̄ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ êÌÕÅð Ú¹éä ç¶ êÌï¯¯× å¶ ÇòÚÅð ÕðÆÂ¶
ÇÕ Ôð¶Õ êÇðòÅð çÆ Ú¯¯ä Ãî-Ã¿íÅòÆ Ô¯¯ò¶Í î³é ñÀ° ÇÕ êÇðòÅð f1,  f2 ...f10  Çò¼Ú ́ îòÅð 3, 4, 3,
2, 5, 4, 3, 6, 4, 5 îËºìð ÔéÍ
ÁÅÀ° ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù Ú¹äÆÂ¶ Áå¶ À°Ãç¶ îËºìð» çÆ Ç×äåÆ ù é¯¯à ÕðÕ¶, X å¯º̄ çðÃÅÂÆÂ¶Í ÃÅø å½ð å¶
X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÃù Ô¶á ÇñÖÆ åð·» êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË:

X (f1) = 3, X (f2) = 4, X (f3) = 3, X (f4) = 2, X (f5) = 5,
X (f6) = 4, X (f7) = 3, X (f8) = 6, X (f9) = 4, X (f10) = 5

ÇÂÃ ñÂÆ 2] 3] 4] 5] 6 Çò¼Ú¯¯º X Õ¯¯ÂÆ òÆ î¹¼ñ ñË ÃÕçÅ ÔËÍ
Ô¹ä X çÅ î¼¹ñ 2 Ô¯̄ò¶×Å Üç¯º̄ ÇÕ êÇðòÅð f4 ù Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ Ô¯¯ò¶Í X çÅ î¹¼ñ 3 Ô¯̄ ÃÕçÅ ÔË Üç¯̄º

f1, f3, f7 ÇòÚ¯¯º ÇÕÃ¶ êÇðòÅð ù Ú¹ÇäÁÅ ÜÅò¶Í ÇÂÃ êÌÕÅð
X = 4, Üç¯¯º êÇðòÅð  f2, f6    Ü»   f9 ù Ú¹ÇäÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ
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X  = 5, Üç¯¯º êÇðòÅð  f5 Ü»  f10 ù Ú¹ÇäÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ
Áå¶ X = 6, Üç¯¯º êÇðòÅð f8  ù Ú¹ÇäÁÅ ÜÅò¶×ÅÍ
ÇÕÀ°ºÇÕ ÁÃÆº î³ÇéÁÅ ÔË ÇÕ Ôð¶Õ êÇðòÅð çÅ Ú¹ÇäÁÅ ÜÅäÅ Ãî-Ã¿íÅòÆ Ôé, ÇÂÃ ñÂÆ êÇðòÅð  f4 ù
Ú¹ä¶ ÜÅä çÆ Ã¿íÅòéÅ 

1
10   ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ X çÅ î¹¼ñ 2 Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 
1

10  ÔËÍ

ÁÃÆº ÇñÖç¶ Ô» P(X = 2) =
1

10
éÅñ ÔÆ  f1, f2,  Ü»  f7 å¯º ÇÕÃ¶ òÆ ÇÂ¼Õ êÇðòÅð ù Ú¹éä çÆ Ã¿íÅòéÅ

P ({f1, f2, f3}) = 
3

10 ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ X çÅ îÅé 3 Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ = 
3

10
ÁÃÆº ÇñÖç¶ Ô»  P (X = 3) = 

3
10

ÇÂÃ êÌÕÅð ÁÃÆº êÌÅêå Õðç¶ Ô» ÇÕ

P(X = 4) = P({f2, f6, f9}) =
3

10 , P(X = 5) = P({f5, f10}) =
2

10
Áå¶  P(X = 6) = P({f8}) =

1
10

ÇÂÃ êÌÕÅð çÅ Çòòðé ÇÜÃ Çò¼Ú ì¶åðåÆì Úñ ç¶ éÅñ À°ÃçÆ Ã¿×å Ã¿íÅòéÅò» ù ÇñÇÖÁÅ
Ü»çÅ ÔË, ù ì¶åðåÆì Úñ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
 ÇòÁÅêÕ å½ð å¶ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ù Ô¶á ÇñÖÆ êÌÕÅð êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ E:   ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì Úñ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ Ô¶á ÇñÖÆ êÌäÅÿÆ Ô¹¿çÅ ÔË

X : x1 x2 ... xn

P(X) : p 1 p 2 ... pn

ÇÜ¼æ¶
1

0,
n

i i
i

p p
=

> ∑ = 1, i = 1, 2, ..., n

òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅò» x1, x2, ... xn  ì¶åðåÆì Úñ X  ç¶ Ã¿íò î¹¼ñ Ôé Áå¶  pi (i = 1,2, ... n)
ì¶åðåÆì Úñ  X çÅ îÅé  xi  Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË íÅò P (X=xi) = pi

AÇà¼êäÆ:  Ü¶Õð  xi ì¶åðåÆì Úñ  X, çÅ Õ¯ÂÆ Ã¿íò î¹¼ñ ÔË å» Õæé X = xi  ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶
Õ°Þ Çì¿çÈÁ» ñÂÆ òÆ Ã¼Ú Ô¹¿çÅ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ  X çÅ xi î¹¼ñ ñËä çÆ Ã¿íÅòéÅ Ôî¶ôÅ ×Ëð-ÇÃøð Ô¹¿çÆ
ÔË íÅò P(X = xi) ≠ 0 ÔËÍ
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éÅñ ÔÆ  X ç¶ ÃÅð¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ» ñÂÆ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈ ôÅÇîñ Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÇÕÃ¶
Ã¿íÅòéÅ ò¿â ñÂÆ ÃÅðÆ Ã¿íÅòéÅò» çÅ Ü¯ó ÇÂ¼Õ Ô¯äÅ ÚÅÇÔçÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BD  åÅô ç¶  52 ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ëËºàÆ Ô¯ÂÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º ç¯ ê¼å¶ ÇÂ¼Õ å¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ ê¹éð
ÃæÅÇêå ÕðÕ¶ Õ¼â¶ ×Â¶Í ÇÂ¼ÇÕÁ» çÆ Ç×äåÆ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :  ÇÂ¼ÇÕÁ» çÆ Ç×äåÆ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔËÍ ÇÂÃù ÁÃÆº X å¯º çðÃÅÀ°ºç¶ Ô»Í ÃÅø å½ð å¶ X çÅ
î¹¼ñ 0, 1, Ü» 2 ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ ê¼ÇåÁ» ê¹éð ÃæÅÇêå ÕðÕ¶ Õ¼ÇãÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ç¯ò¶º ê¼ÇåÁ» çÅ
Õ¼ãäÅ Á÷Åç ØàéÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ P(X = 0) = P(ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº Áå¶ ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº)

= P(ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº ) × P (ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº)

=
48 48 144
52 52 169

× =

Áå¶ P(X = 1) = P (ÇÂ¼ÕÅ Áå¶ ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº Ü» ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº Áå¶ ÇÂ¼ÕÅ)
= P (ÇÂ¼ÕÅ) . P(ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº) + P (ÇÂ¼ÕÅ éÔÆº ) . P (ÇÂ¼ÕÅ)

=
4 48 48 4 24

52 52 52 52 169
× + × =

Áå¶ P(X = 2) = P (ÇÂ¼ÕÅ Áå¶ ÇÂ¼ÕÅ) = P(ÇÂ¼ÕÅ) %  P (ÇÂ¼ÕÅ)

=
4 4 1

52 52 169
× =

ÇÂÃ ñÂÆ ñ¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÔË:
X 0 1 2

P(X)
144
169

24
169

1
169

À°çÅÔðä BE.  êÅÇÃÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ Ü¯ó¶ ù Çå¿é òÅðÆ Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅ, ç¯Ô» êÅÇÃÁ» å¶ ÇÂ¼Õ¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñ¶
Ü¯ó¶ (doublets) çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯Í
Ôñ: î³é ñÀ° ÇÕ X ç¯Ô» êÅÇÃÁ» å¶ ÇÂ¼Õ¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñ¶ Ü¯ÇóÁ» çÆ Ç×äåÆ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
(1,1) , (2,2),  (3,3),  (4,4),  (5,5), Áå¶ (6,6) ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ã¿íò Ü¯ó¶ ÔéÍ

ÃÅø å½ð å¶, X çÅ î¹¼ñ 0, 1, 2, Ü» 3 ÔËÍ

ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ Ü¯ó¶ ç¶ ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 
6 1

36 6
= =

ÇÂ¼Õ ÇÂÔ¯¯ ÇÜÔ¶ Ü¯¯ó¶ ç¶ éÅ ÁÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 
1 51
6 6

= − = ÔËÍ
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Ô¹ä

P(X = 0) = P (ÒÒÇÂ¼Õ¯¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñÅ Ü¯¯óÅÓÓ éÔÆº ) = 
5 5 5 125
6 6 6 216

× × =

     P(X = 1) =P (ÒÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñÅ Ü¯¯óÅÓ Áå¶ ç¯ ÒÒÇÂ¼Õ¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñÅ Ü¯ó¶ å¯º Çìé»ÓÓ ç¯¯ )

=
1 5 5 5 1 5 5 5 1
6 6 6 6 6 6 6 6 6

× × + × × + × ×  
2

2
1 5 753
6 2166

 
= × = 

 
P(X = 2) = P (ç¯¯ ÇÂ¼Õ¯¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñ¶ Ü¯̄ó¶ Áå¶ ÇÂ¼Õ ÇÂ¼Õ¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñ¶ Ü¯ó¶ å¯º Çìé» éÔÆº)

=
1 1 5 1 5 1 5 1 1
6 6 6 6 6 6 6 6 6

× × + × × + × ×

= 2
1 5 153

6 2166
 × =  

P(X = 3) = P (Çå¿é ÒÒÇÂ¼Õ¯¯ Ã¿ÇÖÁÅ òÅñ¶ Ü¯¯ó¶ÓÓ) 
1 1 1 1
6 6 6 216

= × × =

ÇÂÃ ñÂÆ X ÇÂÃ åð·» ñ¯¯óÆºçÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÔË:
X 0 1 2 3

P(X)
125
216

75
216

15
216

1
216

êóåÅñ : Ã¿íÅòéÅò» çÅ Ü¯̄ó

1

n

i
i

p
=
∑  =

125 75 15 1
216 216 216 216

+ + +

=
125 75 15 1 216 1

216 216
+ + +

= =

ÇÂÃ ñÂÆ À°µå¶ Çç¼åÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÃÔÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä BF.   î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ä¶ Ô¯¯Â¶ ÇòÇçÁÅðæÆ ÇçòÃ Çò¼Ú êó·é ç¶ Ø³à¶ X éÅñ
çðÃÅÂ¶ Ü»ç¶ ÔéÍ  X  ç¶ î¹¼ñ  x ñËä çÆ Ã¿íÅòéÅ Ô¶á ÇñÖÆ åð·» ÔË, ÇÜ¼æ¶ k ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË:

P(X = x) = 

0.1 0
1 2

(5 ) 3 4
0

x
kx x
k x x

=
 =


− =


;fn

;fn ;k

;fn ;k

vU;Fkk

(a) k çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯¯:

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð
ÇÂÃ å¯º ÇÂñÅòÅ

Ü»
Ü»
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(b) ÇÂÃ ×¼ñ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ å°ÃÆº Ø¼à¯¯-Ø¼à ç¯¯ Ø³à¶ êó·ç¶ Ô¯? Õ¶òñ ç¯ Ø³à¶ êó·ç¶ Ô¯? ò¼è¯¯º-
ò¼è ç¯¯ Ø³à¶ êó·ç¶ Ô¯̄?

Ô¼ñ:  X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â Ô¶á» Çç¼åÆ ÔË:
X 0 1 2 3 4

P(X) 0.1 k 2k 2k k

(a) ÃÅù êåÅ ÔË ÇÕ  
1

1
n

i
i

p
=

=∑

ÇÂÃ ñÂÆ 0.1 + k + 2k + 2k + k = 1
⇒ k = 0.15

(b) P(å°ÃÆº Ø¼à¯¯-Ø¼à ç¯¯ Ø³à¶ êó·ç¶ Ô¯¯) = P (X ≥ 2)
= P (X = 2) + P (X = 3) + P (X = 4)
= 2k + 2k + k = 5k = 5 × 0.15 = 0.75

P(Õ¶òñ ç¯¯ Ø³à¶ êó·ç¶ Ô¯¯) = P (X = 2)
= 2k = 2 × 0.15 = 0.3

P(ò¼è å¯¯º ò¼è ç¯¯ Ø³à¶ êó·ç¶ Ô¯¯) = P (X ≤ 2)
= P (X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)
= 0.1 + k + 2k = 0.1 + 3k = 0.1 + 3 × 0.15 = 0.55

AC.F.B ì¶åðåÆì Úñ çÅ î¼èîÅé (Mean of a random variable)

ÕÅøÆ Ãî¼ÇÃÁ»ò» Çò¼Ú ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì Úñ ç¶ ÇÕÃ¶ ×¹ä ù ÇÂ¼Õ Ã¿ÇÖÁÅ å¯¯º çðÃÅÀ°äÅ ñ¯¯óÆºçÅ Ô¹¿çÅ ÔË,
ÇÜÃù Úñ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â å¯¯º êåÅ ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆÁ» Õ°Þ Ã¿ÇÖÁÅò», î¼èîÅé, î¼ÇèÕÅ
Áå¶ ìÔ¹ñÕ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ÜîÅå Çò¼Ú ÁÃÆº î¼èîÅé å¶ ÇòÚÅð Õð»×¶Í î¼èîÅé Õ¶ºçðÆ êÌòðåÆ çÅ îÅê
ÇÂÃ åð·» ÔË ÇÕ ÇÂÔ ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì Úñ ç¶ î¼èîÅé Ü» Á½Ãå î¹¼ñ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ F  î³é ñÀ° X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË, ÇÜÃç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ x1, x2, x3, ..., xn çÆ ´îòÅð

Ã¿íÅòéÅ p1, p2, p3,  ..., pn ÔéÍ X çÅ î¼èîÅé, ÇÜÃù µ , å¯¯º çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé, Ã¿ÇÖÁÅ 
1

n

i i
i

x p
=
∑ Ô¹¿çÆ

ÔËÍ íÅò x çÅ î¼èîÅé Úñ X, ç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ» çÅ Á½Ãå Ô¹¿çÅ ÔË, Üç¯̄º Ôð¶Õ î¹¼ñ ù À°ÃçÆ Ã¿×å Ã¿íÅòéÅ
ç¶ å°¼ñ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Ô¯¯ò¶Í

ì¶åðåÆì Úñ X ç¶ î¼èîÅé ù X çÅ êÈðò Áé°îÅé (Expectation) òÆ ÕÇÔ³ç¶ Ôé ÇÜÃ ù
E (X) å¯¯º çðÃÅÀ°ºç¶ ÔéÍ ÇÂÃ ñÂÆ

 E(X) = µ =
1

n

i i
i

x p
=
∑ = x1p1+ x2p2 + ... + xnpn

Ô¯̄ð ôìç» Çò¼Ú:
ì¶åðåÆì Úñ X çÅ î¼èîÅé Ü» êÈðò Áé°îÅé X ç¶ ÃÅð¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ» çÅ À°Ôé» çÆ Ã¿×å
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Ã¿íÅòéÅò» ç¶ ×¹äÅ çÅ Ü¯ó Ô¹¿çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BG. î³é ñÀ° ÇÕ êÅÇÃÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ Ü¯ó¶ ù À°ÛÅÇñÁÅ  Ü»çÅ ÔË Áå¶ ì¶åðåÆì Úñ X] êÅÇÃÁ»
å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ X çÅ î¼èîÅé Ü» êÈðò Áé°îÅé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ:  ÇÂÃ êÌï¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ 36 î½ÇñÕ ØàéÅò» å¯º ìÇäÁÅ ÔË, ÇÜÔéÅ ù ́ îòÅð Ü¯ó¶ (xi, yi)
ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÇñÇÖÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË ÇÜ¼æ¶ xi = 1, 2, 3, 4, 5, 6  Áå¶  yi = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

ì¶åðåÆì Úñ X ç¶  î¹¼ñ íÅò êÅÇÃÁ» å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ Ü¯ó  2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9]
10] 11 Ü» 12 Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ

Ô¹ä P(X = 2) = P({(1, 1)}) 
1
36

=

P(X = 3) = P({(1, 2), (2, 1)}) 
2

36
=

P(X = 4) = P({(1, 3), (2, 2), (3, 1)}) 
3

36
=

P(X = 5) = P({(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)})
4

36
=

P(X = 6) = P({(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)})
5

36
=

P(X = 7) = P({(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)})
6

36
=

P(X = 8) = P({(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)})
5

36
=

P(X = 9) = P({(3, 6), (4,5), (5,4), (6,3)})
4

36
=

P(X = 10) = P({(4, 6), (5, 5), (6, 4)})
3

36
=

P(X = 11) = P({(5, 6), (6, 5)})
2

36
=

P(X = 12) = P({(6, 6) 
1
36

=

X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÔË:
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X Ü»  xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X) Ü»  pi

1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

ÇÂÃ ñÂÆ µ = E(X) =
1

1 2 3 42 3 4 5
36 36 36 36

n

i i
i

x p
=

= × + × + × + ×∑

5 6 56 7 8
36 36 36

+ × + × + ×
4 3 2 19 10 11 12

36 36 36 36
+ × + × + × + ×

=
2 6 12 20 30 42 40 36 30 22 12

36
+ + + + + + + + + +

 = 7

ÇÂÃ åð·» ç¯ êÅÇÃÁ» ç¶ Ã¹¼àä å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ Ü¯ó çÅ î¼èîÅé 7 ÔËÍ

AC.F.C ì¶åðåÆì Úñ çÅ êÌÃðé (Variance of a random variable)

ì¶åðåÆì Úñ çÅ îèîÅé À°Ã Úñ ç¶ î¹¼ñ» Çò¼Ú ÇòÚðé ìÅð¶ Õ¯ÂÆ ÃÈÚéÅ éÔÆº Çç³çÅ ÔËÍ éÅñ
ÔÆ ò¼Ö-ò¼Ö Ã¿íÅòéÅ ò¿â òÅñ¶ ì¶åðåÆì Úñ» ç¶ î¼èîÅé ÃîÅé Ô¯ ÃÕç¶ Ôé, ÇÜò¶º ÇÕ X Áå¶ Y ç¶
Ô¶á ÇñÖÆÁ» ò¿â» Çò¼Ú ò¶ÇÖÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

X 1 2 3 4

P(X)
1
8

2
8

3
8

2
8

Y –1 0 4 5 6

P(Y)
1
8

2
8

3
8

1
8

1
8

ÃÅø å½ð å¶
1 2 3 2 22E(X) 1 2 3 4 2.75
8 8 8 8 8

= × + × + × + × = =

Áå¶
1 2 4 1 1 22E(Y) 1 0 3 5 6 2.75
8 8 8 8 8 8

= − × + × + × + × + × = =

Úñ X Áå¶ Y ò¼Ö-ò¼Ö Ôé Üç¯º ÇÕ À°ÔéÅ ç¶ î¼èîÅé ÃîÅé Ôé ÇÂÔ ÇÂÔéÅ Úñ» ç¶ ÇÚ¼åðÅåîÕ ðÈê
å¯º òÆ ÁÃÅéÆ éÅñ êÌÖ¶Çêå ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË (ÇÚ¼åð 13-5)A
X ù Y å¯º ò¼Ö Õðé ñÂÆ ÃÅù ì¶åðåÆì Úñ ç¶ î¹¼ñ Çò¼Ú ÇÖ³âÅò çÆ ÃÆîÅ å¼Õ ç¶ îÅê çÆ ÷ðÈðå ÔËÍ
ÁÃÆº Á³ÕóÅ ÇòÇ×ÁÅé Çò¼Ú êÇó·ÁÅ ÔË ÇÕ Á³ÕÇóÁ» Çò¼Ú ÇòÚñé Ü» ÇÖ³âÅò çÅ îÅê ÔÆ êÌÃðé ÔËÍ
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ÇÂÃ êÌÕÅð ì¶åðåÆì Úñ ç¶ î¹¼ñ» Çò¼Ú ÇÖ³âÅò ù êÌÃðé å¯º îÅÇêÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ
êÇðíÅôÅ G.   î³é ñÀ°  X ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÃç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ x1, x2 ...xn Ã¿×å Ã¿íÅòéÅò»  p(x1),
p(x2), ..., p(xn) ç¶ éÅñ éÅñ ÔéÍ

î³é ñÀ°  µ = E (X), X çÅ î¼èîÅé ÔËÍ  X  çÅ êÌÃðé var (X) Ü» 2
xσ  ðÅÔÆº çðÃÅÇÂÁÅ Ü»çÅ

ÔË Áå¶ Ô¶á ÇñÖ¶ åð·» êÇðíÅÇôå ÕÆåÅ Ü»çÅ ÔË:

2
xσ  = 2

1
Var (X)= ( ) ( )

n

i i
i

x p x
=

−∑ µ

Ü» íÅò 2
xσ  = 2E(X )− µ

×Ëð-ÇðäÅåîÕ Ã¿ÇÖÁÅ xσ = 2

1
Var (X)= ( ) ( )

n

i i
i

x p x
=

−∑ µ

ù ì¶åðåÆì Úñ X çÅ îÅéÕ ÇòÚñé (standard deviation) ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
ì¶åðåÆì Úñ çÅ êÌÃðé êåÅ Õðé çÅ Ô¯ð ÃÈåð:
ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ

Var(X) = 2

1
( μ) ( )

n

i i
i

x p x
=

−∑

=
2 2

1
( μ 2μ ) ( )

n

i i i
i

x x p x
=

+ −∑

= 2 2

1 1 1
( ( ) μ ( ) 2μ ( )

n n n

i i i i i
i i i

x p x p x x p x
= = =

+ −∑ ∑ ∑

ÇÚ¼åð AC. E
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= 2 2

1 1 1
( ( ) μ ( ) 2μ ( )

n n n

i i i i i
i i i

x p x p x x p x
= = =

+ −∑ ∑ ∑

=
2 2 2

1 =1 1
( ) μ 2μ  ( )=1 μ = P( )

n n n

i i i i i
i i i

x p x p x x x
= =

 
+ −  

 
∑ ∑ ∑D;kfsa d vkSj

= 2 2

1
( ( ) μ

n

i i
i

x p x
=

−∑

Ü» Var(X) =
2

2

1 1
( ( )) ( )

n n

i i i i
i i

x p x x p x
= =

 
−  ∑ ∑

Ü» Var(X) = 2 2E(X ) [E(X)]− ] tgk¡ E(X2) = 2

1
( )

n

i i
i

x p x
=
∑

À°çÅÔðä BH. ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö êÅÃ¶ ù Ã¹¼àä å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ êÌÃðé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ :   êÌÆÇÖÁä çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ ÔË :  S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
î³é ñú° X, êÅÃ¶ å¶ ÁÅÀ°ä òÅñÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ å» X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÔóÅ 1, 2, 3, 4, 5,

Ü» 6 î¹¼ñ ñË ÃÕçÅ ÔËÍ

éÅñ ÔÆ P(1) = P (2) = P (3) = P (4) = P (5) = P (6) = 
1
6

ÇÂÃ ñÂÆ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÔË :

X 1 2 3 4 5 6

P(X)
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Ô¹ä E(X) =
1

( )
n

i i
i

x p x
=
∑

= 1 1 1 1 1 1 211 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6 6

× + × + × + × + × + × =

éÅñ ÔÆ E(X2) = 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 911 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6 6

× + × + × + × + × + × =

ÇÂÃ ñÂÆ Var(X) = E (X2) – (E(X))2

=
291 21 91 441

6 6 6 36
 − = −     

35
12

=

ÇÕÀ°ºÇÕ Áå¶

ÇÜ¼æ¶
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À°çÅÔðä BI.  åÅô ç¶ 52 ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ëËºàÆ Ô¯ÂÆ ×¹¼àÆ ÇòÚ¯º ç¯ ê¼å¶ ÇÂ¼Õ å¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ Çìé·» ê¹éð
ÃæÅÇêå ÕÆå¶ Õ¼ã¶ Ü»ç¶ ÔéÍ ìÅçôÅÔ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÅ î¼èîÅé, êÌÃðé Áå¶ îÅéÕ ÇòÚñé êåÅ Õð¯Í

Ô¼ñ:   î³é ñÀ° ÇÕ ç¯ ê¼å¶ Õ¼ãä Çò¼Ú ìÅçôÅÔ» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ù X å¯º ÇñÖç¶ Ô»Í X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ
ÔË ÇÜÔóÅ 0 , 1 Ü» 2 î¹¼ñ ñË ÃÕçÅ ÔËÍ
Ô¹ä P(X = 0) = P (Õ¯ÂÆ ìÅçôÅÔ éÔÆº)

48
2

52
2

48!
C 48 47 1882!(48 2)!

52! 52 51 221C
2!(52 2)!

×−
= = = =

×
−

P(X = 1) = P (ÇÂ¼Õ ìÅçôÅÔ Áå¶ ÇÂ¼Õ ìÅçôÅÔ éÔÆº) 
4 48

1 1
52

2

C C
C

=

=
4 48 2 32
52 51 221
× ×

=
×

Áå¶ P(X = 2) = P (ç¯ò¶º ìÅçôÅÔ) 
4

2
52

2

C 4 3 1
52 51 221C

×
= = = =

×
ÇÂÃ ñÂÆ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÔË :

X 0 1 2

P(X)
188
221

32
221

1
221

Ô¹ä î¼èîÅé X =  E(X) = 
1

( )
n

i i
i

x p x
=
∑

= 188 32 1 340 1 2
221 221 221 221

× + × + × =

éÅñ ÔÆ E(X2) =
2

1
( )

n

i i
i

x p x
=
∑  = 2 2 2188 32 1 360 1 2

221 221 221 221
× + × + × =

Ô¹ä Var(X) = E(X2) – [E(X)]2

=
2

2
36 34 6800–
221 221 (221)

  =  

ÇÂÃ ñÂÆ       xσ  =
6800Var(X) 0.37

(221)
= =  (ñ¼×í×)
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ÁÇíÁÅÃ AC.D
1. ç¼Ã¯ ÇÕ Ô¶á ÇñÖÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â Çò¼Ú ÇÕÔó¶ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ñÂÆ Ã¿íò éÔÆº ÔéÍ ÁÅêäÅ

À°µåð ÕÅðä éÅñ ÇñÖ¯Í
(i) X 0 1 2

P(X) 0.4 0.4 0.2

(ii) X 0 1 2 3 4

P(X) 0.1 0.5 0.2 – 0.1 0.3

(iii) Y – 1 0 1
P(Y) 0.6 0.1 0.2

(iv) Z 3 2 1 0 –1

P(Z) 0.3 0.2 0.4 0.1 0.05

2. ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú 5 ñÅñ Áå¶ 2 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» ÔéÍ ç¯¯ ×¶ºçÅ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ãÆÁ» ×ÂÆÁ»Í
î³é ñÀ° X ÕÅñÆ ×¶ºç» ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ  X ç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ ÕÆ Ôé? ÕÆ X ì¶åðåÆì Úñ ÔË?

3. î³é ñÀ° X  ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ Áå¶ êà» çÆ Ç×äåÆ Çò¼Ú Á³åð ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË, Üç¯̄º ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶
ù 6 òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ X ç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ ÕÆ Ôé?

4. Ô¶á ÇñÇÖÁ» çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯¯ :
(i) ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ çÆ ç¯̄ À°ÛÅñ» Çò¼Ú ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ
(ii) Çå¿é ÇÃ¼ÇÕÁ» ù ÇÂ¼Õ¯¯ òÅðÆ À°ÛÅñä å¶ êà» çÆ Ç×äåÆ
(iii) ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ çÆ ÚÅð À°ÛÅñ» Çò¼Ú ÇÚ¼å» çÆ Ç×äåÆ

5. ÇÂ¼Õ êÅÃÅ ç¯¯ òÅðÆ Ã¹¼àä å¶ ÃëñåÅ çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯¯ ÇÜ¼æ¶ :
(i) ^4 å¯¯º ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁÅÓ ù ÇÂ¼Õ ÃëñåÅ î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
(ii) ^êÅÃ¶ å¶ Ã¿ÇÖÁÅ 6 ÁÅÀ°äÅÓ ù ÃëñåÅ î³ÇéÁÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ

6. 30 ìñì» ç¶ ÇÂ¼Õ ã¶ð Çò¼Ú¯º,  Çò¼Úº̄ 6 ìñì ÖðÅì ÔéÍ  4 ìñì çÅ ÇÂ¼Õ éîÈéÅ ì¶åðåÆìÆ éÅñ
ì×Ëð ê¹éð ÃæÅÇêå ÕÆåÅ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÖðÅì ìñì» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯¯Í

7. ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ ×Ëð Çéðê¼Ö ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú ÇÚ¼å ÁÅÀ¹ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êà ÁÅÀ¹ä å¯º Çå×¹äÆ ÔËÍ Ü¶Õð
ÇÃ¼ÕÅ ç¯ òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË å» êà» çÆ Ç×äåÆ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯Í
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8. ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â Ô¶á Çç¼åÅ Ç×ÁÅ ÔËÍ
X 0 1 2 3 4 5 6 7

P(X) 0 k 2k 2k 3k k 2 2k2 7k2+k

êåÅ Õð¯Í
(i) k (ii) P(X < 3) (iii) P(X > 6) (iv) P(0 < X < 3)

9. ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ X Ã¿íÅòéÅ ëñé P(x) Ô¶á êÌÕÅð ÔË, ÇÜ¼æ¶ k Õ¯ÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÔË
0

2 1
P( )

3 2
0

k x
k x

x
k x

=
 == 

=


;fn

;fn

;fn

vU;Fkk

(a) k çÅ î¹¼ñêåÅ Õð¯Í
(b) P (X < 2),  P (X ≤ 2), P(X ≥ 2) êåÅ Õð¯Í

10. ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö ÇÃ¼Õ¶ ù Çå¿é òÅðÆ À°ÛÅñä å¶ êÌÅêå ÇÚ¼å» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ çÅ î¼èîÅé êåÅ Õð¯Í
11. ç¯ êÅÇÃÁ» ç¶ Ü¯ó¶ ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ç×ÁÅÍ Ü¶Õð X, Û¶ çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔË, å» X çÅ êÈðò

Áé°îÅé êåÅ Õð¯Í
12. êÇÔñÆÁ» Û¶ èéÅåîÕ Ã¿êÈðé Çò¼Ú¯º ç¯ Ã¿ÇÖÁÅò» ì¶åðåÆìÆ (ÇìéÅ ê¹éð ÃæÅÇêå ÕÆå¶) éÅñ

Ú¹äÆÁ» ×ÂÆÁ»Í î³é  ñÀ° X ç¯ò¶º Ã¿ÇÖÁÅò» Çò¼Úº̄ ò¼âÆ Ã¿ÇÖÁÅ ù çðÃÅÀ°ºçÆ ÔËA E(X) êåÅ Õð¯Í
13. î³é ñÀ° ç¯ êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼àä å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» ç¶ Ü¯ó ù X å¯º ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ  X çÅ

êÌÃðé Áå¶ îÅéÕ ÇòÚñé êåÅ Õð¯Í
14. ÇÂ¼Õ ÜîÅå Çò¼Ú 15 ÇòÇçÁÅðæÆ Ôé ÇÜÔé» çÆ À°îð 14] 17] 15] 14] 21] 17] 19] 20]

16] 18] 20] 17] 16] 19 Áå¶ 20 ÃÅñ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ù ÇÂÃ åð·» Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ ÇÕ
Ôð¶Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ç¶ Ú¹ä¶ ÜÅä çÆ Ã¿íÅòéÅ ìðÅìð ÔË Áå¶ Ú¹ä¶ ÇòÇçÁÅðæÆ çÆ À°îð ù (X)ù
ÇñÇÖÁÅ Ç×ÁÅÍ ì¶åðåÆì Úñ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð¯Í X çÅ î¼èîÅé, êÌÃðé Áå¶
îÅéÕ ÇòÚñé òÆ êåÅ Õð¯Í

15. ÇÂ¼Õ ìËáÕ Çò¼Ú 70% íÅ×ÆçÅð» é¶ ÇÕÃ¶ êÌÃåÅò çÅ Ãîðæé ÕÆåÅ Áå¶ 30% íÅ×ÆçÅð» é¶
Çòð¯è ÕÆåÅÍ ÇÂ¼Õ íÅ×ÆçÅð ù ì¶åðåÆì éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶, Ü¶Õð À°Ã íÅ×ÆçÅð é¶
êÌÃåÅò çÅ Çòð¯è ÕÆåÅ Ô¯ò¶ å» X = 0 ÇñÁÅ Ç×ÁÅ, Üç¯º ÇÕ Ü¶Õð À°Ãé¶ êÌÃåÅò çÅ Ãîðæé
ÕÆåÅ Ô¯ò¶ å»  X = 1 ÇñÁÅ Ç×ÁÅÍ E(X) Áå¶ var (X) êåÅ Õð¯¯Í

Ô¶á ÇñÖ¶ Çò¼Ú¯¯º Ôð¶Õ Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯:
16. ÇÂÔ¯ ÇÜÔ¶ êÅÃ¶, ÇÜÃç¶ Çå¿é øñé» Óå¶ 1 Ô¯¯ð Çå¿é Óå¶ 2 Áå¶ ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ Óå¶ 5 ÇñÇÖÁÅ ÔË, ù

Ã¹¼àä å¶ êÌÅêå Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ î¼èîÅé ÔË :

Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð
Ü¶Õð
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(A) 1 (B) 2 (C) 5 (D)
8
3

17. î³é ñú åÅô çÆ ÇÂ¼Õ ç¼æÆ å¯¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ ç¯¯ ê¼å¶ Õ¼ã¶ Ü»ç¶ ÔéÍ î³é ñú X ÇÂ¼ÇÕÁ» çÆ
Ç×äåÆ ç¼ÃçÅ ÔËÍ å» E(X) çÅ î¹¼ñ ÔË:

(A)
37
221 (B)

5
13 (C)

1
13 (D)

2
13

13.7  ìðé½ñÆ êÌÆÇÖÁä Áå¶ ç¯ êçÆ ò¿â (Bernoulli Trails and Binomial Distribution)

13.7.1 ìðé½ñÆ ïåé
ÕÂÆ êÌï¯×» çÆ êÌÕðåÆ ç¯̄ éåÆÇÜÁ» òÅñÆ Ô¹¿çÆ ÔËÍ À°çÅÔðä ñÂÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ô¯¯ÇÂÁÅ ÇÃ¼ÕÅ

ÇÂ¼Õ ÇÚ¼å Ü» ÇÂ¼Õ êà çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔË, ÇÕÃ¶ êÌôé çÅ À°µåð Ô» Ü» éÔÆº Ô¯ ÃÕçÅ ÔË, ÇÂ¼Õ Á³â¶ å¯¯º ÚÈ÷Å
ÒÇéÕñ Ú¹¼ÇÕÁÅ ÔËÓ Ü» ÒéÔÆº ÇéÕÇñÁÅ ÔË Ó, ÇÂ¼Õ ëËÃñÅ Ô» Ü» éÔÆº ÔË ÁÅÇçÍ ÇÂÃ êÌÕÅð çÆ ÃÇæåÆÁ»
Çò¼Ú ÇÂÔ¯ ÇÜÔÅ ÇðòÅ÷ ÔË ÇÕ êÌÅêå éåÆÇÜÁ» Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ ù ÒÃëñåÅÓ Áå¶ çÈÜ¶ ù ÒÁÃëñåÅÓ ÇÕÔÅ
Ü»çÅ ÔËÍ À°çÅÔðä ñÂÆ, ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù  À°ÛÅñä å¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ°ä ù ÃëñåÅ î³ÇéÁÅ ÜÅò¶ å» ÒêàÓ
ÁÅÀ¹ä ù ÁÃëñåÅ ÇÕÔÅ ÜÅò¶×ÅÍ

Ôð¶Õ òÅðÆ, Üç¯¯º ÁÃÆº ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ À°ÛÅñç¶ Ôé Ü» ÇÂ¼Õ êÅÃÅ Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË Ü» Õ¯¯ÂÆ Ô¯¯ð êÌï¯¯×
Õðç¶ Ô», å» ÁÃÆº ÇÂÃù ÇÂ¼Õ êÌ¶Öä (trial) ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ÇÃ¼ÕÅ î³é ñÀ°, ÚÅð òÅðÆ
À°ÛÅÇñÁÅ ÜÅò¶ å» êÌ¶Öä» çÆ Ç×äåÆ D Ô¯¯ò¶×Æ Áå¶ ÇÂÔéÅ Çò¼Ú¯º̄ Ôð¶Õ ç¶ éåÆÜ¶ áÆÕ ç¯¯ Ô¯¯ä×¶ íÅò
ÃëñåÅ Ü» ÁÃëñåÅÍ ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ êÌ¶Öä çÅ éåÆÜÅ ÇÕÃ¶ çÈÜ¶ êÌ¶Öä ç¶ éåÆÜ¶ å¯¯º Á÷Åç Ô¿¹çÅ ÔËÍ ÇÂÃ
êÌÕÅð ç¶ Á÷Åç êÌ¶Öä ÇÜÔé» ç¶ Õ¶òñ ç¯¯ éåÆÜ¶ Ô¹¿ç¶ Ôé ÇÜÔó¶ ÁÕÃð ÒÃëñåÅÓ Ü» ÒÁÃëñåÅÓ
ÕÇÔñÅÀ¹ºç¶ Ôé, ìðé½ñÆ êÌ¶Öä ÕÇÔñÅÀ¹ºç¶ ÔéÍ
êÇðíÅôÅ H.  ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì êÌï¯̄× ç¶ êÌ¶Öä» ù ìðé½ñÆ êÌ¶Öä ÕÇÔ³ç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ô Ô¶á ÇñÖÆÁ» ôðå»
ù êÈðÅ Õðç¶ Ôé :

(i) êÌ¶Öä» çÆ Ç×äåÆ ÇéôÇÚå (ÃÆÇîå) Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔË,
(ii) êÌ¶Öä ÇÂ¼Õ çÈÜ¶ Á÷Åç Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ
(iii) Ôð¶Õ êÌ¶Öä ç¶ áÆÕ ç¯ ÔÆ éåÆÜ¶ Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ Ôé, ÃëñåÅ Ü» ÁÃëñåÅ
(iv) ÇÕÃ¶ éåÆÜ¶ çÆ Ã¿íÅòéÅ Ôð¶Õ êÌ¶Öä Çò¼Ú ìðÅìð ðÇÔäÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ

À°çÅÔðä ñÂÆ ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù 50 òÅðÆ À°ÛÅñäÅ 50 ìðé½ñÆ êÌ¶Öä» çÆ ÔÅñå ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ
êÌ¶Öä çÅ éåÆÜÅ ÃëñåÅ (î³é ñÀ° ÇÜÃå Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅÀ¹äÅ) Ü» ÁÃëñåÅ (à»Õ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅÀ¹äÅ) ÔË
Áå¶ ÃÅðÆ E@ À°ÛÅñ» Çò¼Ú ÃëñåÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ  (p) ÇÂ¼Õ ìðÅìð ÔËÍ ì×Ëð ô¼Õ êÅÃ¶ çÆ ÇÂ¼Õ åº̄ ìÅÁç
ÇÂ¼Õ À°ÛÅñ» Á÷Åç êÌï¯× Ô¹¿ç¶ ÔéÍ Ü¶Õð êÅÃÅ Çéðê¼Ö ÔË Áå¶ ÇÂÃç¶ Û¶ øñÕ» å¶ Û¶ Ã¿ÇÖÁÅò» A å¯º F

å¼Õ ÇñÖÆÁ» ×ÂÆÁ» Ôé å»   p = 
1
2  ÃëñåÅ çÆ Áå¶  q = 1 – p = 

1
2  ÁÃëñåÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔËÍ
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êÇðíÅôÅ C@.  7 ñÅñ Áå¶ 9 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» òÅñ¶ ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ å¯¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ Û¶ ×¶ºç»
Õ¼ãÆÁ» Ü»çÆÁ» ÔéÍ ç¼Ã¯ ÇÕ ×¶ºç Õ¼ãä ç¶ êÌ¶Öä ìðé½ñÆ êÌ¶Öä ïåé Ôé Ü» éÔÆº Ü¶Õð Ôð¶Õ Õ¼ãä
ç¶ ìÅÁç ×¶ºç ù :

(i) ê¹éð ÃæÅÇêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Ô¯¯ò¶Í
(ii) ê¹éð ÃæÅÇêå éÅ ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Ô¯̄ò¶Í

Ô¼ñ :
  (i) êÌ¶Öä» ïåé» çÆ Ç×äåÆ ÃÆÇîå (ÇéôÇÚå) ÔËÍ Üç¯¯º ×¶ºç» ù Õ¼ãä ç¶ ìÅÁç Õñô Çò¼Ú

ç¹ìÅðÅ ÃæÅÇêå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ Ô¯¯ò¶ å» ÃëñåÅ (î³é ñÀ° ñÅñ ×¶ºç Õ¼ãä) çÆ  Ã¿íÅòéÅ  p =

7
16  ÔË ÇÜÔóÆ ÇÕ ÃÅðÆÁ» Û¶ êÌ¶Öä ïåé Çò¼Ú ìðÅìð ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ×¶ºç» ù ê¹éð ÃæÅÇêå ÕðÕ¶

Õ¼ãäÅ ìðé½ñÆ êÌ¶Öä ïåé ÔéÍ
(ii) Üç¯¯º ×¶ºç» ù ì×Ëð ê¹éð ÃæÅÇêå ÕÆå¶ Õ¼ÇãÁÅ Ç×ÁÅ å» êÇÔñ¶ ïåé Çò¼Ú ÃëñåÅ (íÅò

ñÅñ ×¶ºç çÅ Õ¼ãäÅ) çÆ Ã¿íÅòéÅ 
7

16  ÔË, çÈÜ¶ ïåé Çò¼Ú 
6

15  ÔË Áå¶ ÇÂÃ åð·» ÃÅø å½ð å¶
ÃÅð¶ ïåé Çò¼Ú ÃëñåÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ ìðÅìð éÔÆº ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ êÌÆÇÖÁä ìðé½ñÆ ïåé
éÔÆº ÔéÍ

13.7.2  ç¯ êçÆ ò¿â (Binomial Distribution)

ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ç¶ À°ÛÅñä ç¶ êÌï¯× Óå¶ ÇòÚÅð Õð¯ ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ ïåé çÅ éåÆÜÅ ÃëñåÅ
(î³é ñÀ° ÇÚ¼å) Ü» ÁÃëñåÅ (ê¼à)Ô¹¿ç¶ ÔéÍ Ôð¶Õ ïåé Çò¼Ú ÃëñåÅ Áå¶ ÁÃëñåÅ ù ́ îòÅð
S  Áå¶ F î³é ñÀ°Í

ÇÂÔ Ã¯Ú¯ ÇÕ ÃÅâÆ Û¶ ïåé Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÃëñåÅ ç¶ ò¼Ö åðÆÇÕÁ» ù êåÅ Õðé Çò¼Ú ÇçñÚÃêÆ
ÔËÍ ÃÅø å½ð å¶ Û¶ ò¼Ö åðÆÕ¶ Ôé ÇÜò¶º ÇÕ Ô¶á» ÇñÇÖÁÅ Ç×ÁÅ ÔË:

SFFFFF,  FSFFFF, FFSFFF, FFFSFF, FFFFSF,  FFFFFS

ÇÂÃ êÌÕÅð, ç¯ ÃëñåÅò» Áå¶ ÚÅð ÁÃëñåÅò» 
6!

4! 2!×  ´î Çò¼Ú Ô¯ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÔé»
ÃÅðÆÁ» ´î» çÆ ÇñÃà ìéÅÀ°äÅ ìÔ¹å ¦ìÅ Õ¿î Ô¯ò¶×ÅÍ ÇÂÃ ñÂÆ 0] 1] 2] ---] n ÃëñåÅò» çÆ
Ã¿íÅòéÅò» êåÅ ÕðéÅ ¦ìÅ Áå¶ Ãî» ñËä òÅñÅ Õ¿î Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ n ìðé½ñÆ ïåé» Çò¼Ú¯¯º ÃëñåÅò»
çÆ Ç×äåÆ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðé ñÂÆ ÇÂ¼Õ ÃÈåð çÅ ÇéðîÅä ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÔË, ÇÜÃ å¯¯º Ç×äåÆ Çò¼Ú
ñ¼×ä òÅñ¶ Ãî¶º Áå¶ Ã¿íò éåÆÇÜÁ» çÆ ÇñÃà ìéÅÀ°ä å¯̄º ìÇÚÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÂÃ  À°ç¶ô ñÂÆ Çå¿é
ìðé½ñÆ ïåé» å¯¯º ìä¶ ì¶åðåÆì êÌï¯̄× ù ñËºç¶ Ô» ÇÜÃ Çò¼Ú Ôð¶Õ ïåé Çò¼Ú ÃëñåÅ Áå¶ ÁÃëñåÅ
çÆÁ» Ã¿íÅòéÅò» ́ îòÅð p Áå¶ q ÔËÍ ÇÂÃ êÌï¯¯× çÅ ò¿é×Æ ÃîÈÔ

S SSS, SSF, SFS, FSS, SFF, FSF, FFS, FFF= l q  ÔË
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ÃëñåÅò» çÅ Ç×äåÆ ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ  X ÔË Áå¶ 0, 1, 2, Ü» 3 î¹¼ñ ñË ÃÕçÅ ÔËÍ ÃëñåÅò»
çÆ Ç×äåÆ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â Ô¶á ÇñÖÆ åð·» êÌÅêå  ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ

P(X = 0) = P (Õ¯¯ÂÆ ÃëñåÅ éÔÆº)
= P({FFF}) = P(F) P(F) P(F)
= q . q . q = q3 (ÇÕÀ°ºÇÕ êÌÆÇÖÁä Á÷Åç Ôé)

P(X = 1) = P (ÇÂ¼Õ ÃëñåÅ)
= P ({SFF, FSF,  FFS})
= P ({SFF}) + P({FSF}) + P({FFS})
= P (S) P(F) P(F) + P(F) P(S) P(F) + P(F) P(F) P(S)
= p.q.q +  q.p.q + q.q.p = 3qp2

P(X = 2) = P (ç¯¯ ÃëñåÅò»)
= P ({SSF, SFS, FSS})
= P ({SSF}) + P({SFS}) + P({FSS})
= P (S) P(S) P(F) + P(S) P(F) P(S) + P(F) P(S) P(S)

= p.p.q. +  p.q.p  +  q.p.p  =  3qp2

Áå¶ P(X = 3) = P (Çå¿é ÃëñåÅò») = P ({SSS})
= P(S) . P(S) . P(S) = p3

ÇÂÃ ñÂÆ  X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ÔË
X 0 1 2 3

P(X) q3 3q2p 3qp2 p 3

éÅñ ÔÆ (q + p)3 çÅ ç¯¯-êçÆ ÇòÃæÅð Ô¶á Áé°ÃÅð ÔË :

q3 + 3q2p + 3qp2 + p3

é¯¯à Õð¯¯ ÇÕ  0] 1] 2] Ü» 3 ÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅò» ́ îòÅð: (q + p)3 ç¶ ÇòÃæÅð çÆ êÇÔñÆ,
çÈÜÆ, åÆÜÆ Áå¶ Ú½æÅ êç ÔËÍ

éÅñ ÔÆ ÇÕÀ°ºÇÕ q + p = 1 ÔËÍ ÇÜÃ å¯º̄ ÇÂÔ Áðæ ÇîñçÅ ÔË ÇÕ ÃÅðÆ Ã¿íÅòéÅò» çÅ Ü¯̄ó A ÔË ÇÜò¶º
ÇÕ êåÅ ÔÆ ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ÁÃÆº ÇÂÔ éåÆÜÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ n-ìðé½ñÆ ïåé» òÅñ¶ êÌï¯× Çò¼Ú 0, 1, 2 ...., n
ÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅò» (q + p)n  ç¶ ÇòÃæÅð çÆ êÇÔñÆ, çÈÜÆ, åÆÜÆ, ...nòÆº êç å¯º êÌÅêå
ÕÆåÆÁ» ÜÅ ÃÕçÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃ éåÆÜ¶ ù ÇÃ¼è Õðé ñÂÆ ÁÃÆº n &ìðé½ñÆ ïåé» òÅñ¶ êÌï¯× Çò¼Ú
x&ÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õðç¶ Ô»Í
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ÃÅë å½ð å¶ x ÃëñåÅò» (S) çÆ ÔÅñå Çò¼Ú (n–x) ÁÃëñåÅò» (F) Ô¯ä×ÆÁ»Í

Ô¹ä x ÃëñåÅò» (S) Áå¶ (n–x) ÁÃëñåÅò» (F), 
!

!( )!
n

x n x−  åðÆÇÕÁ» Çò¼Ú ́ î Çò¼Ú Ô¹¿çÆÁ» ÔéÍ

ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ Çò¼Ú x ÃëñåÅò» Áå¶ (n − x) ÁÃëñåÅò» çÆ ÁÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅ
= P(x ÃëñåÅò»). P[( ) ]n x− vliQyrk,¡

=
( )

P(S).P (S)...P(S) . P(F).P (F)...P(F)
x n x−

1442443 1442443
ckj ckj

 =  px qn–x

ÇÂÃ ñÂÆ n-ìðé½ñÆ ïåé» Çò¼Ú x ÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ P(x ÃëñåÅò») = n x n x

xC p q − , x = 0, 1, 2, ..., n, (q = 1 – p)

ÇÂÃñÂÆ P (x ÃëñåÅò») íÅò n x n x
xC p q − , (q + p)n  ç¶ ÇòÃæÅð çÅ (x + 1) ò» êç ÔËÍ

ÇÂÃ êÌÕÅð n&ìðé½ñÆ ïåé» òÅñ¶ ÇÂ¼Õ êÌï¯× Çò¼Ú ÃëñåÅò» çÆ Ç×äåÆ çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â
(q + p)n  ç¶ ç¯&êçÆ ÇòÃæÅð ðÅÔÆº êÌÅêå ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ ÃëñåÅò» çÆ Ç×äåÆ X  çÆ
ò¿â Ô¶á ÇñÖÆ åð·» ÔË:

X 0 1 2 ... x ... n

P (X) nC0 qn nC1 qn–1p1 nC2 qn–2p2 nCx qn–xpx nCn pn

À°µå¶ Çç¼åÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â ù ç¯&êçÆ ò¿â ÕÇÔ³ç¶ Ôé ÇÜÃ Çò¼Ú  n Áå¶ p, êÌÅÚñ Ôé, ÇÕÀ°ºÇÕ n Áå¶
p ç¶ î¹¼ñ Çç¼å¶ Ô¯ä å¶ ÁÃÆº ÃîêÈðé Ã¿íÅòéÅ ò¿â êåÅ Õð ÃÕç¶ Ô»Í
x ÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅ P (X = x) ù P(x) å¯º òÆ ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔË Áå¶ ÇÂÃù
P(x) = nCxqn–xpx, x = 0, 1, ..., n (q = 1 – p) å¯º êÌÅêå Õðç¶ ÔéÍ
ÇÂÃ P(x) ù ç¯&êçÆ ò¿â çÅ Ã¿íÅòéÅ ëñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ

ÇÂ¼Õ n-ìðé½ñÆ ïåé» Áå¶ Ôð¶Õ ïåé Çò¼Ú ÃëñåÅ çÆ Ã¿íÅòéÅ p, òÅñ¶ ç¯&êçÆ  ò¿â ù B(n,
p) éÅñ ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

ÁÅÀ° Ô¹ä Õ°Þ À°çÅÔðä» ñÂÆÂ¶Í

À°çÅÔðä CA. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö  ÇÃ¼Õ¶ ù A@ òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ç×ÁÅ å» Ô¶á Çç¼åÆÁ»  Ã¿íÅòéÅò» êåÅ Õð:̄
(i) áÆÕ Û¶ ÇÚ¼å
(ii) Ø¼à å¯º Ø¼à Û¶ ÇÚ¼å
(iii) ò¼è åº̄ ò¼è Û¶ ÇÚ¼å

Ô¼ñ:  ÇÂ¼Õ ÇÃ¼Õ¶ ù, ìÅð ìÅð À°ÛÅñäÅ ìðé½ñÆ ïåé Ô¹¿çÅ ÔËÍ 10 ïåé» Çò¼Ú ÇÚ¼å» çÆ Ã¿ÇÖÁÅ ù X
î³é ñÀ°Í

ÁÃëñåÅò»

ìÅð ìÅð
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ÃÅø å½ð å¶ ÇÂÔ ò¿â n = 10 Áå¶ p = 
1
2  òÅñÆ ç¯&êçÆ ò¿â ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ P(X = x) = nCxqn–xpx

ÇÂ¼æ¶ n = 10, 
1
2

p = ,   q = 1 – p = 
1
2

ÇÂÃ ñÂÆ P(X = x) =
10 10

10 101 1 1C C
2 2 2

x x

x x

−
     =          

Ô¹ä

(i) P(áÆÕ Û¶ ÇÚ¼å) 
10

10
6 10

1 10! 1 105P(X =6) C
2 6! 4! 5122

 = = =   ×

(ii) P(Ø¼à¯&Ø¼à Û¶ ÇÚ¼å) = P(X ≥ 6)
= P(X = 6) + P(X = 7) + P(X = 8) + P(X = 9) + P(X = 10)

=
10 10 10 10 10

10 10 10 10 10
6 7 8 9 10

1 1 1 1 1C C C C C
2 2 2 2 2

         + + + +                  

= 10
10! 10! 10! 10! 10! 1

6! 4! 7! 3! 8! 2! 9! 1! 10! 2
         

+ + + +         × × × ×         
193
512

=

(iii) P (ò¼è å¯º ò¼è Û¶ ÇÚ¼å) = P (X  ≤ 6)
 = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3)

+ P (X = 4) + P (X = 5) + P (X = 6)

=
10 10 10 10 10

10 10 10 10
1 2 3 4

1 1 1 1 1C C C C
2 2 2 2 2

         + + + +                  

+
10 10

10 10
5 6

1 1
C C

2 2
   +      

=
848 53

1024 64
=

À°çÅÔðä CB.  10% ÖðÅì Á³ÇâÁ» òÅñ¶ ÇÂ¼Õ ã¶ð åº̄ 10 Á³â¶ ÇÂ¼Õ å¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ ê¹éð ÃæÅÇêå Õðç¶
Ô¯Â¶ Õ¼ã¶ ×Â¶Í ÇÂÃ ×¼ñ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ 10 Á³ÇâÁ» ç¶ éîÈé¶ Çò¼Ú Ø¼à¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ Á³âÅ ÖðÅì ÔËÍ
Ô¼ñ : î³é ñÀ° X ÖðÅì Á³ÇâÁ» çÆ Ç×äåÆ ù ç¼ÃçÅ ÔËÍ ÇÕÀ°ºÇÕ Á³ÇâÁ» ù ê¹éð ÃæÅÇêå ÕðÕ¶
Õ¼ÇãÁÅ Ç×ÁÅ ÔË ÇÂÃ ñÂÆ ÇÂÔ ÇÂ¼Õ ìðé½ñÆ ïåé ÔËÍ ÃÅø å½ð å¶ X çÆ ò¿â n = 10 Áå¶
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10 110%
100 10

p = = = òÅñ ç¯&êçÆ ò¿â ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ q  = 1 – p = 1 – 1 9
10 10

=

Ô¹ä P(Ø¼à¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ ÖðÅì Á³âÅ) = P(X ≥ 1) = 1 – P(X = 0)

=
10

10
0

91 C
10

 −   
 

10

10
91

10
= −

ÁÇíÁÅÃ AC.E
1. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù 6 òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÒêÅÃ¶ å¶ ÇÜÃå Ã¿ÇÖÁÅ êÌÅêå Ô¯äÅÓ ÇÂ¼Õ ÃëñåÅ ÔË

å» Ô¶á ÇñÖÆÁ» çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ Ô¯ò¶×Æ?
         (i)  áÆÕ 5 ÃëñåÅò» ? (ii) Ø¼à¯&Ø¼à 5 ÃëñåÅò»?   (iii) ò¼è å¯º ò¼è 5 ÃëñåÅò»?

2. êÅÇÃÁ» çÆ ÇÂ¼Õ Ü¯óÆ ù 4 òÅðÆ À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ Ü¶Õð ÒêÅÇÃÁ» å¶ êÌÅêå Á³Õ» çÅ ìðÅìð
Ô¯äÅÓ ÇÂ¼Õ ÃëñåÅ ÔË, å» 2 ÃëñåÅò» çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

3. òÃåÈÁ» ç¶ ÇÂ¼Õ ã¶ð Çò¼Ú 5%  é°ÕÃçÅð òÃåÈÁ» ÔéÍ ÇÂÃçÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ 10 òÃå» ç¶
ÇÂ¼Õ éîÈé¶ Çò¼Ú ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è é°ÕÃçÅð òÃåÈÁ» éÔÆº Ô¯ä×ÆÁ»?

4. 52 åÅô ç¶ ê¼ÇåÁ» çÆ ÇÂ¼Õ ëËºàÆ Ô¯ÂÆ ×¹¼àÆ Çò¼Ú¯º ê¹éð ÃæÅÇêå ÕðÕ¶ 5 ê¼å¶ ÇÂ¼Õ åº̄ ìÅÁç ÇÂ¼Õ
Õ¼ã¶ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ

(i) ÃÅð¶ 5 ê¼å¶ Ô¹Õî ç¶ Ô¯ä?
(ii) ÇÃðø 3 ê¼å¶ Ô¹Õî ç¶ Ô¯ä?
(iii) ÇÂ¼Õ òÆ ê¼åÅ Ô¹Õî çÅ éÅ Ô¯ò¶?

5. ÇÕÃ¶ ëËÕàðÆ Çò¼Ú ìä¶ ÇÂ¼Õ ìñì çÆ 150 Ççé» ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ç¶ ìÅÁç ÇøÀ±÷ Ô¯ä çÆ
Ã¿íÅòéÅ 0-05 ÔËÍ ÇÂÃ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ ÇÂÃ êÌÕÅð ç¶ 5 ìñì»  Çò¼Ú¯º :

(i) ÇÂ¼Õ òÆ éÔÆº    (ii) ÇÂ¼Õ å¯º ò¼è éÔÆº
  (iii) ÇÂ¼Õ åº̄ ò¼è         (iv) Ø¼à¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ, AE@ Ççé» ç¶ ÇÂÃå¶îÅñ ç¶ ìÅÁç ÇøÀ±÷ Ô¯ ÜÅä×¶Í

6. ÇÂ¼Õ æËñ¶ Çò¼Ú 10 ×¶ºç» Ôé ÇÜÔé» Çò¼Ú¯º Ôð¶Õ å¶  0 å¯º 9 å¼Õ ç¶ Á³Õ» Çò¼Úº̄ ÇÂ¼Õ Á³Õ ÇñÇÖÁÅ
ÔËÍ Ü¶Õð æËñ¶ Çò¼Ú¯º 4 ×¶ºç» ê¹éð ÃæÅÇêå ÕðÕ¶ ÇÂ¼Õ å¯º ìÅÁç ÇÂ¼Õ Õ¼ãÆ Ü»çÆ ÔË, å» ÇÂÃçÆ
ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ôé» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ òÆ ×¶ºç Óå¶ Á³Õ 0 éÅ ÇñÇÖÁÅ Ô¯ò¶?

7. ÇÂ¼Õ Ã¼Ú&ÞÈá êÌÕÅð ç¶  B@&êÌôé» òÅñÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú î³é ñÀ° ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ ÇÂ¼Õ
Çéðê¼Ö ÇÃ¼Õ¶ ù À°ÛÅñ Õ¶ Ôð¶Õ êÌôé çÅ À°µåð Çç³çÅ ÔËÍ Ü¶Õð êÅÃ¶ å¶ ÇÚ¼å ÁÅÀ¹ºçÅ ÔË å» À°µåð
ÒÃ¼ÚÓ Çç³çÅ ÔË Áå¶ Ü¶Õð êà ÁÅÀ°ºçÅ ÔË å» ÒÞÈáÓ Çç³çÅ ÔËÍ ÇÂÃ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ À°Ô
Ø¼à¯&Ø¼à AB êÌôé» çÅ ÃÔÆ À°µåð Çç³çÅ ÔËÍ
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8. î³é ñÀ° ÇÕ  X, 1B 6,
2

 
  

ç¯¯&êçÆ ò¿â ÔËÍ çðÃÅÀ° ÇÕ X=3 ò¼è å¯¯º ò¼è Ã¿íÅòéÅ òÅñÅ

éåÆÜÅ ÔËÍ
(Ã¿Õ¶å: P(X = 3) ÃÅð¶ P(xi), xi = 0,1,2,3,4,5,6 ÇòÚ¯¯º ò¼è å¯¯º ò¼è ÔËÍ )

9. ÇÂ¼Õ ìÔ¹&ÇòÕñêÆ êÌÆÇÖÁÅ Çò¼Ú 5 êÌôé Ôé ÇÜÔé» Çò¼Ú Ôð¶Õ ç¶ Çå¿é Ã¿íÅòÆ À°µåð ÔéÍ
ÇÂÃçÆ ÕÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ Õ¶òñ Áé°îÅé éÅñ ÚÅð Ü» ò¼è êÌôé» ç¶ ÃÔÆ
À°µåð ç¶ò¶×Å?

10. ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ ÇÂ¼Õ ñÅàðÆ ç¶ 50 ÇàÕà ÖðÆççÅ ÔË, ÇÜÃ Çò¼Ú¯¯º À°Ãç¶ Ôð¶Õ Çò¼Ú ÇÜ¼åä çÆ

Ã¿íÅòéÅ 
1

100 ÔËÍ ÇÂÃçÆ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô (a) Ø¼à¯¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ òÅðÆ (b)  áÆÕ ÇÂ¼Õ

òÅðÆ (c) Ø¼à¯¯&Ø¼à ç¯¯ òÅðÆ, ÇÂéÅî ÇÜ¼å¶×ÅÍ
11. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù  7 òÅðÆ À°ÛÅñä å¶ áÆÕ ç¯ òÅðÆ 5 ÁÅÀ¹ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í
12. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Û¶ òÅðÆ À°ÛÅñä å¶ ò¼è å¯º ò¼è 2 òÅðÆ Û¶ ÁÅÀ¹ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯A
13. ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ ÇÕÃ¶ ÖÅÃ êÌÕÅð çÆ ìäÆ òÃå± çÆ Ç×äåÆ Çò¼Ú 10% òÃå±Á»  é°ÕÃçÅð ÔéÍ

ÇÂÃ çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ÇÂÃ êÌÕÅð çÆ 12 òÃåÈÁ» ç¶ ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ã¶ éîÈé¶ Çò¼Ú¯º 9
é°ÕÃçÅð Ô¯ä×ÆÁ»Í

Ô¶á ÇñÇÖÁ» êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð Ú¹ä¯ :
14 ÇÂ¼Õ â¼ì¶ Çò¼Ú 100 ìñì ÔéÍ ÇÜÃ Çò¼Ú¯º 10 ÖðÅì ÔéÍ 5 ìñì» ç¶ éîÈé¶ Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ òÆ ìñì

çÅ ÖðÅì éÅ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË:

(A) 10–1 (B)
51

2
 
 
 

(C)
59

10
 
 
 

(D)
9

10

15. ÇÂ¼Õ ÇòÇçÁÅðæÆ çÅ åËðÅÕ éÅ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 
1
5

 ÔË å» 5 ÇòÇçÁÅðæÆÁ» Çò¼Ú¯º 4 çÅ åËðÅÕ

Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË:

     (A)
4

5
4

4 1C
5 5

 
 
 

(B)
44 1

5 5
 
 
 

(C)
4

5
1

1 4C
5 5

 
 
 

(D) ÇÂÔé» Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ éÔÆº
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ë¹àÕñ À°çÅÔðä
À°çÅÔðä CC.  ÚÅð â¼ÇìÁ» Çò¼Ú ð¿×Æé ×¶ºç» Ô¶á ÇñÖÆ ÃÅðäÆ Áé°ÃÅð Ôé :

â¼ìÅ ð¿×

ÕÅñÅ      Ãø¶ç     ñÅñ éÆñÅ

I 3 4 5 6

II 2 2 2 2

III 1 2 3 1

IV 4 3 1 5

ÇÂ¼Õ Çâ¼ì¶ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅ Áå¶ ë¶ð À°Ã Çò¼Ú¯¯º ×¶ºç Õ¼ãÆ ×ÂÆÍ Ü¶Õð ×¶ºç çÅ
ð¿×  ÕÅñÅ ÔË å» ÇÂÃçÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ ×¶ºç ù â¼ì¶ III Çò¼Ú¯¯º Õ¼ÇãÁÅ ÔËÍ

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° A, E1, E2, E3 Áå¶ E4 Ô¶á Çç¼å¶ åð·» éÅñ êÇðíÅÇôå ØàéÅò» Ôé :
A : ÇÂ¼Õ ÕÅñÆ ×¶ºç Õ¼ãäÅ E1 : â¼ì¶&I çÆ Ú¯̄ä
E2 : â¼ì¶&II çÆ Ú¯̄ä E3 : â¼ì¶&III çÆ Ú¯̄ä
E4 : â¼ì¶&IV çÆ Ú¯¯ä

ÇÕÀ°ºÇÕ â¼ÇìÁ» ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÔË:

ÇÂÃ ñÂÆ P(E1) = P(E2) = P(E3) = P(E4) 
1
4

=

éÅñ ÔÆ P(A|E1) =
3

18 , P (A|E2) = 
2
8 , P (A|E3) = 

1
7  Áå¶ P (A|E4) = 

4
13

P(â¼ì¶& III  çÆ Ú¯¯ä Üç¯¯º ÇÕ êåÅ ÔË ÇÕ ÕÅñÆ ×¶ºç Õ¼ãÆ ÔË )
= P(E3|A) ì¶ï÷ êÌî¶ï ðÅÔÆº

P(E3|A) = 3 3

1 1 2 2 3 3 4 4

P(E ).P(A|E )
P(E )P(A|E ) P(E )P(A|E )+ P(E )P(A|E ) P(E )P(A|E )+ +

=

1 1
4 7 0.1651 3 1 1 1 1 1 4

4 18 4 4 4 7 4 13

×
=

× + × + × + ×
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À°çÅÔðä CD.   ç¯¯&ê¼çÆ ò¿â 1B 4,
3

 
  

 çÅ î¼èîÅé êåÅ Õð¯̄Í

Ôé  î³é ñÀ° ÇÕ X À°Ô ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÃçÆ ò¿â 1B 4,
3

 
  

 ÔËÍ

ÇÂ¼æ¶ n = 4, p =
1 1 2 1
3 3 3

q = − =vkSj

ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ P(X = x) =
4–

4 2 1C , 0, 1, 2, 3, 4
3 3

x x

x x    =      
íÅò X çÆ ò¿â Ô¶á ÇñÖÆ ÔË:

xi P(xi) xi P(xi)

0
4

4
0

2C
3

 
   0

1
3

4
1

2 1C
3 3

   
      

3
4

1
2 1C
3 3

   
      

2
2 2

4
2

2 1C
3 3

   
      

2 2
4

2
2 12 C
3 3

    
        

3
3

4
3

2 1C
3 3

   
      

3
4

3
2 13 C
3 3

    
        

4
4

4
4

1C
3

 
  

4
4

4
14 C
3

  
    

Ô¹ä î¼èîÅé   (µ) =
1

( )
n

i i
i

x p x
=
∑

=
3 2 2 3 4

4 4 4 4
1 2 3 4

2 1 2 1 2 1 10 C 2. C 3. C 4. C
3 3 3 3 3 3 3

             + + + +                          

= 
3 2

4 4 4 4
2 2 2 14 2 6 3 4 4
3 3 3 3

× + × × + × × + ×

= 4
32 48 24 4 108 4

81 33
+ + +

= =

Áå¶
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À°çÅÔðä CE.  ÇÂ¼Õ ÇéôÅé¶ìÅ÷ ç¶ ÇéôÅéÅ ÃÔÆ ñ×ÅÀ°ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 
3
4 ÔËÍ À°Ô Ø¼à¯¯-Ø¼à¯ ÇÕ¿éÆ

òÅðÆ ×¯ñÆ ÚñÅò¶ ÇÕ ÇéôÅé¶ å¶ Ø¼à¯¯-Ø¼à¯ ÇÂ¼Õ òÅðÆ ×¯ñÆ ñ¼×ä çÆ Ã¿íÅòéÅ 0-99 å¯º ò¼è Ô¯ò¶?

Ô¼ñ :  î³é ñÀ° ÇÕ ÇéôÅé¶ìÅ÷ n òÅðÆ ×¯ñÆ ÚñÅÀ¹ºçÅ ÔËÍ ÇìéÅ ô¼Õ n òÅðÆ ×¯ñÆ ÚñÅÀ¹äÅ n ìðé½ñÆ
ïåé ÔéÍ

p = Ôð¶Õ ïåé Çò¼Ú ÇéôÅéÅ ÃÔÆ ñ¼×ä çÆ Ã¿íÅòéÅ = 
3
4  Áå¶  q = ÇéôÅé¶ ù ×¯ñÆ éÅ ñ¼×ä çÆ

Ã¿íÅòéÅ = 
1
4

å» 
1 3 3P(X ) C C C
4 4 4

n x x x
n n x x n n

x x x nx q p
−

−    = = = =      

Ô¹ä Çç¼åÅ ÔË
P(Ø¼à¯¯-Ø¼à¯ ÇÂ¼Õ ×¯ñÆ ÇéôÅé¶ ù ñ¼×äÅ) > 0.99

íÅò P (x  ≥ 1) > 0.99

ÇÂÃ ñÂÆ 1 – P (x = 0) > 0.99

Ü» 0
11 C 0.99
4

n
n− >

Ü» 4
0

1C 0.01
4n <  íÅò 

1 0.01
4n <

Ü» 4n > 
1 100

0.01
= ... (1)

ÁÃîÅéåÅ (1) ù Ã¿å°ôà Õðé òÅñ¶ n çÅ Ø¼à¯¯-Ø¼à î¹¼ñ 4 ÔËÍ
ÇÂÃ ñÂÆ ÇéôÅé¶ìÅ÷ ù Ø¼à¯ Ø¼à D ×¯ñÆÁ» ÚñÅÀ°äÆÁ» êËä×ÆÁ»Í

À°çÅÔðä CF.  A Áå¶ B òÅðÆ ÇÃð ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù Ã¹¼àç¶ Ôé Üçº̄ å¼Õ ÇÕ À°Ôé» Çò¼Ú¯º Õ¯ÂÆ ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ å¶
Û¶ êÌÅêå ÕðÕ¶ Ö¶â ÇÜ¼å éÔÆº ñËºçÅÍ Ü¶Õð A å¯¯º Ö¶â ô¹ðÈ ÕðÆÂ¶ å» À°Ôé» çÆ ÇÜ¼åä çÆ ´îòÅð
Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯Í

Ôñ:  î³é ñÀ°  S ÃëñåÅ (êÅÃ¶ å¶ 6 ÁÅÀ¹äÅ) ù Áå¶ F ÁÃëñåÅ (êÅÃ¶ å¶ 6 éÅ ÁÅÀ¹äÅ)  ù
çðÃÅÀ¹ºç¶ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ 1 5P(S) , P(F)
6 6

= =
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P(A ç¶ êÇÔñÆ òÅðÆ Ã¹¼àä Çò¼Ú ÇÜ¼åäÅ)  = P(S) = 
1
6

A ù åÆÜÆ À°ÛÅñ çÅ î½ÕÅ å» ÇîñçÅ ÔË Üç¯¯º  A ù êÇÔñÆ À°ÛÅñ Çò¼Ú Áå¶ B ù çÈÜÆ À°ÛÅñ
Çò¼Ú ÁÃëñåÅ ÇîñçÆ ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ

P(A çÅ åÆÜÆ À°ÛÅñ Çò¼Ú ÇÜ¼åäÅ) = P(FFS) = 
5 5 1P(F)P(F)P(S)=
6 6 6

× ×
25 1

6 6
 = ×  

ÇÂÃ åð·» P(A çÅ ê³ÜòÆº À°ÛÅñ Çò¼Ú ÇÜ¼åäÅ) = P (FFFFS) 
45 1

6 6
   =       

Áå¶ ÇÂÃ êÌÕÅð Ô¯ð,  ÇÂÃ ñÂÆ    P(A çÅ ÇÜ¼åäÅ) =
2 41 5 1 5 1 ...

6 6 6 6 6
       + + +              

 =

1
6

1 25
36
−  = 

6
11

P(B ÇÜ¼åäÅ) = 1 – P(A ÇÜ¼åäÅ) = 
6 51
11 11

− =

Çà¼êäÆ : Ü¶Õð (a + ar + ar2 + ... + arn–1 + ...,  ÇÜ¼æ¶ r | < 1,) å» ÇÂÃ Áé§å ô¶ÌäÆ çÅ Ü¯ó

.
1

a
r−

ÔËÍ  (ò¶Ö¯ ÜîÅå XI çÆ êÅá ê¹ÃåÕ çÅ A.1.3)

À°çÅÔðä CG. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ îôÆé Ú¿×Æ åð·» ñ×ÅÂÆ Ü»çÆ ÔË, å» 90% ÃòÆÕÅð ï¯× òÃå» ìäÅÀ°ºçÆ
ÔéÍ Ü¶Õð ÇÂÔ Ú¿×Æ åð·» éÔÆº ñ×ÅÂÆ Ü»çÆ å» ÇÂÔ îÅåð 40% ÃòÆÕÅð ï¯× òÃå» ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ
êÇÔñ» çÅ åÜðìÅ ÇÂÔ çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔË ÇÕ îôÆé 80% Ú¿×Æ åð·» ÃæÅÇêå ÔËÍ Ü¶Õð ÇÂ¼Õ áÆÕ ÃæÅêé
ç¶ ìÅÁç îôÆé 2 ÃòÆÕÅð ï¯× òÃå» ìäÅçÆ ÔË å» ÇÂÔ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ îôÆé Ú¿×Æ åð·»
ÃæÅÇêå ÔËÍ
Ô ¼ñ  :  î³é ñÀ° A ÇÂ¼Õ ØàéÅ ÔË ÇÜÃ Çò¼Ú îôÆé ç¯ ÃòÆÕÅð ï¯× òÃåÈÁ» ìäÅÀ°ºçÆ ÔËÍ éÅñ ÔÆ î³é
ñÀ° B1 ÃÔÆ ÕÅðÜ êÌäÅñÆ çÆ ØàéÅ ù çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔË Áå¶ B2 ×ñå ÕÅðÜ êÌäÅñÆ çÆ ØàéÅ ù
çðÃÅÀ¹ºçÅ ÔËÍ
Ô¹ä P(B1) = 0.8, P(B2) = 0.2

P(A|B1) = 0.9 × 0.9  Áå¶  P(A|B2) =  0.4 × 0.4

ÇÂÃ ñÂÆ P(B1|A) = 1 1

1 1 2 2

P(B ) P(A|B )
P(B ) P(A|B ) + P(B ) P(A|B )

=
0.8× 0.9 × 0.9 648 0.95

0.8× 0.9 × 0.9 + 0.2 × 0.4 × 0.4 680
= =
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ÁÇèÁÅÇÂ AC Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. A Áå¶ B ÇÂÃ åð·» çÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ  P (A) ≠ 0 ÔË P(B|A) êåÅ Õð¯¯ Ü¶Õð :

(i) A, ÃîÈÔ B çÅ À°êÃîÈÔ ÔË (ii) A ∩ B = φ
2. ÇÂ¼Õ ôÅçÆô¹çÅ Ü¯¯ó¶ ç¶ ç¯ ì¼Ú¶ Ôé :

(i) ç¯̄ò¶º ì¼ÇÚÁ» ç¶ î¹¿âÅ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯̄ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ ç¯¯ò¶º ì¼ÇÚÁ» Çò¼Ú¯̄º
Ø¼à¯¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ î¹¿âÅ ÔËÍ

(ii) ç¯̄ò¶º ì¼ÇÚÁ» ç¶ Õ°óÆ Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯¯ ÇÕ Ü¶Õð ÇÂÔ êåÅ ÔË ÇÕ ò¼âÅ ì¼ÚÅ Õ°óÆ
ÔËÍ

3. Ã¯¯Ú¯ ÇÕ  5%  îðç» Áå¶ 0.25%  Á½ðå» ç¶ òÅñ è½ñ¶ ÔéÍ ÇÂ¼Õ è½ñ¶ òÅñ» òÅñ¶ ÇòÁÕåÆ  ù
ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ç×ÁÅÍ ÇÂÃ ÇòÁÕåÆ ç¶ îðç Ô¯¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË? ÇÂÔ î³é¯ ÇÕ
îðç» Áå¶ Á½ðå» çÆ Ç×äåÆ ìðÅìð ÔËÍ

4. î³é ñÀ° ÇÕ  90%  ÇòÁÕåÆ Ã¼Ü¶ Ô¼æ éÅñ Õ¿î Õðé òÅñ¶ ÔéÍ ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË ÇÕ 10
ÇÂéÃÅé» Çò¼Ú¯¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ä¶ ×Â¶ ò¼è å¯º̄ ò¼è  6 ÇÂéÃÅé Ã¼Ü¶ Ô¼æ éÅñ Õ¿î Õðé òÅñ¶
Ô¯̄ä×¶?

5. ÇÂ¼Õ Õñô Çò¼Ú 25 ×¶ºç» Ôé, ÇÜÔé» Çò¼Ú¯¯º 10 ×¶ºç» ÇÚ¿é· 'X' òÅñÆ Áå¶ ìÅÕÆ 15 ÇÚ¿é·
'Y'. òÅñÆÁ» ÔéÍ Õñô Çò¼Ú¯¯º ÇÂ¼Õ ×¶ºç ì¶åðåÆìÆ éÅñ Õ¼ãÆ ×ÂÆ Áå¶ À°Ã å¶ Á³ÇÕå  ÇÚ¿é·
é¯¯à ÕðÕ¶ À°Ãù Õñô Çò¼Ú ê¹éð&ÃæÅÇêå Õð Çç¼åÅ Ç×ÁÅÍ Ü¶Õð ÇÂÃ åð·» éÅñ  6 ×¶ºç»
Õ¼ãÆÁ» Ü»çÆÁ» Ôé, å» Ô¶á ÇñÖÆ Ã¿íÅòéÅò» êåÅ Õð¯ :

(i) ÃÅðÆÁ» å¶ ÇÚ¿é· 'X'  Á³ÇÕå Ô¯ò¶Í
(ii) 2 å¯º ò¼è å¶ ÇÚ¿é·  'Y'  Á³ÇÕå éÅ Ô¯ò¶Í
(iii) Ø¼à¯&Ø¼à1 ×¶ºç å¶ ÇÚ¿é· 'Y'  Á³ÇÕå Ô¯ò¶Í
(iv) 'X' Áå¶ 'Y' ÇÚ¿é·» å¯º Á³ÇÕå ×¶ºç» çÆ Ç×äåÆ ìðÅìð Ô¯ò¶Í

6. ÇÂ¼Õ ìÅèÅ ç½ó Çò¼Ú ÇÂ¼Õ êÌÇåï¯×Æ  ù 10  ìÅèÅò» êÅð ÕðéÆÁ» ÔéÍ ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ ÇÕ À°Ô

Ôð¶Õ ìÅèÅ ù êÅð Õð¶×Å 
5
6  ÔËÍ ÇÂÃçÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ô 2 å¯º Ø¼à ìÅèÅò» ù Ç×ðÅ ç¶ò¶×Å

(éÔÆº êÅð Õð¶×Å)?
7. ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ ù ìÅð&ìÅð À°ÛÅÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË Üçº̄ å¼Õ À°Ã å¶  6 çÅ Á³Õ Çå¿é òÅðÆ éÔÆº ÁÅÀ¹ºçÅÍ

ÇÂÃçÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ êÅÃ¶ å¶ åÆÜÅ 6  çÅ Á³Õ À°Ãù Û¶ºòÆº òÅðÆ À°ÛÅñä å¶ êÌÅêå Ô¹¿çÅ
ÔËÍ

8. Ü¶Õð ÇÂ¼Õ ñÆê ÃÅñ ù ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯ò¶ å» ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË ÇÕ À°Ã ÃÅñ Çò¼Ú
53 î³×ñòÅð Ô¯ä×¶?

9. ÇÂ¼Õ êÌï¯× ç¶ Ãëñ Ô¯ä çÅ Ã¿ï¯× À°Ãç¶ ÁÃëñ Ô¯ä å¯º ç¯ ×¹äÅ ÔËÍ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯ ÇÕ
ÁÅÀ¹ä òÅñ¶ F ïåé» Çò¼Ú Ø¼à¯&Ø¼à 4 Ãëñ Ô¯ä×¶Í
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10. ÇÂ¼Õ ÇÂéÃÅé ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö ÇÃ¼Õ¶ ù ÇÕ¿éÆ òÅðÆ À°ÛÅñ¶ ÇÕ Ø¼à¯&Ø¼à ÇÂ¼Õ ÇÚ¼å çÆ Ã¿íÅòéÅ
90% åº̄ ò¼è Ô¯ò¶?

11. ÇÂ¼Õ Ö¶â Çò¼Ú ÇÕÃ¶ ÇòÁÕåÆ ù ÇÂ¼Õ Çéðê¼Ö êÅÃ¶ ù À°ÛÅñä ç¶ ìÅÁç F ÁÅÀ¹ä Óå¶ ÇÂ¼Õ
ð¹ÇêÁÅ ÇîñçÅ ÔË Áå¶ Ô¯ð Õ¯ÂÆ Ã¿ÇÖÁÅ ÁÅÀ°ä å¶ À°Ô ÇÂ¼Õ ð¹ÇêÁÅ ÔÅð Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂ¼Õ ÇòÁÕåÆ
ÇÂ¼Õ éåÆÜÅ Õ¼ãçÅ ÔË, ÇÕ À°Ô êÅÃ¶ ù Çå¿é òÅðÆ Ã¹¼à¶×Å êð Üç¯º òÆ F ÁÅÂ¶×Å À°Ô Ö¶â ù Û¼â
çÀ±×ÅÍ À°Ãç¶ ðÅÔÆº ÇÜ¼åÆ ÜÅ ÔÅðÆ ðÅôÆ çÅ êÈðò Áé°îÅé êåÅ Õð¯Í

12. î³é ñÀ° ÃÅâ¶ Õ¯ñ  A, B, C Áå¶ D  ìÕÃ¶ Ôé ÇÜÔéÅ Çò¼Ú ð¼ÖÆ Ã¿×îðîð çÆ ñÅñ, Ãø¶ç Áå¶
ÕÅñÆÁ» à¹ÕóÆÁ» çÅ Çòòðé Ô¶á ÇñÖÆ åð·» ÔéÍ ì¶åðåÆìÆ éÅñ ÇÂ¼Õ ìÕÃÅ Ú¹ÇäÁÅ Ü»çÅ
ÔË Áå¶ ÇÂÃ å¯º ÇÂ¼Õ à¹ÕóÅ Õ¼ÇãÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ Ü¶Õð à¹ÕóÅ ñÅñ Ô¯ò¶ å» ÇÂÃù ìÅÕÃ A_ ìÅÕÃ
B] ìÅÕÃ C å¯º Õ¼ã¶ ÜÅä çÆ ÕÆ Ã¿íÅòéÅ ÔË?

ìÅÕÃ Ã¿×îðîð ç¶ à¹ÕÇóÁ» çÅ ð¿×
ñÅñ Ãø¶ç ÕÅñÅ

A 1 6 3
B 6 2 2
C 8 1 1
D 0 6 4

13. î³é ñÀ° ÇÕÃ¶ ð¯×Æ ù Ççñ çÅ ç½ðÅ êËä çÅ Ã¿ï¯× 40% ÔËÍ ÇÂÔ î¿é ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ ÇèÁÅé
Áå¶ ï¯× ÇòèÆ éÅñ Ççñ çÅ ç½ðÅ êËä ç¶ Öåð¶ ù 30% Ø¼à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔË Áå¶ çòÅÂÆ
ðÅÔÆº Öåð¶ ù 25% Ø¼à ÕÆåÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ ÇÕÃ¶ òÆ Ãî¶º ð¯×Æ ÇÂÔé» ç¯é» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ
ÇòÕñê çÆ Ú¯ä ÕðçÅ ÔËÍ ÇÂÔ Çç¼åÅ ÔË ÇÕ À°µå¶ Çç¼å¶ ÇòÕñê» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ çÆ Ú¯ä Õðé
òÅñ¶ ð¯×ÆÁ» å¯º ì¶åðåÆìÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ Ô¯ÇÂÁÅ ð¯×Æ Ççñ ç¶ ç½ð¶ å¯º êÆÇóå Ô¯ Ü»çÅ ÔËÍ ð¯×Æ
ðÅÔÆº ÇèÁÅé Áå¶ ï¯× ÇòèÆ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆå¶ ÜÅä çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

14. Ü¶Õð 2 ́ î ç¶ ÇÂ¼Õ ÇâàðîÆéËºà ç¶ ÃÅð¶ å¼å ÇÃøð Ü» ÇÂ¼Õ Ô¯ä å» ÇâàðîÆéËºà çÅ èéÅåîÕ
î¹¼ñ Ô¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ ÕÆ ÔË? (î³é ñÀ° ÇÕ ÇâàðîÆéËºà çÅ Ôð¶Õ å¼å Á÷ÅçÆ éÅñ Ú¹ÇäÁÅ ÜÅ
ÃÕçÅ ÔË Áå¶ Ôð¶Õ çÆ Ú¯ä çÆ Ã¿íÅòéÅ

1
2

ÔËÍ )
15. ÇÂ¼Õ ÇÂñËÕàzÅÇéÕ ÁÃËºìñÆ ç¶ ç¯ ÃÔÅÇÂÕ ìàé A Áå¶ B ÔéÍ êÇÔñ» ç¶ ÇéðÆÖä» ðÅÔÆº Ô¶á»

Çç¼åÆÁ» Ã¿íÅòé» êåÅ Ôé :
P(A ç¶ ÁÃëñ Ô¯ä çÆ ) = 0.2

P ( ÇÃðø B ç¶ ÁÃëñ Ô¯ä çÆ ) = 0.15
P( A Áå¶ B ç¶ ÁÃëñ Ô¯ä çÆ  ) = 0.15

å», Ô¶áñÆ Ã¿íÅòé» êåÅ Õð¯:
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(i) P  (  A  ÁÃëñ/ B ÁÃëñ Ô¯ Ú¹¼ÕÅ Ô¯ò¶ )
(ii) P (Õ¶òñ A ÁÃëñ)

16. æËñ¶ A Çò¼Ú C ñÅñ Áå¶ 4 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç» Ôé Áå¶ æËñ¶ II Çò¼Ú D ñÅñ Áå¶ 5 ÕÅñÆÁ» ×¶ºç»
ÔéÍ ÇÂ¼Õ ×¶ºç æËñ¶ A å¯º æËñ¶ B Çò¼Ú í¶ÜÆ Ü»çÆ ÔË Áå¶ ÇÂ¼Õ ×¶ºç æËñ¶ 2 Çò¼Ú¯º Õ¼ãÆ  Ü»çÆ ÔËÍ
Õ¼ãÆ Ô¯ÂÆ ×¶ºç ñÅñ ð¿× çÆ ÔËÍ í¶ÜÆ Ô¯ÂÆ ×¶ºç çÅ ð¿× ÕÅñÅ ÃÆ ÇÂÃ çÆ Ã¿íÅòéÅ êåÅ Õð¯Í

Ô¶á» ÇñÖ¶ êÌôé» Çò¼Ú ÃÔÆ À°µåð çÆ Ú¯ä Õð¯:
17. Ü¶Õð A Áå¶ B ç¯ ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ØàéÅò» Ôé ÇÕ P(A) ≠ 0 Áå¶ P(B/ A) = 1, å»

(A) A ⊂ B (B) B ⊂ A (C) B = φ (D) A = φ
18. Ü¶Õð  P(A/B) > P(A), ÔË, å» Ô¶á Çç¼åÆÁ» Çò¼Ú¯º ÇÕÔóÆ ÃÔÆ ÔË :

(A) P(B|A) < P(B) (B) P(A ∩ B) < P(A) . P(B)
(C) P(B|A) > P(B) (D) P(B|A) = P(B)

19. Ü¶Õð  A Áå¶ B ÇÂÔ¯ ÇÜÔÆ ç¯ ØàéÅò» Ôé ÇÕ :
P(A) + P(B) – P(A Áå¶ B) = P(A), å»
(A) P(B|A) = 1 (B) P(A|B) = 1
(C) P(B|A) = 0 (D) P(A|B) = 0

ÃÅð-Á³ô
ÇÂÃ ÁÇèÁÅÇÂ ç¶ î¹¼Ö Çì³çÈ Ô¶á ÇñÖÆ åð·» Ôé:

® ØàéÅ  E çÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ Üç¯º ÇÕ ØàéÅ F Çç¼åÆ Ô¯ÂÆ ÔË, Ô¶á êÌÕÅð å¯º êåÅ ÕÆåÆ ÜÅ

ÃÕçÆ ÔË : 
P(E F)P(E|F)

P(F)
∩

= , P ( F ) ≠ 0

® 0 ≤ P (E|F) ≤ 1, P (E′| F) = 1 – P (E|F)
P (E ∪ F|G) = P (E|G) + P (F|G) – P (E ∩ F|G)

® P (E ∩ F) = P (E) P (F|E), P (E) ≠ 0
Ü» P (E ∩ F) = P (F)  (E|F), P (F) ≠ 0

® Ü¶Õð E Áå¶  F Á÷Åç ØàéÅò» Ôé, å»
P (E ∩ F) = P (E) P (F)
Áå¶  P (E|F) = P (E), P ( F ) ≠ 0
P (F|E) = P (F), P(E) ≠ 0
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® Õ°¼ñ Ã¿íÅòéÅ çÆ êÌî¶ï :
î³é ñÀ° {E1, E2, ...En) ò¿é×Æ ÃîÈÔ S çÅ ÇÂ¼Õ ÇòíÅÜé ÔË Áå¶ E1, E2, ...En, Çò¼Ú
Ôð¶Õ çÆ Ã¿íÅòéÅ ×Ëð&ÇÃøð ÔËÍ éÅñ ÔÆ A ò¿é×Æ ÃîÈÔ éÅñ Ã¿ì¿Çèå ÇÂ¼Õ ØàéÅ ÔË, å»
P(A) = P(E1) P (A|E1) + P (E2) P (A|E2) + ... + P (En) P(A|En)

® ì¶ï÷ êÌî¶ï: Ü¶Õð E1, E2, ....En ò¿é×Æ ÃîÈÔ S ç¶ ÇòíÅÜé çÅ ÇéðîÅä ÕðçÆ ÔË íÅò
E1, E2, ..., En Ü¯óòÅð éÅ Ü¹ó¶ Ôé Áå¶ E1 4 E2 4 ...4 En = S Áå¶ A ÇÂ¼Õ  ×Ëð&ÇÃøð
Ã¿íÅòéÅ çÆ ØàéÅ ÔË å»

i i

1

P(E ) P(A|E )P(E |A)
P(E ) P (A|E )

i n

j j
j=

=

∑

® ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ò¿é×Æ ÃîÈÔ å¶ êÇðíÅÇôå òÅÃåÇòÕ îÅé ëñé Ô¹¿çÅ ÔËÍ
® ì¶åðåÆì Úñ X çÆ Ã¿íÅòéÅ ò¿â Ã¿ÇÖÁÅò» çÆ Ô¶á ÇñÖÆ êÌäÅñÆ ÔË :

X : x1 x2 ... xn

P(X) : p1 p2 ... pn

ÇÜ¼æ¶
1

0, 1, 1,2,...,
n

i i
i

p p i n
=

> = =∑

® î³é ñú° X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÃç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ  x1, x2, x3, ... ,xn Ôé, ÇÜÔé» çÆ
´îòÅð Ã¿íÅòéÅò»  p1,  p2,  p3,  ..., pn ÔéÍ X   çÅ î¼èîÅé µ å¯º ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÜÔóÅ
ÇÕ Ã¿ÇÖÁÅ

1

n

i i
i

x p
=
∑ ÔËÍ ì¶åðåÆì Úñ X ç¶ î¼èîÅé ù X, çÅ êÈðò-Áé°îÅé òÆ ÕÇÔ³ç¶ Ôé

ÇÜÃù  E (X) å¯º ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ
® î³é ñÀ° X ÇÂ¼Õ ì¶åðåÆì Úñ ÔË ÇÜÃç¶ Ã¿íÅòÆ î¹¼ñ  x1, x2,...,xn Ôé, ÇÜÔéÅ çÆ ́ îòÅð

Ã¿íÅòéÅò» p1, p2, ..., pn ÔéÍ î³é ñú° µ = E (X), X çÅ îèîÅé ÔËÍ
X, çÅ êÌÃðé var (X) Ü»  σx

2 å¯ º ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔË, Ô¶á» êÇðíÅÇôå ÔË:

2 2

1
Var (X) = ( μ) ( )

n

x i i
i

x p x
=

= −∑σ

Ü» Ãîå°ñåÅ ç¶ å½ð å¶   σx
2 = E (X – µ)2

×Ëð-ÇðäÅåîÕ Ã¿ÇÖÁÅ 2

1
var(X) = ( μ) ( )

n

x i i
i

x p x
=

= −∑σ

ù ì¶åðåÆì Úñ X çÅ îÅéÕ ÇòÚñé ÕÇÔ³ç¶ ÔéÍ
® var (X) = E (X2) – [E(X)]2
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® ÇÕÃ¶ ì¶åðåÆì êÌï¯× ç¶ ïåé» ù ìðé½ñÆ ïåé ÕÇÔ³ç¶ Ôé Ü¶Õð À°Ô Ô¶á ÇñÖÆ ôðå» ù
êÈðÆ Õðç¶ Ôé:

(i) ïåé» çÆ Ç×äåÆ ÃÆÇîå Ô¯äÆ ÚÅÔÆçÆ ÔËÍ
(ii) ïåé Á÷Åç Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ ÔéÍ
(iii) Ôð¶Õ ïåé ç¶ áÆÕ ç¯ ÔÆ éåÆÜ¶ Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ Ôé: ÃëñåÅ Áå¶ ÁÃëñåÅÍ
(iv) ÇÕÃ¶ éåÆÜ¶ çÆ Ã¿íÅòéÅ Ôð¶Õ ïåé Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ìðÅìð ðÇÔäÆ ÚÅÔÆçÆ  ÔËÍ

® ç¯ êçÆ ò¿â B (n, p), ñÂÆ P (X = x) = nCx q n–x px ÔËÍ

ÇÂÇåÔÅÇÃÕ é¯à
ÇÂ¼Õ êÅÃ¶ å¶ ÁèÅÇðå Ö¶â Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ (î½ÕÅ) ç¶ îÅê çÅ êÇÔñÅ Ã¿çðí çÅå¶ å¶ çËòÆ Ã¹Ö»å
éÅàÕ å¶ ÇÂ¼Õ ÇòÁÅÇÖÁÅ Çò¼Ú ÇîñçÅ ÔËÍ Ü¶ðéÆî¯ºÕÅðâé (AE@A-AEGF) é¶ ÜÈÂ¶ ç¶ Ö¶â å¶
ÇÂ¼Õ ò¼â¶ Çéì¿è ÇÜÃçÅ é» ÒÇñìð â¶ ¬â¯ ÁñÕÅÂ¶Ó ÇñÇÖÁÅ ÃÆ ÇÜÔóÅ À°Ôé» ç¶ îðé å¯º ìÅÁç
AFFC Çò¼Ú êÌÕÅÇôå Ô¯ÇÂÁÅ ÃÆÍ ÇÂÃ Çéì¿è Çò¼Ú À°Ôé» é¶ ç¯ êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼àä å¶ Ôð¶Õ ØàéÅ
ç¶ Áé°Õ±ñ éåÆÇÜÁ» çÆ Ç×äåÆ ç¶ ìÅð¶ ç¼ÇÃÁÅ ÔËÍ ×ËñÆñÆÀ° (AEFD-AFDB) é¶ Çå¿é êÅÇÃÁ»
ç¶ ÇÂ¼Õ Ö¶â Çò¼Ú Ã¿×å ç¶ îÅê ç¶ Ã¿ì¿è Çò¼Ú ÔËðÅéÆ òÅñÆ Çà¼êäÆ ÕÆåÆ ÔËÍ ×ËñÆñÆÀ° é¶
Çòôñ¶ôé ÕÆåÅ ÃÆ ÇÕ Üç¯º  Çå¿é êÅÇÃÁ» ù Ã¹¼ÇàÁÅ Ü»çÅ ÔË å» ÁÅÀ°ä òÅñÆÁ» Ã¿ÇÖÁÅò» çÅ
Ü¯ó A@  Ô¯äÅ Ü¯ó I å¯º ò¼è Ã¿íÅòÆ ÔË ÇÕÀ°ºÇÕ Ü¯ó ù  A@ Ô¯ä ç¶ éåÆÇÜÁ» çÆ Ç×äåÆ Ü¯ó I
ç¶ éåÆÇÜÁ» çÆ Ç×äåÆ å¯º ò¼è ÔËÍ

ÇÂÃ ô¹ðÈÁÅåÆ ï¯×çÅé å¯º ÇÂñÅòÅ ÇÂÔ ÁÅî å½ð å¶ î³ÇéÁÅ Ü»çÅ ÔË ÇÕ Ã¿íÅòéÅ ç¶
ÇòÇ×ÁÅé çÅ êÌîÅÇòå ñ¶Ö ÃåÅðòÆº ÃçÆ ç¶ ç¯ îÔÅé ×Çäå×» êÅÃÕñ (AFBC-AFFB) Áå¶
ÇêÁð¶ ç øðî» (AF@A-AFFE) ç¶ ÇòÚÕÅð Ô¯Â¶ ê¼åð-ÇòÔÅð å¯º Ô¯ÇÂÁÅÍ ÇÂ¼Õ øð»ÃÆÃÆ Ü¹ÁÅðÆ
ô¶ò¶ÇñÁð â¶ î¶ð¶ é¶ ÇÃè»ÇåÕ åðÕ Áå¶ ÜÈÂ¶ Çò¼Ú Üî·» êÌ¶Öò» Çò¼Ú Á³åðÇòð¯è çÆ ÇòÁÅÇÖÁÅ
ñÂÆ êÅÃÕñ å¯º ê¹¼ÇÛÁÅÍ ÇÂÃ êÌôé ç¶ Ô¼ñ ñÂÆ AFED êÌôé ç¶ Õ¯ñ êÅÃÕñ Áå¶ øðî» ç¶
ÇòÚÕÅð Ô¯Â¶ ê¼åð ÇòÔÅð çÆ ñóÆ Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÇòÇ×ÁÅé çÆ êÇÔñÆ éÆºò ð¼ÖÆ ×ÂÆÍ
êÅÃÕñ é¶ Ãî¼ÇÃÁÅ ù ìÆÜ ×ÇäåÆ ðÈê Çò¼Ú Ô¼ñ ÕÆåÅ Üç¯º ÇÕ øðî» é¶ Ã¿Úï çÆ ÇòèÆÁ» çÅ
ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅÍ

îÔÅé ÔÅñËºâ ÇéòÅÃÆ ÇòÇ×ÁÅéÆ ÇÔïÜ¶é (AFBI-AFIE) ù êÅÃÕñ Áå¶ øðî» ç¶
ÇòÚÕÅð Ô¯Â¶ ê¼åð ÇòÔÅð ìÅð¶ ÜÅäÕÅðÆ ÇîñÆ å» À°Ôé» é¶ Ã¿íÅòéÅ çÆ êÇÔñÆ ê¹ÃåÕ Òâ¶
ð¶Çôï¯ÇÃÇéÃ ÇÂé ¬â¯ ÁñÅÇÂÓ ù êÌÕÅÇôå ÕÆåÅ ÇÜÃ Çò¼Ú Ã¿ï¯× ç¶ Ö¶â Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ å¶ ìÔ¹å
ÃÅð¶ ð¯ÚÕ êð î¹ôÇÕñ Ãî¼ÇÃÁ»ò» ç¶ Ô¼ñ Çç¼å¶Í Ã¿íÅòéÅ ÇÃè»å å¶ Á¼×¶ îÔÅé ÕÅðÜ ÜËÕì
ìðé½ñÆ  (1654&1705) é¶ ÇÂ¼Õ ê¹ÃåÕ ÒÁÅðÃ Õ¿Ü¶Õà¶ºâÆÓ ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÕÆåÅ ÇÜÔóÅ À°Ôé» ç¶
îðé å¯º ìÅÁç À°Ôé» ç¶ íåÆÜ¶ ÇéÕÅñÃ ìðé½ñÆ é¶ 1713 Çò¼Ú êÌÕÅÇôå ÕÆåÆ ÃÆÍ À°Ôé» ù
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—v—

ÇÂ¼Õ îÔ¼åòêÈðé Ã¿íÅòéÅ ò¿â Òç¯-ÁèÅðÆ ò¿âÓ çÆ Ö¯Ü çÅ ÇÃÔðÅ òÆ Ü»çÅ ÔËÍ  Ã¿íÅòéÅ å¶ Á¼×¶
ÖÅÃ ÕÅðÜ ÒÁìðÅÔî â¶ î¯ÇòÁðÓ  (1667 & 1754) çÆ ê¹ÃåÕ ÒçÆ âÅÕÇàzé ÁÅë Ú»ÃÓ Çò¼Ú
ÔË ÇÜÃù 1718 Çò¼Ú êÌÕÅÇôå ÕÆåÅ Ç×ÁÅ ÃÆÍ æÅîÃ ì¶÷  (1702&1761) é¶ À°Ôé» ç¶ é» å¶
îôÔÈð êÌî¶ï Òì¶ï÷-êÌî¶ïÓ ù ÇòÀ°åê¼åÆ Õðé ñÂÆ ìÅôðå Ã¿íÅòéÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕÆåÅÍ
îôÔÈð Ö×¯ñôÅÃåðÆ ÒÇêÁð¶ ÃÅÂÆîé â¶ ñÅêñÅÃÓ (1749&1827) é¶ òÆ Ã¿íÅòéÅ ÇÃè»å å¶
ÕÅðÜ ÕÆåÅ Áå¶  1812 Çò¼Ú ÇÂ¼Õ ÒÇæÀ±ðÆ ÁËéÅÇñÇàÕ â¶Ã êÌÅì¶ÇìÇéàÆ÷Ó êÌÕÅÇôå ÕÆåÆÍ
ÇÂÃç¶ ìÅÁç ðÈÃÆ ×Çäå×» ô¶ìÆô¶ò (1821&1894), îÅðÕ¯ò  (1856&1922), Â¶. ÇñÁÅê¯é¯
(1821&1918), Áå¶ Â¶. ÁËé. ÕÅñî¯×Ì¯ò (1903&1987) é¶ Ã¿íÅòéÅ ÇÃè»å å¶ ÃÅðæÕ
ï¯×çÅé Çç¼åÅÍ ÕÅñî¯×¯Ìò é¶ Ã¿íÅòéÅ çÅ ÃîÈÔ ëñé ç¶ ðÈê Çò¼Ú ÃÈåð Çç¼åÅÍ ÇÜÃù 1933
Çò¼Ú êÌÕÅÇôå ê¹ÃåÕ ÒÃ¿íÅòéÅ ç¶ ÁèÅðíÈå ÇÃè»åÓ Çò¼Ú Ã¿íÅòéÅ ç¶ ÇòôÅ Çò¼Ú ô¶Ìôá î³ÇéÁÅ
Ç×ÁÅÍ
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ÁÇíÁÅÃ G.A

1. 1 cos 2
2

x− 2.
1 sin 3
3

x 3. 21
2

xe

4. 31 ( )
3

ax b
a

+ 5. 31 4cos2
2 3

xx e− − 6. 34 C
3

xe x+ +

7.
3

C
3
x x− + 8.

3 2

C
3 2

ax bx cx+ + + 9. 32 C
3

xx e+ +

10.
2

log 2 C
2
x x x+ − + 11.

2 45 C
2
x x

x
+ + +

12.
7 3
2 22 2 8 C

7
x x x+ + + 13.

3

C
3
x x+ +

14.
3 5
2 22 2 C

3 5
x x− + 15.

7 5 3
2 2 26 4 2 C

7 5
x x x+ + +

16. 2 3sin + Cxx x e− + 17.
3

3 22 103cos C
3 3

x x x+ + +

18. tan x + sec x + C 19. tan x – x + C
20. 2 tan x – 3 sec x + C 21. C
22. A

ÁÇíÁÅÃ G.B

1. log (1 + x2) + C 2. 31 (log| |) C
3

x + 3. log 1+log Cx +

4. cos (cos x) + C 5.
1 cos2( ) C

4
ax b

a
− + +

6.
3
22 ( ) C

3
ax b

a
+ + 7.

5 3
2 22 4( 2) ( 2) C

5 3
x x+ − + +

8.
3

2 21 (1 2 ) C
6

x+ + 9.
3

2 24 ( 1) C
3

x x+ + + 10. 2log 1 Cx − +

 11.
2 4( 8) C
3

x x+ − +
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12.
7 4

3 33 31 1( 1) ( 1) C
7 4

x x− + − + 13. 3 2
1 C

18(2 3 )x
− +

+

14.
1(log )

C
1

mx
m

−

+
− 15. 21 log|9 4 |  C

8
x− − + 16. 2 31 C

2
xe + +

17. 2

1 C
2 xe

− + 18.
1tan Cxe

−

+ 19. log( ) +Cx xe e−+

20. 2 21 log ( ) C
2

x xe e−+ + 21.
1 tan (2 3) C
2

x x− − +

22. 1 tan (7 4 ) C
4

x− − + 23. 1 21 (sin ) C
2

x− +

24.
1 log 2sin 3cos C
2

x x+ + 25.
1 C

(1 tan )x
+

−

26. 2sin Cx + 27.
3
21 (sin 2 ) C

3
x + 28. 2 1+sin Cx +

29. 21 (logsin ) C
2

x + 30. – log 1+cos Cx + 31.
1 C

1+cos x
+

32.
1 log cos sin C

2 2
x x x− + + 33.

1 log cos sin C
2 2
x x x− − +

34. 2 tan Cx + 35. 31 (1 log ) C
3

x+ + 36. 31 ( log ) C
3

x x+ +

37. 1 41 cos(tan ) C
4

x−− + 38. D

39. B
ÁÇíÁÅÃ G.C

1.
1 sin (4 10) C

2 8
x x− + + 2.

1 1cos7 cos C
14 2

x x− + +

3.
1 1 1 1sin12 sin8 sin 4 C
4 12 8 4
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4. 31 1cos(2 1) cos (2 1) C
2 6

x x− + + + + 5. 6 41 1cos cos C
6 4

x x− +

6.
1 1 1 1cos6 cos 4 cos2 C
4 6 4 2

x x x − − +  

7.
1 1 1sin 4 sin12 C
2 4 12

x x − +  
8. 2tan C

2
x x− +

9. tan C
2
xx − + 10.

3 1 1sin 2 sin 4 C
8 4 32
x x x− + +

11. 3 1 1sin 4 sin8 C
8 8 64
x x x+ + + 12. x – sin x + C

13. 2 (sinx + x cosα) + C 14.
1 C

cos +sinx x
− +

15. 31 1sec 2 sec2 C
6 2

x x− + 16. 31 tan tan C
3

x x x− + +

17. sec x – cosec x + C 18. tan x + C

19. 21log tan tan C
2

x x+ + 20. log cos sin Cx x+ +

21.
2

C
2 2
x xπ

− + 22.
1 cos ( )

log C
sin ( ) cos ( )

x a
a b x b

−
+

− −
23. A 24. B

ÁÇíÁÅÃ G.D

1. 1 3tan + Cx− 2. 21 log 2 1 4 C
2

x x+ + +

3. 2

1log C
2 4 5x x x

+
− + − +

4. –11 5sin C
5 3

x
+

5.
1 23 tan 2 C

2 2
x− + 6.

3

3
1 1log C
6 1

x
x

+
+

−
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7. 2 21 log 1 Cx x x− − + − + 8. 3 6 61 log C
3

x x a+ + +

9. 2log tan + tan + 4 Cx x + 10. 2log 1 2 2 Cx x x+ + + + +

11.
11 3 1tan C

6 2
x− +  +   12.

–1 3sin C
4

x+  +  

13.
23log – 3 2 C

2
x x x+ − + + 14.

–1 2 3sin C
41
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15.
+log – ( )( ) C
2

a bx x a x b+ − − +

16. 22 2 + 3 Cx x − + 17. 2 21 2log 1 Cx x x− + + − +

18.
2 15 11 3 1log 3 2 1 tan C

6 3 2 2
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19.
2 296 – 9 + 20 34 log 9 20 C

2
x x x x x+ − + − + +

20. 2 1 2
– 4 – 4sin C

2
x
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21. 2 22 +3 log 1 2 3 Cx x x x x+ + + + + + +

22.
21 2 1 6log 2 5 log C

2 6 1 6
xx x
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− −
− − + +

− +

23. 2 25 4 +10 7 log 2 4 10 Cx x x x x+ − + + + + +

24. B 25. B
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+
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+

+
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4.
1 3log 1 2log 2 log 3 C
2 2

x x x− − − + − +

5. 4log +2 2log 1 Cx x− + + 6.
3log log 1 2 C

2 4
x x x+ − − +

7. 2 11 1 1log 1 log ( 1) tan C
2 4 2

x x x−− − + + +

8.
2 1 1log C
9 2 3( 1)

x
x x

−
− +

+ − 9.
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2 1 1

x
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+
− +
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10.
5 1 12log 1 log 1 log 2 3 C
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11.
5 5 5log 1 log 2 log 2 C
3 2 6
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12.
2 1 3

log 1 log 1 C
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x x x+ + + − +

13. – log 1x − +
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14.
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2
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−
15.

11 1 1log tan C
4 1 2

x x
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+

16.
1 log C
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x
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+
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1–sin
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+
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20.
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4
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4

x
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−

+ 21.
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22. B 23. A
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1. – x cos x + sin x + C 2.
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5.
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log C
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7.
2

2 11 1(2 1) sin C
4 4

x xx x− −
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2
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2 2 2
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9.
–1

2 2cos(2 1) 1 C
4 4
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10. ( )2–1 2 1sin 2 1 sin 2 Cx x x x x−+ − − +
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2(log ) log C
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21.
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(2sin cos ) C
5
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23. A 24. B

ÁÇíÁÅÃ G.G
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2 2
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2

x x x x x x+ + + + + + + +
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6. 2 2( +2) 94 5 log 2 4 5 C
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x x x x x x+ − − + + + − +

7.
2 1(2 3) 13 2 3

1 3 sin C
4 8 13

x xx x −− − 
+ − + +  
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2 22 +3 9 33 log 3 C
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+
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+
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2
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π

26.
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π

27.
6
π

28. 1 ( 3 1)
2sin

2
− −

29.
4 2

3
30.

1 log9
40

31.
π 1
2

− 32.
π (π 2)
2

−

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



616    ×Çäå

33.
19
2 40.
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41. A 42. B
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9. (π 2)
4

ab
− 10.

9
2 11. 2 12.

1
3

13. 7 14.
7
2 15.

19π 9 1 1sin
8 4 3 3 2

−  − + 
 

16. D 17. C 18. C 19. B

ÁÇíÁÅÃ I.A
1. ´î D; ØÅå êÇðíÅÇôå éÔÆº 2. ´î A; ØÅå A
3. ´î B; ØÅå  A 4. ´î D; ØÅå êÇðíÅÇôå éÔÆº
5. ´î B; ØÅå  A 6. ´î C; ØÅå B
7. ´î C; ØÅå  A 8. ´î A; ØÅå A
9. ´î B; ØÅå  A 10. ´î B; ØÅå A

11. D 12. A

ÁÇíÁÅÃ I.B
11. D 12. D

ÁÇíÁÅÃ I.C
1. y″ = 0 2. xy y″ + x (y′)² – y y′ = 0
3. y″ – y′– 6y = 0 4.  y″ – 4y′ + 4y = 0
5. y″ – 2y′ + 2y = 0 6. 2xyy′ + x2 = y2

7. xy′ – 2y = 0 8. xyy″ + x(y′)² – yy′ = 0
9. xyy″ + x(y′)² – yy′ = 0 10. (x² – 9) (y′)² + x² = 0

11. B 12. C

ÁÇíÁÅÃ I.D

1. 2 tan C
2
xy x= − + 2. y = 2 sin (x + C)

3. y = 1 + Ae–x 4. tan tan Cx y =

5. y = log (ex + e–x) + C 6.
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xy x +

7. y = ecx 8. x – 4 + y – 4 = C
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4 2

y x x x = + + − + 

12.
2
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13.
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−  =  
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20. 6.93% 21. Rs 1648

22.
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23. A
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+

12. y + 2x = 3x2 y 13. cot logy ex
x

 = 
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= ≠ ≠
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ÁÇíÁÅÃ I.F

1. y = 
1
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3.
4
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4
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15. 31250 16. C
17. C 18. C

ÁÇíÁÅÃ A@.A
1. Çç¼å¶ ÇÚ¼åð Çò¼Ú, òËÕàð OP

uuur
 ñ¯óÆºç¶ ÇòÃæÅêé ù çðÃÅÀ°ºçÅ ÔËÍ

2. (i) ÃÕ¶ñð (ii) òËÕàð (iii) ÃÕ¶ñð (iv) ÃÕ¶ñð (v) ÃÕ¶ñð
(vi) òËÕàð

3. (i) ÃÕ¶ñð (ii) ÃÕ¶ñð (iii) òËÕàð (iv) òËÕàð (v) ÃÕ¶ñð
4. (i) òËÕàð ar  Áå¶ b

r
 ÇÂ¼Õ¯ Çì³çÈ å¯º ô¹ðÈ Ô¯ä òÅñ¶ ÔéÍ

(ii) òËÕàð b
r

 Áå¶ d
ur

 ìðÅìð ÔéÍ
(iii) òËÕàð  Áå¶  cr ÇÂ¼Õ¯ ð¶ÖÅ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú Ôé êð ìðÅìð éÔÆºÍ

5. (i) Ã¼Ú (ii) ÞÈá (iii) ÞÈá (iv) ÞÈá

ÁÇíÁÅÃ A@.B

1. 3, 62, 1a b c= = =
rr r

2. Ã¿íÅòÆ À°µåð» çÆ Ç×äåÆ Áé§å ÔËÍ
3. Ã¿íÅòÆ À°µåð» çÆ Ç×äåÆ Áé§å ÔËÍ
4. x = 2, y = 3 5. – 7 vkSj 6; ˆ7 6i j− vkSj

6. ˆˆ4 j k− − 7.
1 1 2 ˆˆ ˆ
6 6 6

i j k+ +

8.
1 1 1 ˆˆ ˆ
3 3 3

i j k+ + 9.
1 1 ˆˆ
2 2

i k+

ÃÕ¶ñ

Áå¶ Áå¶
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10.
40 8 16 ˆˆ ˆ
30 30 30

i j k− + 12.
1 2 3, ,
14 14 14

13.
1 2 2, ,
3 3 3

− − 15. (i)  
1 4 1 ˆˆ ˆ
3 3 3

i j k− + +    (ii)  ˆˆ3 3i k− +

16. ˆˆ ˆ3 2i j k+ + 18. (C) 19.  (B), (C), (D)

ÁÇíÁÅÃ A@.C
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114 6.

16 2 2 2,
3 7 3 7

7.
226 11 . – 35a a b b+

r rr r

8. 1, 1a b= =
rr

9. 13 10. 8

12. òËÕàð b
r

Õ¯ÂÆ òÆ òËÕàð Ô¯ ÃÕçÅ ÔËÍ 13.
3

2
−
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r

ñò¯Í

15.
–1 10

cos
102

 
   18. (D)

ÁÇíÁÅÃ A@.D

1. 19 2 2.
2 2 1 ˆˆ ˆ
3 3 3

i j k± ∓ ∓ 3.
π 1 1 1; , ,
3 2 22

5.
273,
2 6. Ü» 0 0a b= =

rr
;k

8. éÔÆº, Õ¯ÂÆ òÆ ×Ëð-ÇÃøð ÇÂ¼Õ¯ ð¶ÖÅ çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú òËÕàð» ù ñò¯Í

9.
61
2

10. 15 2 11. (B)        12.  (C)

ÁÇèÁÅÇÂ A@ Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

1.
3 1ˆ ˆ

2 2
i j+

2. 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1– , – , ; ( ) ( ) ( )x x y y z z x x y y z z− − + − + −

Ü»
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3.
5 3 3ˆ ˆ

2 2
i j−

+

4. éÔÆº, ar , b
r

 Áå¶ cr  ù Çåzí¹Ü çÆÁ» Çå¿é» í¹ÜÅò» ù çðÃÅÀ°Í

5.
1
3

± 6.
3 10ˆ ˆ10
2 2

i j+ 7.
3 3 2 ˆˆ ˆ
22 22 22

i j k− +

8. 2 : 3 9. 3 ar  + 5 b
r

10.
1 ˆˆ ˆ(3 – 6 2 ); 11 5
7

i j k+

12.
1 ˆˆ ˆ(160 – 5 – 70 )
3

i j k 13. λ = 1 16. (B)

17. (D) 18. (C) 19. (B)

ÁÇíÁÅÃ AA.A

1.
1 10, ,
2 2

−
2.

1 1 1, ,
3 3 3

± ± ± 3.
11

2,
11
6,

11
9 −−

5.
2 2 3 2 3 2 4 5 1, , ; , , ; , ,

1717 17 17 17 17 42 42 42
− − − − − −

ÁÇíÁÅÃ AA.B
4. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 (3 2 2 )r i j k i j k= + + + λ + −

r
 ÇÜ¼æ¶ λ ÇÂ¼Õ òÅÃåÇòÕ Ã¿ÇÖÁÅ ÔËÍ

5. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 ( 2 )r i j k i j k= − + + λ + −
r Áå¶ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ðÈê 

1
4

2
1

1
2

−
−

=
+

=
− zyx

 ÔËÍ

6.
6

5
5

4
3

2 +
=

−
=

+ zyx

7. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(5 4 6 ) (3 7 2 )r i j k i j k= − + + λ + +r

8. ð¶ÖÅ çÆ òËÕàð ÃîÆÕðä % ˆˆ ˆ(5 2 3 )r i j k= λ − +
r ;

ð¶ÖÅ çÆ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä % 
325
zyx

=
−

=

9. ð¶ÖÅ çÅ òËÕàð ÃîÆÕðä % ˆ ˆˆ ˆ3 2 5 (11 )r i j k k= − − + λ

ð¶ÖÅ çÆ ÕÅðàÆ÷ÆÁé ÃîÆÕðä % 3 2 5
0 0 11

x y z− + +
= =
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10. (i) θ = 1 19cos
21

−  
 
 

, (ii) θ = 1 8cos
5 3

−  
  
 

11. (i) θ = 1 26cos
9 38

−  
  
 

(ii) θ = 1 2cos
3

−  
 
 

12.
70
11

p = 14. 3 2
2

15. 2 29

16.
3
19 17. 29

8

ÁÇíÁÅÃ AA.C

1. (a) 0, 0, 1; 2 (b)
1 1 1 1, , ;
3 3 3 3

(c)
2 3 1 5, , ;
14 14 14 14

−
(d) 0, 1, 0;  

5
8

2.
ˆˆ ˆ3 5 6 7

70
i j kr

 + −
⋅ =  
 

r

3. (a) x + y – z = 2 (b) 2x + 3y – 4 z = 1
(c) (s – 2t) x + (3 – t) y + (2s + t) z = 15

4. (a)
24 36 48, ,
29 29 29

 
 
 

(b)
18 240, ,
25 25

 
  

(c) 







3
1,

3
1,

3
1

(d) 





 − 0,

5
8,0

5. (a) ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ ( 2 )] ( ) 0;r i k i j k− − ⋅ + − =   x + y – z = 3

(b) ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ ( 4 6 ) ] ( 2 ) 0;r i j k i j k− + + ⋅ − + =  x – 2y + z + 1 = 0
6. (a) Çì³çÈ ÇÂ¼Õ ÇçôÅ Çò¼Ú ÔéÍ Çç¼å¶ ×Â¶ Çì³çÈÁ» å¯º ¦Øä òÅñ¶ åñ» çÆ Ç×äåÆ Áé§å Ô¯ò¶×ÆÍ

(b) 2x + 3y – 3z = 5

7.
2
5

,  5, –5 8. y = 3 9. 7x – 5y + 4z – 8 = 0

10. ( )ˆˆ ˆ38 68 3 153r i j k⋅ + + = 11. x – z + 2 = 0

12. 1 15
cos

731
−  
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13. (a) 1 2cos
5

−  
 
 

(b) åñ ÁÅêÃ Çò¼Ú ¦ì ÔéÍ

(c) åñ ÁÅêÃ Çò¼Ú Ãî»åð ÔéÍ (d) åñ ÁÅêÃ Çò¼Ú Ãî»åð ÔéÍ
(e) 45o

14. (a)
13
3

(b)
13
3

(c) 3 (d) 2

ÁÇèÁÅÇÂ AA Óå¶ ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ

3. 90° 4. 1 0 0
x y z

= = 5. 0o

6.
10
7

k −
= 7. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ( 2 5 )r i j k i j k= + + + λ + −

8. x + y + z = a + b + c 9. 9

10.
17 130, ,
2 2

− 
 
 

11.
17 23, 0,
3 3

 
 
 

12. (1, – 2, 7)

13. 7x – 8y + 3z + 25 = 0 14. p = 
3
2

Ü» 
11
6

15. y – 3z + 6 = 0 16. x + 2y – 3z – 14 = 0
17. 33 x + 45 y + 50 z – 41 = 0 18. 13

19. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 ( 3 5 4 )r i j k i j k= + + + λ − + +

20. ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 (2 3 6 )r i j k i j k= + − + λ + + 22. D
23. B

ÁÇíÁÅÃ AB.A
1. (0, 4) å¶ ò¼è å¯º ò¼è  Z = 16
2. (4, 0) å¶ Ø¼à-Ø¼à Z = – 12

3.
20 45,
19 19

 
    å¶ ò¼è å¯º ò¼è Z = 

235
19

4.  
3 1,
2 2

 
    å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 7
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5. (4, 3) å¶  Z = 18
6. (6, 0) Áå¶ (0, 3) ù Çîñä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â å¶ ÃÇæå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 6.

7. (60, 0) å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 300;

(120, 0) Áå¶  (60, 30) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â Óå¶ ÃÇæå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ ò¼è å¯º ò¼è
Z = 600;

8. (0, 50) Áå¶ (20, 40) ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â å¶ ÃÇæå ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ø¼à¯-Ø¼à Z = 100.

(0, 200) å¶ ò¼è å¯º ò¼è Z = 400
9. Z çÅ Õ¯ÂÆ ò¼è å¯º ò¼è î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

10. ÇÕÀ°ºÇÕ Õ¯ÂÆ Ã¿×å Ö¶åð éÔÆº ÔË ÇÂÃ ñÂÆ Z çÅ ò¼è å¯º ò¼è î¹¼ñ éÔÆº ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ AB.B

1.  
8 ,0
3

 
  

 Áå¶ 
12,
2

 
   ù ÇîñÅÀ°ä òÅñÆ ð¶ÖÅ Ö³â ç¶ ÃÅð¶ Çì³çÈÁ» å¶ Ø¼à¯-Ø¼à î¹¼ñ

= Rs 160 .

2. Õ¶Õ» çÆ ò¼è å¯º ò¼è Ç×äåÆ = 30 ÇÂ¼Õ åð·» çÆ Áå¶ 10 Ô¯ð åð·» çÆÁ» ÔéÍ
3. (i) 4 àËÇéÃ ðËÕà Áå¶ AB Ç´Õà ç¶ ì¼ñ¶

(ii) ò¼è å¯º ò¼è ñÅí  = Rs 200
4. é¼à ç¶ Çå¿é êËÇÕà Áå¶ ì¯ñà ç¶ Çå¿é êËÇÕà; ò¼è å¯º ò¼è ñÅí  = Rs 73.50

5. 30 êËÇÕà A åð·» ç¶ ê¶Ú Áå¶ B@ êËÇÕà B åð·» ç¶ ê¶Ú» ç¶ Áå¶ ò¼è å¯º ò¼è ñÅí
= Rs 410

6. D ÁèÅð ñËºê Áå¶ D ÕÅá ç¶ ã¼Õä; ò¼è å¯º ò¼è ñÅí  = Rs 32
7. A åð·» ç¶ H ÇÚ¿é· Áå¶ B åð·» ç¶ B@ ÇÚ¿é·; ò¼è å¯º ò¼è ñÅí = Rs 160
8. B@@ âËÃÕàÅê ç¶ éîÈé¶ Áå¶  E@ ê¯ðà¶ìñ éîÈé¶; ò¼è å¯º ò¼è ñÅí  = Rs 1150000

9. Z = 4x + 6y çÅ Ø¼à¯-Ø¼à Áé°îÅé Õð¯ Üç¯º ÇÕ 3x + 6y ≥ 80, 4x + 3y ≥ 100, x ≥ 0 Áå¶
y ≥ 0, ÇÜ¼æ¶ x Áå¶ y ´îòÅð í¯Ü F1 Áå¶ F2 çÆ ÇÂÕÅÂÆÁ» ù çðÃÅÀ°ºç¶ Ôé; Ø¼à¯ Ø¼à
î¹¼ñ = Rs 104

10. ðÃÅÇÂäÕ ÖÅç F1 ç¶ 100 kg Áå¶ ðÃÅÇÂäÕ ÖÅç F2 ç¶ 80 kg; Ø¼à¯-Ø¼à î¹¼ñ = Rs 1000
11. (D)
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626    ×Çäå

ÁÇèÁÅÇÂ AB Óå¶ ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. P åð·» ç¶ D@ êËÇÕà Áå¶ Q åð·» ç¶ AE êËÇÕà; ÇòàÅÇîé A çÅ ò¼è å¯º ò¼è Áé°îÅé

= 285 ÇÂÕÅÂÆ
2. P åð·» ç¶ C ìË× Áå¶ Q åð·» ç¶ F ìË×; Ø¯ñ çÆ Ø¼à¯-Ø¼à ÕÆîå = Rs 1950

3. Ø¯ñ çÆ Ø¼à¯-Ø¼à ÕÆîå  Rs 112 (X åð·» çÅ Bkg Áå¶ Y åð·» çÅ D kg).

5. ÁË×÷ÆÇÕÀ±Çàò ôÌ¶äÆ çÆ D@ ÇàÕà» Áå¶ ÇÂÕ¯éÅîÆ ôÌ¶äÆ çÆ AF@ ÇàÕà»; ò¼è å¯º ò¼è ñÅí =
Rs 136000.

6. A å¯º : 10, 50 Áå¶ 40 ÇÂÕÅÂÆ; B å¯º : 50, 0 Áå¶ 0 ÇÂÕÅÂÆ D, E Áå¶ F å¼Õ ́ îòÅð Áå¶
Ø¼à¯-Ø¼à ÕÆîå = Rs 510

7. A åº̄ : 500, 3000 Áå¶ 3500 ñÆàð; B åº̄ 4000, 0 Áå¶ 0 ñÆàð å¶ñ ́ îòÅð; D, E Áå¶ F
ù í¶ÜÆ Ø¼à¯ Ø¼à ÕÆîå = Rs 4400

8. P ç¶ D@ ìË× Áå¶ Q ç¶ A@@ ìË×; éÅÂÆàz¯÷é çÆ Ø¼à¯ Ø¼à ðÅôÆ = 470 kg.
9. P ç¶ AD@ ìË× Áå¶ Q ç¶ E@ ìË×; éÅÂÆàz¯÷é çÆ ò¼è å¯º ò¼è ðÅôÆ = 595 kg.

10. A åð·» çÆ H@@ ×¹¼âÆÁ» Áå¶ B åð·» çÆ D@@ ×¼¹âÆÁ»; ò¼è å¯º ò¼è ñÅí = Rs 16000

ÁÇíÁÅÃ AC.A

1. ( ) ( )2 1P E|F , P F|E
3 3

= = 2. ( ) 16P A|B
25

=

3. (i) 0.32 (ii) 0.64 (iii) 0.98

4.
11
26

5. (i)
4

11
(ii)

4
5

(iii)
2
3

6. (i)
1
2

(ii)
3
7

(iii)
6
7

7. (i) 1 (ii) 0

8.
1
6

9. 1 10. (a) 
1
3

,   (b) 
1
9

11. (i)
1
2 , 

1
3 (ii)

1
2 , 

2
3 (iii)

3
4 , 

1
4
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12. (i)
1
2 (ii)

1
3 13.

5
9

14.
1

15 15. 0 16. C     17.   D

ÁÇíÁÅÃ AC.B

1.
3
25 2.

25
102 3.

44
91

4. A Áå¶ B ÁÅ÷Åç ÔéÍ
6. E Áå¶ F ÁÅ÷Åç éÔÆº ÔéÍ

7. (i)
1

10
p = (ii)

1
5

p =

8. (i) 0.12 (ii) 0.58 (iii) 0.3 (iv)    0.4

9.
3
8

10. A Áå¶ B ÁÅ÷Åç éÔÆº ÔéÍ

11. (i) 0.18 (ii) 0.12 (iii) 0.72 (iv) 0.28

12.
7
8

13. (i) 
16
81

, (ii) 
20
81 , (iii) 

40
81

14. (i) 
2
3 , (ii) 

1
2 15. (i) , (ii) 16. (a) 

1
5 , (b) 

1
3 , (c) 

1
2

17. D 18. B

ÁÇíÁÅÃ AC.C

1.
1
2

2.
2
3

3.
9

13 4.
12
13

5.
22

133
6.

4
9 7.

1
52

8.
1
4

9.
2
9

10.
8

11 11.
5
34 12.

11
50

13. A 14. C
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ÁÇíÁÅÃ AC.4
1. (ii),  (iii)  Áå¶  (iv) 2. X = 0, 1, 2; Ô» 3. X = 6, 4, 2, 0

4. (i) X 0 1 2

P(X)
1
4

1
2

1
4

(ii) X 0 1 2 3

P(X)
1
8

3
8

3
8

1
8

(iii) X 0 1 2 3 4

P(X)
1

16
1
4

3
8

1
4

1
16

5. (i) X 0 1 2

P(X)
4
9

4
9

1
9

(ii) X 0 1

P(X)
25
36

11
36

6. X 0 1 2 3 4

P(X)
256
625

256
625

96
625

16
625

1
625

7. X 0 1 2

P(X)
9

16
6

16
1

16

8. (i) 1
10

k = (ii) 3P(X 3)
10

< = (iii) 17P(X 6)
100

> =

(iv) 3P(0 X 3)
10

< < =
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9. (a) 1
6

k = (b) 1 1P(X 2) , P(X 2) 1, P(X 2)
2 2

< = ≤ = ≥ =

10. 1.5 11.
1
3

12.
14
3

13. Var(X) = 5.833, S.D = 2.415

14. X 14 15 16 17 18 19 20 21

P(X)
2

15
1

15
2

15
3

15
1

15
2

15
3

15
1

15

        î¼èîÅé = 17.53, Var(X) = 4.78 Áå¶ S.D(X) = 2.19
15. E(X) = 0.7 Áå¶ Var (X) = 0.21 16. B 17. D

ÁÇíÁÅÃ AC.E

1. (i)
3

32 (ii)
7
64 (iii)

63
64

2.
25

216 3.
929 19

20 20
   
   
   

4. (i)
1

1024 (ii)
45

512 (iii)
243

1024
5. (i) (0.95)5 (ii) (0.95)4 × 1.2 (iii) 1 – (0.95)4 × 1.2

(iv) 1 – (0.95)5

6.
49

10
 
   7.

20
20 20

12 13 20
1 20C C ... C
2

   + + +    

9.
11
243

10. (a)
50991

100
 −   (b)

491 99
2 100

 
   (c)

49149 991
100 100

 −   

11.
57 5

12 6
 
   12.

435 5
18 6

 
   13.

3

11
22 9
10

×

14. C 15. A
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ÁÇèÁÅÇÂ AC Óå¶ ÁèÅÇðå ë¹àÕñ ÁÇíÁÅÃ
1. (i) 1 (ii) 0

2. (i)
1
3 (ii)

1
2

3.
20
21 4.

10
10 10

7
1 C (0.9) (0.1)r r

r
r

−

=

− ∑

5. (i)
62

5
 
 
 

(ii)
427

5
 
 
 

(iii)
621

5
 −  
 

(iv)
864
3125

6.
10

9
5

2 6× 7.
625

23328 8.
2
7

9.
431 2

9 3
 
 
 

10. n ≥ 4 11.
91

  54
−

12.
1 2 8, ,

15 5 15
13.

14
29

14.
3

16

15. (i) 0.5 (ii) 0.05 16.
16
31

17. A 18. C 19. B

—v—
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ÁÇèÁÅÇÂ G

7.6.3. 2( ) .+ + +∫ px q ax bx c dx

ÁÃÆº ÁÚñ A Áå¶ B ÇÂÃ ù ÇÂÃ åð·» Ú¹äç¶ Ô» ÇÕ

px + q =
2A ( ) Bd ax bx c

dx
 + + +  

= A(2ax + b) + B
ç¯ò¶º ê¼Ö» Çò¼Ú x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» çÆ å°ñéÅ Õðé å¶, ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË µ

2aA = p Áå¶  Ab + B = q
ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶,  A Áå¶ B ç¶ î¹¼ñ êÌÅêå Ô¯ Ü»ç¶ ÔéÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÇÂéà¶×ðñ

Ô¶á» Çç¼å¶ Áé°ÃÅð ìçñ Ü»çÅ ÔËµ

2 2A (2 ) Bax b ax bx c dx ax bx c dx+ + + + + +∫ ∫
= 1 2AI + BI , ÇÜ¼æ¶

I1 = 2(2 )ax b ax bx c dx+ + +∫  ÔËÍ

ax2 + bx + c = t, ð¼Ö¯Í å» (2ax + b)dx = dt ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, I1 =
3

2 2
1

2
( ) C

3
ax bx c+ + +

ÇÂÃ åð·», I2 = 2ax bx c dx+ +∫
êÅá ê¹ÃåÕ ç¶ ê³é¶ CBH å¶ G.F. B Çò¼Ú ÚðÚÅ ÕÆå¶ ÇÂéà¶×ðñ ÃÈåð çÅ ÇÂÃå¶îÅñ ÕðÕ¶ êåÅ ÕÆåÅ
Ü»çÅ ÔËÍ

êÈðÕ êÅá Ãî×ðÆ
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ÇÂÃ åð·», 2( )px q ax bx c dx+ + +∫  çÅ î¹¼ñ ÁÅÇÖðÕÅð êåÅ Õð ÇñÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ

À°çÅÔðä BE². 21x x x dx+ −∫ êåÅ Õð¯Í
Ô¼ñ: À°µå¶ Çç¼åÆ ÇòèÆ ðÅÔÆº, ÁÃÆº ÇñÖ ÃÕç¶ Ô» µ

x = ( )2A 1 Bd x x
dx

 + − +  
= A (1 – 2x) + B

ç¯ò¶º ê¼Ö» Çò¼Ú, x ç¶ ×¹ä»Õ» Áå¶ ÁÚñ êç» ù ìðÅìð Õðé å¶ ÃÅù –2A = 1 Áå¶ A + B = 0 êÌÅêå
Ô¹¿çÅ ÔËÍ

ÇÂÔé» ÃîÆÕðä» ù Ô¼ñ Õðé å¶, ÁÃÆº  A  = 
1
2

−  Áå¶ 
1B
2

=  êÌÅêå Õðç¶ Ô»Í ÇÂÃ êÌÕÅð,
ÇÂéà¶×ðñ Ô¶á» Çç¼å¶ Áé°ÃÅð ìçñ Ü»çÅ ÔË : µ

21x x x dx+ −∫ = 2 21 1(1 2 ) 1 1
2 2

x x x dx x x dx− − + − + + −∫ ∫

= 1 2
1 1I I
2 2

− + (1)

I1 = 2(1 2 ) 1x x x dx− + −∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í
1 + x – x2 = t ð¼Ö¯Í å» (1 – 2x)dx = dt ÔËÍ

ÇÂÃ åð·»  I1 = 2(1 2 ) 1x x x dx− + −∫  = 
1 3
2 2

1
2

C
3

t dt t= +∫

= ( )
3

2 2
1

2 1 C
3

x x+ − + , ÇÜ¼æ¶ C1 Õ¯ÂÆ ÁÚñ ÔËÍ

Á¼×¶,   I2 = 21 x x dx+ −∫  å¶ ÇòÚÅð Õð¯Í

ÇÂÔ ÇÂéà¶×ðñ = 
25 1

4 2
x dx − −  ∫

1
2

x t− =  ð¼Ö¯Í å»  dx = dt ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, I2 =
2

25
2

t dt
 

−  ∫
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= 2 1
2

1 5 1 5 2sin C
2 4 2 4 5

tt t −− + ⋅ +

=
( ) 2 1

2

2 11 5 1 5 2 1
( ) sin

2 2 4 2 8 5
x xx C−− − 

− − + +  

=
2 1

2
1 5 2 1

(2 1) 1 sin
4 8 5

xx x x C− − 
− + − + +   ,

ÇÜ¼æ¶ C2 Õ¯ÂÆ ÁÚñ ÔËÍ
(1) Çò¼Ú I1 Áå¶ I2 ç¶ î¹¼ñ ð¼Öä å¶, ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË µ

21x x x dx+ −∫ =
3

2 221 1
(1 ) (2 1) 1

3 8
x x x x x− + − + − + −

15 2 1
sin ,

16 5
x C− − 

+ +    ÇÜ¼æ¶

C = 1 2C C
2
+

−  ÇÂ¼Õ Ô¯ð ÁÚñ ÔËÍ

ÁÇíÁÅÃ G.G ç¶ ÁÅÇÖð Çò¼Ú, Ô¶á ÇñÖ¶ êÌôé ôÅÇîñ Õð¯ :
12. 2x x x+ 13. 2( 1) 2 3x x+ + 14.  2( 3) 3 4x x x+ − −

À°µåð

12.
3 2

2 221 (2 1) 1 1( ) log | | C
3 8 16 2

x x xx x x x x+ +
+ − + + + + +

13.
3

2 2 221 3 2 3(2 3) 2 3 log C
6 2 4 2

xx x x x+ + + + + + +

14.
3 2

2 121 7 2 ( 2) 3 4(3 4 ) sin C
3 2 27

x x x xx x − + + − − 
− − − + + +  
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ÁÇèÁÅÇÂ A@
10.7 åÆÔðÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ
î³é ñÀ° ÇÕ ,a b

rr Áå¶ cr Õ¯ÂÆ Çå¿é òËÕàð ÔéÍ  ar Áå¶ ( )b c×
r r

 çÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ íÅò,
( )a b c⋅ ×
rr r  ù ,a b

rr Áå¶ cr çÅ ÇÂÃ ́ î Çò¼Ú åÆÔðÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ÕÇÔ³ç¶ Ô»Í ÇÂÃ ù [ ,a b
rr , cr ]

(Ü» [ a b c
rr r ]) ðÅÔÆº ÇñÇÖÁÅ Ü»çÅ ÔËÍ ÇÂÃ êÌÕÅð, ÃÅù êÌÅêå Ô¹¿çÅ ÔË : µ

[ ,a b
rr , cr ] = ( )a b c⋅ ×

rr r

êÌËÖä
1. ÇÕÀ°ºÇÕ ( )b c×

r r ÇÂ¼Õ òËÕàð ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ

( )a b c⋅ ×
rr r  ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð ðÅôÆ ÔË íÅò [ ,a b

rr , cr ]
ÇÂ¼Õ ÃÕ¶ñð ðÅôÆ ÔËÍ

2. ÇÜîÅÇÂåÆ ðÈê å¯º, åÆÔðÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ çÅ
î¹¼ñ Çå¿é òËÕàð» ,a b

rr Áå¶ cr  å¯º Çç¼åÆÁ»
Ü¹óòÆÁ» í¹ÜÅò» å¯º ìä¶ Ãî»åð Û¶ øñÕ çÅ
ÁÅÇÂåé Ô¹¿çÅ ÔË (ò¶Ö¯ ÇÚ¼åð A@². BH)Í
Çìé» ô¼Õ, Ãî»åð Û¶ øñÕ ç¶ ÁèÅð ù ìéÅÀ°ä
òÅñ¶ Ãî»åð Úå°ðí¹Ü çÅ Ö¶åðëñ b c×

r r
 ÔË

b
r Áå¶ cr  ù ÃÇîÇñå Õðé òÅñ¶ å¼ñ å¶ ¦ì çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ar çÅ êÌ¶Öêä ÔÆ ÇÂÃ çÆ À°ÚÅÂÆ

ÔË, ÇÜÔóÆ b
r

 × rc  çÆ ÇçôÅ Çò¼Ú ar  çÅ ØàÕ ÔËÍ íÅò ÇÂÔ  
.( )

( )

a b c

b c

×

×

rr r
r r ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ,

Ãî»åð Û¶ øñÕ çÅ ÁÅÇÂåé

.( )
| |

( )

a b c
b c

b c

×
×

×

rr r r rr r = .( )a b c×
rr r

 ÔËÍ

3. Ü¶Õð 1 2 3 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,a a i a j a k b b i b j b k c c i c j c k= + + = + + = + +

rr r
vkSj  ÔË, å»

b c×
r r = 1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
b b b
c c c

ÇÚ¼åð  10.28

Áå¶
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= ( b2c3 – b3c2) î + (b3c1 – b1c3) ĵ  + (b1c2 – b2c1) k̂
Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ

.( )a b c×
rr r = 1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1( – ) ( – ) ( – )a b c b c a b c b c a b c b c+ +

=

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

4. Ü¶Õð ,a b
rr Áå¶ cr  Õ¯ÂÆ Çå¿é òËÕàð Ôé, å»

[ ,a b
rr , cr ] = [ , ,b c a

r r r ] = [ , ,c a b
rr r ]

(Çå¿é» òËÕàð» ç¶ Ú¼ÕðÆ ́ î ìçñä å¯º åÆÔðÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ ç¶ î¹¼ñ Çò¼Ú Õ¯ÂÆ ìçñÅò éÔÆº
Ô¹¿çÅ ÔËÍ)
î³é ñÀ° ÇÕ  1 2 3 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,a a i a j a k b b i b j b k c c i c j k= + + = + + = +
rr r

rFkk   ÔËÍ
ÇÂÃ êÌÕÅð, êÅáÕ ÇÂÃ çÆ Ü»Ú Õð ÃÕç¶ Ôé ÇÕ µ

[ , ,a b c
rr r ] =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

= a1 (b2c3 – b3c2) + a2 (b3c1 – b1c3) + a3 (b1c2 – b2c1)
= b1 (a3c2 – a2c3) + b2 (a1c3 – a3c1) + b3 (a2c1 – a1c2)

=

1 2 3

1 2 3

1 2 3

b b b
c c c
a a a

= [ , ,b c a
r r r ]

ÇÂÃ êÌÕÅð, êÅáÕ ÇÂÃ çÆ Ü»Ú Õð ÃÕç¶ Ôé ÇÕ  [ ,a b
rr , cr ] = [ , ,c a b

rr r ] ÔËÍ

ÇÂÃ ñÂÆ, [ ,a b
rr , cr ] = [ , ,b c a

r r r ] = [ , ,c a b
rr r ] ÔËÍ

Áå¶
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5. åÆÔðÆ ÃÕ¶ñð ×¹äéëñ .( )a b c×
rr r  Çò¼Ú, â¯à (dot)  Áå¶ ÕðÅÃ (cross) ù ÁÅêÃ Çò¼Ú

ìçÇñÁÅ ÜÅ ÃÕçÅ ÔËÍ Çìé» ô¼Õ,

.( )a b c×
rr r = [ , ,a b c

rr r ] = [ , ,b c a
r r r ] = [ , ,c a b

rr r ] = .( )c a b×
rr r = ( ).a b c×

rr r

6. = [ , ,a b c
rr r

] = – [ , ,a c b
rr r

]. ÁÃñ Çò¼Ú,

= [ , ,a b c
rr r ] = .( )a b c×

rr r

= .(– )a c b×
rr r

= – ( .( ))a c b×
rr r

= – , ,a c b  
rr r

7. [ , , ] 0.a a b =
rr r  Çìé» ô¼Õ

[ , , ]a a b
rr r = [ , , , ]a b a

rr r

= [ , , ]b a a
r r r

= .( )b a a×
r r r

= .0 0.b =
r r

(ÇÕÀ°ºÇÕ 0a a× =
rr r )

Çà¼êäÆ : À°µå¶ Çç¼å¶ G Çò¼Ú Çç¼åÅ éåÆÜÅ, ç¯ò¶º ìðÅìð òËÕàð» çÆ ÔÅñå» ç¶ ÇÕÃ¶ òÆ ́ î Çò¼Ú Ô¯ä å¶
òÆ Ã¼Ú ÔËÍ

10-7-1 Çå¿é òËÕàð» çÅ ÃîåñÆ Ô¯äÅ

êÌî¶ï A. Çå¿é òËÕàð ar , b
r

Áå¶ cr  ÃîåñÆ Ô¹¿ç¶ Ôé, Ü¶Õð Áå¶ Õ¶òñ Ü¶Õð  ( ) 0a b c⋅ × =
rr r  Ô¹¿çÅ

ÔËÍ

ÃìÈå : Ãí å¯º êÇÔñ», î³é ñÀ° ÇÕ  ar , b
r

 Áå¶ cr  ÃîåñÆ ÔéÍ

Ü¶Õð b
r

 Áå¶ cr  Ãî»åð òËÕàð Ôé, å»  b c×
r r = 0

r  ÔË Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ( ) 0a b c⋅ × =
rr r  Ô¯ò¶×ÅÍ
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Ü¶Õð b
r

 Áå¶ cr  Ãî»åð éÔÆº Ôé, å» b c×
r r òËÕàð ar  å¶ ¦ì Ô¯ò¶×Å, ÇÕÀ°ºÇÕ ar ,b

r
 Áå¶ cr

ÃîåñÆ ÔéÍ

ÇÂÃ ñÂÆ ( ) 0a b c⋅ × =
rr r  ÔËÍ

À°ñà å½ð å¶, î³é ñÀ° ÇÕ  ( ) 0a b c⋅ × =
rr r  ÔËÍ Ü¶Õð  ar  Áå¶ b c×

r r  Çò¼Ú¯º ç¯ò¶º ×Ëð-ÇÃøð òËÕàð

Ôé, ÁÃÆº éåÆÜÅ Õ¼ãç¶ Ô» ÇÕ ar  Áå¶ b c×
r r  ç¯ò¶º ÁÅêÃ Çò¼Ú ¦ì òËÕàð ÔéÍ êð b c×

r r
 ç¯ò¶º

òËÕàð» b
r

 Áå¶ cr  å¶ ¦ì ÔËÍ ÇÂÃ ñÂÆ a
r
] b

r
 Áå¶ cr  ÇÂ¼Õ Ãîåñ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¯ä¶ ÚÅÔÆç¶ Ôé,

íÅò ÇÂÔ ÃîåñÆ ÔéÍ Ü¶Õð ar = 0 ÔË, å» ar  Õ¯ÂÆ òÆ ç¯ òËÕàð» ÖÅÃ å½ð å¶ b
r

 Áå¶ cr ] ç¶ ÃîåñÆ

Ô¯ò¶×ÅÍ Ü¶Õð ( ) 0b c× =
r r ÔË, å» b

r
 Áå¶ cr  Ãî»åð òËÕàð Ô¯ä×¶ Áå¶ ÇÂÃ ñÂÆ ar , b

r
Áå¶ cr

ÃîåñÆ Ô¯ä×¶, ÇÕÀ°ºÇÕ Õ¯ÂÆ ç¯ òËÕàð ÇÜÔóÅ ÇÂÔé» ç¯ò» òËÕàð» Çò¼Ú¯º ÇÕÃ¶ ÇÂ¼Õ ç¶ Ãî»åð Ô¹¿çÅ ÔË,
òÆ ÇÂÃ åñ Çò¼Ú ÃÇæå Ô¹¿çÅ ÔËÍ
Çà¼êäÆ : ÚÅð Çì³çÈÁ» çÆ ÃîåñåÅ çÆ ÚðÚÅ, Çå¿é òËÕàð» çÆ ÃîåñåÅ çÅ ÇÂÃå¶îÅñ Õðç¶ Ô¯Â¶
ÕÆåÆ ÜÅ ÃÕçÆ ÔËÍ  Çìé» ô¼Õ, ÚÅð Çì³çÈ A, B, C Áå¶ D ÃîåñÆ Ô¹¿ç¶ Ôé, Ü¶Õð òËÕàð

AB, AC AD
uuur uuur uuur

vkjS   ÃîåñÆ Ô¯äÍ

À°çÅÔðä BF. .( )a b c×
rr r  êåÅ Õð ̄Ü¶Õð ˆˆ ˆ ˆ2 3 , – 2a i j k b i j k= + + = + +

rr  Áå¶ ˆˆ ˆ3 2c i j k= + +
r  ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êÌÅêå ÔË, µ 
2 1 3

.( ) 1 2 1 –10.
3 1 2

a b c× = − =
rr r

À°çÅÔðä BG. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , – 2 3 4 3 5a i j k b i j k c i j k= − + = + − = − +
rr r

vkSj

ÃîåñÆ ÔéÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êÌÅêå ÔË µ  
1 2 3

.( ) 2 2 4 0.
1 3 5

a b c
−

× = − − =
−

rr r

ÇÂÃ ñÂÆ : êÌî¶ï A ç¶ Áé°ÃÅð ,a b c
rr r
vkSj ÃîåñÆ òËÕàð ÔéÍ

À°çÅÔðä BH. Ü¶Õð òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 , 2 7 3a i j k b i j k c i j k= + + = − − = λ + +
rr r

vkSj  ÃîåñÆ Ôé,
å» λ çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í

 Áå¶

 Áå¶

Áå¶

Áå¶
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Ô¼ñ :  ÇÕÀ°ºÇÕ ,a b c
rr r
vkSj  ÃîåñÆ ÔË, ÇÂÃ ñÂÆ , , 0a b c  = 

rr r
,

ÁðæÅå  

1 3 1
2 1 1 0.

7 3
− − =

λ

⇒ 1 (– 3 + 7) – 3 (6 + λ) + 1 ( 14 + λ) = 0
⇒ λ = 0.

À°çÅÔðä BI.  çðÃÅÀ° ÇÕ ÃÇæåÆ òËÕàð» ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 5 , ( ),3 9 4i j k j k i j k+ + − + + + Áå¶ ˆˆ ˆ4(– )i j k+ +
òÅñ¶ ´îòÅð : ÚÅð Çì³çÈ  A, B, C Áå¶ D ÃîåñÆ ÔËÍ
Ô¼ñ :  ÁÃÆº ÜÅäç¶ Ô» ÇÕ ÚÅð Çì³çÈ A, B, C Áå¶ D ÃîåñÆ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ Ü¶Õð Çå¿é¯º òËÕàð

AB, AC AD
uuur uuur uuur

vkjS  ÃîåñÆ Ô¹¿ç¶ ÔéÍ

ÁðæÅå AB,AC,AD 0  = 
uuur uuur uuur

   ÔËÍ

Ô¹ä ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆAB – ( ) – (4 5 ) – 4 6 2j k i j k i j k= + + + = − −
uuur

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAC (3 9 4 ) – (4 5 ) – 4 3i j k i j k i j k= + + + + = + +
uuur

Áå¶ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAD 4( ) – (4 5 ) – 8 3i j k i j k i j k= − + + + + = − +
uuur

ÇÂÃ åð·» 
4 6 2

AB,AC,AD 1 4 3 0.
8 1 3

− − −
  = − = 

− −

uuur uuur uuur

ÇÂÃ ñÂÆ, A, B, C  Áå¶  D  ÃîåñÆ ÔéÍ

À°çÅÔðä C@. ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ , , 2 , ,a b b c c a a b c   + + + =   
r r rr r r r r r

 ÔËÍ

Ô¼ñ : ÃÅù êÌÅêå ÔËµ

, ,a b b c c a + + + 
r rr r r r

= ( ).(( ) ( ))a b b c c a+ + × +
r rr r r r

= ( ).( )a b b c b a c c c a+ × + × + × + ×
r r rr r r r r r r

 Áå¶

Áå¶
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= ( ).( )a b b c b a c a+ × + × + ×
r r rr r r r r

(ÇÕÀ°ºÇÕ 0c c× =
rr r

 ÔËÍ)

.( ) .( ) .( ) .( ) .( ) .( )a b c a b a a c a b b c b b a b c a= × + × + × + × + × + ×
r r r r r r rr r r r r r r r r r r

[ ], , , , , , , , , , , ,a b c a b a a c a b b c b b a b c a         = + + + + +         
r r r r r r rr r r r r r r r r r r

= 2 , ,a b c  
rr r

 (ÇÕÀ°º ? )

À°çÅÔðä CA.  ÇÃ¼è Õð¯ ÇÕ , , , , [ , , ]a b c d a b c a b d   + = +   
r r r r rr r r r r

 Ô¹¿çÅ ÔËÍ

Ô¼ñ :  ÃÅù êÌÅêå ÔË µ

, ,a b c d + 
r rr r

= .( ( ))a b c d× +
r rr r

= .( )a b c b d× + ×
r r rr r

= .( ) .( )a b c a b d× + ×
r r rr r r

= , , , ,a b c a b d   +   
r r rr r r

ÁÇíÁÅÃ A@.E

1. Ü¶Õð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ– 2 3 , 2 – 3 3 – 2a i j k b i j k c i j k= + = + = +
rr

vkjS  ÔË, å» a b c  
rr r êåÅ Õð¯Í

(À°µåð : BD)

2. çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 , 2 3 4 3 5a i j k b i j k c i j k= − + = − + − = − +
rr r

vkSj  ÃîåñÆ
ÔéÍ

3. Ü¶Õð òËÕàð ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,3 2 3i j k i j k i j k− + + + + λ −vkSj  ÃîåñÆ Ôé, å» λ çÅ î¹¼ñ êåÅ
Õð¯Í (À°µåð λ = 15)

4. î³é ñÀ° ÇÕ  1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,a i j k b i c c i c j c k= + + = = + +

rr r
vkjS  ÔËÍ å»,

(a) Ü¶Õð  c1 = 1 Áå¶  c2 = 2 Ôé, å» c3 êåÅ Õð¯, ÇÜÃ å¯º ,a b c
rr r
vkSj  ÃîåñÆ Ô¯ ÜÅäÍ

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶

Áå¶
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(À°µåð c3 = 2)

(b) Ü¶Õð c2 = –1 Áå¶ c3 = 1 Ôé, å» çðÃÅÀ° ÇÕ c1 çÅ Õ¯ÂÆ òÆ î¹¼ñ ,a b c
rr r
vkSj ù

ÃîåñÆ éÔÆº ìäÅ ÃÕçÅ ÔËÍ

5. çðÃÅÀ°  ÇÕ ÃÇæåÆ òËÕàð» ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 8 12 ,2 4 6 ,3 5 4i j k i j k i j k+ + + + + +  Áå¶ ˆˆ ˆ5 8 5i j k+ +
òÅñ¶ ÚÅð Çì³çÈ ÃîåñÆ ÔéÍ

6. Ü¶Õð ÚÅð Çì³çÈ A (3, 2, 1), B (4, x, 5), C (4, 2, –2) Áå¶  D (6, 5, –1) ÃîåñÆ Ôé, å»
x çÅ î¹¼ñ êåÅ Õð¯Í (À°µåð x = 5)

7. Ü¶Õð ,a b b c c a+ + +
r rr r r r

vkSj  ÃîåñÆ Ôé, å» çðÃÅÀ° ÇÕ òËÕàð ,a b c
rr r
vkSj  ÃîåñÆ

Ô¯ä×¶Í

Áå¶

Áå¶Áå¶
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