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आपलया समाटमाफोनवररीि DIKSHA App द् वारे पाठ्यपुसतकाचया पश्हलया 
पृष्ठावररीि Q. R. Code द् वारे शडशजटि पाठ्यपुसतक व प्रतयेक पाठामधये 
असिेलया Q. R. Code द् वारे तया पाठासंबंशधत अधययन अधयापनासाठरी 
उपयुक् दृकश्ावय साश्हतय उपिबध ्होईि.

शासन णनिमिय क्रिांक ः अभयास-२११६/(प्र.क्र.४३/१६) एसडी-४ णदनांक २५.४.२०१६ अनिये सथापन
करणयात आलेलया सिनिय सणितीचया णदनांक २९.१२.२०१७ रोजीचया बैठकीिधये हे पाठ्यपुसतक 

सन २०१८-१९ या शैक्षणिक िषामिपासून णनधामिररत करणयास िानयता देणयात आली आहे.
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प्रस्तावनता

विद्यार्थी वितयाांनो,
दहयािीच्या िरयागात तुिचे सियारत!
रवित भयार I आवि रवित भयार II ही पुसतके ्यािर्थी तुमहयाांलया अभ्यासया्ची आहेत.
रवित भयार I िध्े बीजरवित, आलेख, अर्गावन्ोजन ि सयाांख््की ही िु्् क्ेते आहेत.  

तुमहयाांलया ्यािर्थी नििीप्यंत ओळख करून वदलेल्या घटकयाांचयाच र्ोडया अविक अभ्यास करया्चया 
आहे. अर्गावन्ोजनयात GST ्या नव्या करप्रियालीची ओळख करून वदली आहे. जरेे् निया भयार, 
सूूते वकंिया उप्ोजन आहे, तरे्े सुलभ सपष्ीकरि वदले आहे. प्रत्ेक प्रकरियात निुन्याची सोडिलेली 
उदयाहरिे, सरयाियासयाठी उदयाहरिे आहेतच, वििया् प्रज्याियान विद्यार्यायंसयाठी कयाही आवहयानयातिक प्रशन 
तयारयाांवकत करून वदले आहेत. कयाही विद्यार्यायंनया दहयािीनांतर रवितयाचया अभ्यास करया्चया नसलया, 
तरी रवितयातील िूलभूत सांकलपनया त्याांनया सिजयाव्यात, इतर क्ेतयात कयाि करतयानया आिश्क ते 
रवित ियापरतया ्यािे, असे ज्यान त्याांनया ्या पुसतकयातून विळेल. ‘अविक ियावहतीसयाठी’ ्या िीर्गाकयाखयाली 
वदलेलया िजकूर, ज्या विद्यार्यायंनया दहयािीनांतरही रवितयाचया अभ्यास करून त्यात प्रयािीण् विळिण्याची 
इच्या आहे, त्याांनया उप्ोरी पडेल, महिून अिया विद्यार्यायंनी तो जरूर अभ्यासयािया. सरळे पुसतक 
एकदया तरी ियाचून ि सिजून घ्यािे.

ॲपच्या ियाध्ियातून क्ू. आर. कोडद ्ियारे प्रत्ेक पयाठयासांबांिी अविक उप्ुक्त दृक ्-श्याव् 
सयावहत् आपियाांस उपलबि होईल. त्याचया अभ्यासयासयाठी वनखशचत उप्ोर होईल. 

दहयािीची परीक्या िहत्ियाची ियानली जयाते. ्या रोष्ीचया तयाि न घेतया चयाांरलया अभ्यास करून  
िनयासयारखे ्ि विळिण्यासयाठी तुमहयाांलया िुभेच्या!

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 (डॉ.	सुननल	मगर)	
पुणे	     संचतालक	
निनतांक	:	१८ मार्च २०१८, गुढीपाडवा   िहयारयाष्ट्र रयाज् पयाठ्यपुसतक वनविगाती ि 
भतार्ीय	सौर	निनतांक	: २७ फालगुन १९३९  अभ्यासक्रि सांिोिन िांडळ, पिुे.
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प्रथम पुसतकाचे सखोि वाचन करून ते समजून घयावे. शवशवध घटकांचे सपष्रीकर् व सूत्ांचा पडताळा 
घे्े या म्हत्वाचया गोष्ींसाठरी कृतींचरी मदत घयावरी. 

प्रातयशक्षकांतून्हरी मूलयमापन करायचे आ्हे. तयासाठरी्हरी कृतरी वापरता येतात. शवद्ारयाांना सवतंत् शवचार 
करणयास उततेजन द्ावे. एखादे उदा्हर् वेगळ्ा, परंतु तक्कशुद् ध पद् धतरीने सोडव्ाऱया शवद्ारयाांना खास 
शाबासकी द्ावरी.

णशक्षकांसाठी सूचना

इयतता १० िी गणित भाग I अभयासक्रिातून खालील क्षिता णिद्ारयाांिधये णिकणसत होतील.

क्षेत्र घटक क्षिता णिधाने
1. संखयाज्ञान 1.1 अंकगश्तरी श्ेढरी · अंकगश्तरी श्ेढरीचा उपयोग करून उदा्हर्े सोडवता ये्े.

· भशवषयातरीि एखादरी गोष् साधय करणयासाठरी टपपयाटपपयाने  
  शनयोजन करता ये्े.

2. बीजगणित 2.1 वगमासमरीकर्े

2.2 दोन चिांतरीि रेषरीय 
      समरीकर्े

· वयव्हारातरीि जया समसया वगमासमरीकर्ाचया रूपात वयक्  
  करता येतात, तयांचरी उकि शोधता ये्े.

· शाबबदक उदा्हर्ांचरी उकि काढणयासाठरी शकतरी चिांचा  
  वापर करावा िागेि ्हा शन्माय घेता ये्े.

· शाबबदक उदा्हर्ांचे रूपांतर दोन चिांमधरीि समरीकर्ात  
  करून उकि काढता ये् े.

3. वयािहाररक 
     गणित

3.1 अथमाशनयोजन · बचत, गुंतव्ूक या बाबींचरी समज शनमामा् ्हो्े.

· उद्ोग, वयवसायातरीि अथमावयव्हारांचरी तोंडओळख ्हो्े.

4. सांच्खयकी 
    ि संभावयता

4.1  संभावयता
4.2 आिेख व केंद्ररीय 
      प्रवृततरीचरी पररमा्े

· खेळ, मतदान इतयादरी क्षेत्ात संभावयतेचा उपयोग करता        
  ये्े. 

· शवशशष् प्रकारचरी माश्हतरी गोळा केलयावर तयाचे आिेख   
   रूपात/शचत्रूपात प्रशतरूप् करणयासाठरी शवशशष् आिेखांचरी    
  शनवड करता ये्े.

· वगगीकृत सामग्री शदलयावर मधय, मधयक, बहुिक काढता  
   ये्े.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



प्रातयशक्षकांचरी यादरी (नमुना)

1. आिेख कागदावर X-अक्षािा शकंवा Y-अक्षािा समांतर रेषा काढून तया रेषेवररीि को्तया्हरी चार शबंदूंचे 
शनददेशक शि्हा. शनददेशकांवरून रेषेचे समरीकर् कसे तयार ्होते ते शि्हा.

 [समांतर रेषेऐवजरी आरंभशबंदूतून जा्ाऱया शकंवा X व Y अक्षांना छेद्ाऱया रेषा घेतलया तररी चािेि.]

2. को्तरी्हरी दोन अंकी संखया मनात ठरवा. तरी उघड न करता ओळखणयासाठरी कोडे तयार करा. संखयचेया 
अंकांमधरीि दोन बैशजक संबंध तयार करा व कोडे सोडवून दाखवा. 

 [वररीि प्रातयशक्षक तरीन अंकी संखयेसाठरी्हरी करता येईि.] 

3. को्तया्हरी खाद्पदाथामाचया पाशकटावररीि घटकांचरी माश्हतरी वाचा व तरी माश्हतरी दाखव्ारा वृततािेख काढा. 
उदा्हर्ाथमा, शबबसकटाचया पुड्ावररीि कबबोदके, प्रशथने, जरीवनसत्वे, इतयादरी घटकांचा तक्ा पा्हा. तो शकतरी 
वजनासाठरी शदिा आ्ेह ्हे पा्हा. तयावरून वजनांचे शवतर् दाखव्ारा वृततािेख काढा. तयासाठरी कबबोदके, 
बसनगध, प्रशथने व इतर असे घटकांचे चार भाग करता येतरीि.

4. शशक्षकांनरी शदिेिरी वारंवारता शवतर् सार्री संग्कावर Excel sheet मधये तयार करा. तया सार्रीवरून 
वारंवारता बहुभुज व सतंभािेख Excel मधय े तयार करा. 

5. एक फासा द्हा वेळा फेकून शमळािेलया शनषपततरी नोंदव्े व तयांचरी सार्री तयार कर्े. 

6. शशक्षकांनरी शदिेिे जरीएसटरी वयव्हाराचे करबरीजक पा्हा. तयातरीि सवमा बाबींचरी नोंद करा. तयातरीि कर आकार्रीचे 
परत ग्न करून दाखवा व सवमा ग्न बरोबर असलयाचरी खात्री करा. 

7. शशक्षकांनरी साशंगतिेलया पश्हलया n क्रमवार नैसशगमाक संखयाचंरी बेररीज करणयासाठरी शदिेिरी कृतरी करून पा्हा. 
उदा्हर्ाथमा, 1 पासून 4 पयांतचया नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज करणयासाठरी 4 ´ 5 चा एक चौकटींचा कागद

 घया व आकृतरीत दाखवलयाप्रमा्े कापून घया. (येथे n = 4 आ्हे.) तयावरून Sn = 
n n( )+1
2

 या सूत्ाचा  
 पडताळा घया. 

       Sn = n n( )+1
2

  \ S4 = 
4 4 1

2

( )+
  = 

4 5

2

´
 = 

20

2
 = 10

8. एका काडामावर पुढचया बाजूस a = 6 व मागचया बाजूस a = -6 शि्हा. तसेच ददुसऱया काडामाचया एकेका 
पृष्ठभागावर b = -3 व b = 7 असे शि्हा. तयावरून (a + b) व (ab) चया वेगवेगळ्ा शकमतरी तयार 
्होतरीि. तया शकमतरी वापरून वगमासमरीकर्े तयार करा. 

1
2 3
4 5 6
7 8 9 10

4

5

 [टरीप : येथे a = 1 व d = 1 आ्हे. जासत संखया घेऊन, a व d या 
संखया बदिून; तसेच सम शकंवा शवषम संखयांचया बेरजेसाठरी तसेच नैसशगमाक 
संखयांचया घनांचया बेरजेसाठरी अशा कृतरी करता येतरीि.]
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1

         ·  दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर्े सोडवणयाचया पद्धतरी - आिेख पद्धत, क्रेमरचरी पद्धत.

   ·  दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर्ात रूपांतर करणयाजोगरी समरीकर्े. 

          ·  एकसामशयक समरीकर्ांचे उपयोजन.

जरा आठिूया.

दोन चलांतील रेषीय सिीकरि (Linear equation in two variables)

जया समरीकर्ामधये दोन चिे वापरिरी जातात आश् चि असिेलया प्रतयेक पदाचरी कोटरी 1 असते 
तया समरीकर्ािा दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर् असे म्ह्तात, ्हे आप् मागरीि इयततेत अभयासिे आ्हे.  

ax + by + c = 0 ्हे दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर्ाचे सामानयरूप आ्हे. येथे a, b, c या 
वासतव संखया असून a आश् b ्हे एकाच वेळरी शूनय नसतात ्हे्हरी आपलयािा मा्हरीत आ्हे. 

उदा. 3x = 4y - 12 या समरीकर्ाचे 3x - 4y + 12 = 0 ्हे सामानयरूप आ्हे.  

कृती : खािरीि सार्री पू्मा करा. 

क्रमांक समरीकर् दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर् आ्हे की ना्हरी? 
1      4m + 3n = 12 आ्हे.
2       3x2 - 7y = 13

3         2 x - 5 y = 16

4    0x + 6y - 3 = 0

5 0.3x + 0y -36 = 0

6
                     

4 5
4

x y
+ =

7  4xy - 5y - 8 = 0

1 दोन चलांतील रेषीय सिीकरिे

चला, णशकूया.
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एकसािणयक रेषीय सिीकरिे (Simultaneous linear equations)

जेव्हा आप् दोन चिांतरीि दोन रेषरीय समरीकर्ांचा एकाच वेळरी शवचार करताे तेव्हा तया समरीकर्ांना 
एकसामशयक समरीकर्े म्ह्तात. 

मागरीि इयततेत एका चिाचा िोप करून समरीकर्े सोडवणयाचया पद्धतींचा अभयास आप् किेा 
अा्हे. तयाचरी थोडकयात उजळ्री करू 
उदा. (1) खािरीि एकसामशयक समरीकर्े सोडवा. 

    5x - 3y = 8; 3x + y = 2

उकल :  

रीत I :  5x - 3y = 8. . .  (I)

    3x + y = 2 . . .  (II)

    समरीकर् (II) चया दोन्हरी बाजूंना 3 ने गु्ू

      9x + 3y = 6 . . .  (III)

      5x - 3y  = 8  . . .  (I)

    आता समरीकर् (I) व (III) यांचरी बेररीज करू.

    5x - 3y = 8

    9x + 3y = 6

        14x = 14

          \ x = 1

    x = 1 ्हरी शकंमत समरीकर् (II) मधय े ठेवू. 

    3x + y = 2

 \ 3 ́  1 + y = 2

 \ 3 + y = 2

 \     y = -1

 x = 1, y = -1 ्हरी उकि आ्हे. 

्हरीच उकि (x, y) = (1, -1) अशरी्हरी शिश्हतात.  

रीत (II)

 5x - 3y = 8. . .  (I)

 3x + y = 2 . . .  (II)

 समरीकर् (II) वरून y या चिाचरी शकंमत x 

या चिाचया रूपात शिहू. 

 y = 2 - 3x  . . .  (III) 

 आता y चरी ्हरी शकंमत समरीकर् (I) मधये 

ठेवू. 

    5x - 3y = 8

 \ 5x - 3(2 - 3x) = 8

 \ 5x - 6 + 9x = 8

 \ 14x - 6 = 8

 \ 14x = 8 + 6

 \ 14x = 14

 \   x = 1

 x = 1 ्हरी शकंमत समरीकर् (III) मधये ठेवू. 

 y = 2 - 3x
 \ y = 2 - 3 ́  1
 \ y = 2 - 3 

 \ y = -1

x = 1, y = -1 ्हरी उकि आ्हे.

+
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उदा. (2) सोडिा: 3x + 2y = 29; 5x - y = 18

उकल :  3x + 2y = 29. . .  (I) आश्  5x - y = 18 . . .  (II)

 शदिेिरी समरीकर्े y या चिाचा िोप करून सोडवू. तयासाठरी खािरीि चौकटींत योगय संखया शि्हा. 

 समरीकर् (II) िा 2 ने गु् ून

  \ 5x ´  - y ´  = 18 ´ 
  \ 10x - 2y =  . . .  (III)

    समरीकर् (I) मधये समरीकर् (III) शमळवू.

    3x + 2y = 29

  +  -  = 

         =         \ x = 

    x = 5 ्हरी शकंमत समरीकर् (I) मधये ठेवू. 

    3x + 2y = 29

  \ 3 ´  + 2y = 29

  \  + 2y = 29

  \    2y = 29 -  

  \    2y =           \ y = 

 (x, y) = ( , ) ्हरी उकि आ्ेह. 

उदा. (3) 15x + 17y = 21; 17x + 15y = 11

उकल : 15x + 17y = 21. . .  (I)

   17x + 15y = 11 . . .  (II)

 या दोन समरीकर्ांत x आश् y यांचया स्हगु्कांचरी अदिाबदि आ्हे. अशा प्रकारचरी एकसामशयक 

समरीकर्े सोडवताना तया दोन्हरी समरीकर्ांचरी बेररीज आश् वजाबाकी घेतिरी असता दोन नवरीन सोपरी 

समरीकर्े शमळतात. तरी समरीकर्े सोडवून समरीकर्ांचरी उकि स्हज शमळते. 

 समरीकर् (I) व समरीकर् (II) यांचरी बेररीज करून, 

    15x + 17y = 21

    17x + 15y = 11

    32x + 32y = 32

+
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  समरीकर्ाचया दोन्हरी बाजूंस 32 ने भागून

        x + y = 1 . . .  (III)

  समरीकर् (I) मधून समरीकर् (II) वजा करू.

    15x + 17y =  21

    17x + 15y =   11

     -2x + 2y = 10

  समरीकर्ाचया दोन्हरी बाजूंस 2 ने भागून,

        -x + y = 5 . . .  (IV)

  समरीकर् (III) व समरीकर् (IV) यांचरी बेररीज करू. 

     x + y = 1

       -x + y = 5

    \  2y = 6  \   y = 3

  y = 3 ्हरी शकंमत समरीकर् (III) मधये ठेवू. 

    x + y = 1

 \ x + 3 = 1

 \ x = 1 - 3  \ x = -2

 (x, y) = (-2, 3) ्हरी समरीकर्ांचरी उकि आ्हे. 

- - -

सरािसंच 1.1
1. खािरीि कृतरी पू् मा करून एकसामशयक समरीकर्े सोडवा. 

 5x + 3y = 9 ----- (I)    

-

+

+

 2x - 3y = 12 ----- (II)

 समरी. (I) व समरी. (II) यांचरी बेररीज करू. 

 5x + 3y = 9

 2x - 3y = 12

   x = 

       x =   x = 

 x = 3 समरी.(I) मधये ठेवू. 

 5 ´  + 3y = 9

 3y = 9 - 

 3y = 

  y =   3 
  y = 

(x, y) = ( , ) ्हरी समरीकर्ाचरी उकि आ्हे. 
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2. खािरीि एकसामशयक समरीकर्े सोडवा. 

 (1) 3a + 5b = 26; a + 5b = 22    (2) x + 7y = 10; 3x - 2y = 7  

 (3) 2x - 3y = 9; 2x + y = 13       (4) 5m - 3n = 19; m - 6n = -7 

 (5) 5x + 2y = -3; x + 5y = 4     (6) 1
3

10

3
x y+ = ; 2

1

4

11

4
x y+ =

 (7) 99x + 101y = 499; 101x + 99y = 501

 (8) 49x - 57y = 172; 57x - 49y = 252 

जरा आठिूया.

   दोन चलांतील रेषीय सिीकरिाचा आलेख (Graph of a linear equation in two variables)

 मागरीि इयततेत, दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर्ाचा आिेख ्हरी एक सरळ रेषा असते असे आप् 
अभयासिे आ्हे. जरी क्रशमत जोडरी शदिेलया समरीकर्ाचे समाधान करते तरी जोडरी तया समरीकर्ाचरी उकि 
असते. तसेच तरी क्रशमत जोडरी तया समरीकर्ाचया आिेखावररीि एक शबंदू दशमावते. 

उदाहरि  2x - y = 4 या समरीकर्ाचा आिेख काढा. 
उकल :  2x - y = 4 या समरीकर्ाचा आिेख काढणयासाठरी (x, y) चया 4 क्रशमत जोड्ा शमळवू. 

x 0 2 3 -1
y -4 0 2 -6

(x, y) (0, -4) (2, 0) (3, 2) (-1, -6)

क्रशमत जोड्ा शमळवताना सार्रीत 
दाखवलयाप्रमा्े x व y यांचरी शूनय ्हरी 
शकंमत घे्े सोईचे असते. 

प्रमा् दोन्हरी अक्षांवर 
1 सेमरी = 1 एकक

-1  1

 1

 2

 2

 3  4  5  6  7  8  90

-1

-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5

-5

X'

Y'

X

Y

(3, 2)

(2, 0)

(0, -4)

(-1, -6)
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  दोन चिांतरीि रेषरीय समरीकर्ाचा आिेख 
काढताना खािरीि पायऱया धयानात घया. 

रेषा शनबशचत ्होणयासाठरी दोन शबंदू पुरेसे 
असतात, परंतु तयांपैकी एका शबंदूचे शनददेशक 
काढताना चूक झािरी, तर रेषा्हरी चुकते. 
 तरीन शबंदूंचे शनददेशक काढताना एका शबंदूचे 
शनददेशक चुकिे, तर तरीन शबंदू एका रेषेत 
ये्ार ना्हरीत, तयावरून को्तयातररी एकाचे 
शनददेशक चुकिे आ्हेत ्हे िक्षात येईि, प् 
नेमकया को्तया शबंदूचे शनददेशक चुकिे 
आ्हेत, ्हे शोधायिा वेळ िागेि. 
 चार शबंदूंचे शनददेशक काढताना जर एका 
शबंदूचे शनददेशक चुकिे, तर तो वगळता इतर 
तरीन  शबंदू एकरेषरीय येतरीि. तयामुळे चूक 
िगेच िक्षात येईि. म्ह्ून चार शबंदूंचे 
शनददेशक ठरव्े श्हताचे असते.  

 0x + y = 2 ्हे समरीकर् सोईसाठरी y = 2 असे शिश्हतात. या समरीकर्ाचा आिेख X- अक्षािा 
समांतर असतो. कार् x शनददेशक को्ता्हरी घेतिा तररी प्रतयेक शबंदूचा y शनददेशक 2 ्हाच येतो. 

x 1 4 -3
y 2 2 2

(x, y) (1, 2) (4, 2) (-3, 2)

 तसेच x + 0y = 2 ्हे समरीकर् x = 2 असे शिश्हतात व तयाचा आिेख Y- अक्षािा 
समांतर असतो.

-1
-1

-3

-3

-2

-2

-4

-4

-5  1

 1

0  2

 2

 3

 3

 4

 4

 6 5  7
 (2,-1)

 (1,2) (-3,2)

 (2,-3)

 (2,3)

 (2,1)

y = 2

x 
= 

2

 (4,2)

X

Y प्रमा् दोन्हरी अक्षांवर 
1 सेमरी = 1 एकक

शदिेलया समरीकर्ासाठरी शकमान 4 
क्रशमत जोड्ा (शबंदूंचे शनददेशक) शोधा

आिेख कागदावर X- अक्ष व Y- अक्ष 
शनबशचत करून शबंदू सथापन करा.

सवमा शबंदू एकरेषरीय येतरीि. तया शबंदूंतून 
जा्ाररी रेषा काढा. 
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एकसािणयक सिीकरिे सोडिणयाची आलेख पद्धत 
(Solution of simultaneous equations by Graphical method)

उदा.     x + y = 4 आश् 2x - y = 2 या समरीकर्ांचे आिेख काढून तयांचे शनररीक्ष् करू. 

x + y = 4
x -1 4 1 6
y 5 0 3 -2

(x, y) (-1, 5) (4, 0) (1, 3) (6,-2)

2x - y = 2
x 0 1 3 -1
y -2 0 4 -4

(x, y) (0, -2) (1, 0) (3, 4) (-1,-4)

आिेखावररीि प्रतयेक शबंदू तया 
आिेखाचया समरीकर्ाचे समाधान 
करतो. दोन्हरी रेषा परसपरांना (2, 2) 
या शबंदूत छेदतात.
म्ह्ून (2, 2) ्हरी क्रशमत जोडरी, 
म्ह्जेच x = 2 आश्  y = 2 
या शकमतरी, x + y = 4 आश् 
2x - y = 2 या दोन्हरी समरीकर्ांचे 
समाधान करतात. 
चिांचया जया शकमतींनरी शदिेलया 
एकसामशयक समरीकर्ांचे समाधान 
्होते, तया शकमतरी म्ह्जे तया 
समरीकर्ांचरी उकि असते. 
x + y = 4 आश् 2x - y = 2  
या एकसामशयक समरीकर्ांचरी उकि 
x = 2 आश् y = 2 आ्हे.

 ्हरी समरीकर्े शनरसन पद्धतरीने सोडवून या उकिरीचा पडताळा घेऊ. 
 x + y = 4 . . .  (I)
 2x - y = 2 . . .  (II)  
 समरीकर् (I) व (II) यांचरी बेररीज करून, 
  3x = 6 \ x = 2

 समरीकर् (I) मधये x = 2 ्हरी शकंमत ठेवू. 
    x + y = 4 
 \ 2 + y = 4
 \ y = 2

2x
 -

 y
 =

 2

x + y = 4

-1  1

 1

 2

 (2,2)

 (3,4)

 (-1,5)

 (1,0)  (4,0)

 (-1,-4)

 (1,3)

 (0,-2)  (6,-2)

 2

 3  4  5  60

-1

-2

-2

  3

-3

  4

-4

 5

-5

X'

Y'

X

Y प्रमा् दोन्हरी अक्षांवर 
1 सेमरी = 1 एकक

जािून घेऊया.
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कृती I : x - y = 1; 5x - 3y = 1 ्हरी एकसामशयक समरीकर्े आिखे पद्धतरीने सोडवणयासाठरी 
      खािरी शदिेलया सारणया पू्मा करून शनददेशक शमळवा. 

x - y = 1
x 0 3
y 0 -3

(x, y)

5x - 3y = 1
x 2 -4
y 8 -2

(x, y)

  · एकाच शनददेशक पद्धतरीवर वररीि शनददेशकांनुसार शबंदू सथापन करा.
  · समरीकर्ांचे आिेख काढा. 
  · रेषांचया छेदनशबंदूचे शनददेशक वाचा. तयांवरून एकसामशयक समरीकर्ांचरी उकि शि्हा. 

कृती II : वर शदिेिरी एकसामशयक समरीकर्े शनरसन पद्धतरीने सोडवून, आिेखांवरून शमळािेलया 
        उकिरीचा पडताळा घया. 

णिचार क�या.

 5x - 3y = 1 चा आिेख काढणयासाठरी खािरीि सार्रीत का्हरी शनददेशक काढून शदिे आ्हेत, 
ते पा्हा. 

x 0 1

5
1 -2

y -
1

3
0 4

3
-
11

3

(x, y) (0, -
1

3
) ( 1

5
, 0) (1, 4

3
) (-2, -

11

3
)

· शबंदू सथापन करणयासाठरी ्हे शनददेशक सोईचे आ्हेत का?
· शनददेशक शोधताना को्तरी काळजरी घयावरी, म्ह्जे शबंदू सथापन कर्े सोपे ्होईि?  

सरािसंच 1.2
1. खािरीि एकसामशयक समरीकर् आिेखाने सोडवणयासाठरी सार्री पू्मा करा. 
 x + y = 3 ; x - y = 4

x + y = 3
x 3
y 5 3

(x, y) (3, 0) (0, 3)

x - y = 4
x -1 0
y 0 -4

(x, y) (0, -4)

2. खािरीि एकसामशयक समरीकर्े आिेखाने सोडवा. 
 (1) x + y = 6 ; x - y = 4  (2) x + y = 5 ; x - y = 3
 (3) x + y = 0 ; 2x - y = 9  (4) 3x - y = 2 ; 2x - y = 3
 (5) 3x - 4y = -7 ; 5x - 2y = 0  (6)				2x - 3y = 4 ; 3y - x = 4ê
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चला, चचामि क�या.

 x + 2y = 4 ; 3x + 6y = 12 ्हरी एकसामशयक समरीकर्े शदिेिरी आ्हेत, तरी आिेख 
पद्धतरीने सोडवणयासाठरी शनबशचत केिेलया का्हरी क्रशमत जोड्ा खािरीिप्रमा्े आ्हेत.

x + 2y = 4
x -2 0 2
y 3 2 1 

(x, y) (-2, 3) (0, 2) (2, 1)

3x + 6y = 12
x -4 1 8
y 4 1.5 -2

(x, y) (-4, 4) (1, 1.5) (8, -2)

या क्रशमत जोड्ा सथापन करून काढिेिा आिेख खािरी शदिा आ्हे. तयाचे शनररीक्ष् करा आश् 
शदिेलया प्रशनांवर चचामा करा. 

 (1) वररीि दोन्हरी समरीकर्ांचे आिेख एकच आ्हेत का शभन् आ्हेत?
 (2) x + 2y = 4 आश् 3x + 6y = 12 या एकसामशयक समरीकर्ांचया उकिरी को्तया? 

तया शकतरी आ्हेत?
 (3) वररीि दोन्हरी समरीकर्ांतरीि x चे स्हगु्क, y चे स्हगु्क आश् बसथरपदे यांमधये को्ता 

संबंध शदसून येतो?
 (4) दोन चिांतरीि दोन रेषरीय समरीकर्े शदिरी असता तया समरीकर्ांचे आिेख ्हरी एकच रेषा केव्हा 

असते ्हे कसे ओळखता येईि? 

x + 2y = 4

3x + 6y = 12

-1  1

 1

 2

 2

 3

 3

 4

 4

 5

 5

 6

 6

 7  80

-1

-2

-2

-3-4

प्रमा् दोन्हरी अक्षांवर 
1 सेमरी = 1 एकक

X¢

Y¢

X

Y

(0,2)
(1,1.5)

(2,1)

(-2,3)

(8,-2)

 (-4,4)
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आता ददुसरे उदा्हर् पाहू. 

x - 2y = 4 आश् 2x - 4y = 12 या समरीकर्ांचे आिेख वररीिप्रमा्ेच एकाच शनददेशकपद्धतरीवर 

काढा. आिेखांचे शनररीक्ष् करा. x - 2y = 4; 2x - 4y = 12 या एकसामशयक समरीकर्ांचया 

उकिरीचा शवचार करा. x आश् y चे स्हगु्क, तसेच बसथरपदे यांचयातरीि संबंधाचा शवचार करून शनषकषमा 

काढा. 

जािून घेऊया.

    णनशचयक (Determinant)

    
   

a  b
  
c  d  ्हा चार घटकांचा शनशचयक आ्हे. यात (a, b), (c, d) या आडवया ओळरी 

आ्हेत, तसेच 
a
c







 , 

b
d








  ्हे दोन (उभे) सतंभ आ्हेत. या शनशचयकाचरी कोटरी 2 आ्हे, कार् प्रतयेक 

ओळरीत व सतंभात 2 घटक आ्हेत. ्हा शनशचयक एका संखयेसाठरी शिश्हिा जातो. तरी संखया ad-bc 

असते. 

 म्ह्जे 
a  b
  
c  d

 = ad-bc

 ad-bc ्हरी 
a  b
  
c  d  या शनशचयकाचरी शकंमत आ्हे.

 
  शनशचयकांना नाव देणयासाठरी सवमासाधार्प्े A, B, C, D, ......... अशरी इंग्जरी कॅशपटि अक्षरे 
वापरतात. 

ÒÒÒ सोडिलेले उदाहरि ÒÒÒ
उदाहरि   खािरीि शनशचयकांचया शकमतरी काढा. 

 (1) A = 
 5 3
 7 9   (2) N = 

 -8 -3
  2 -4   (3) B = 

 2 3  9 

 2   3 3
 

 
ICT Tools or Links

Geogebra software चया मदतरीने X-अक्ष, Y-अक्ष काढा. शवशवध 
 एकसामशयक समरीकर्ांचे आिेख काढून तयांचया उकिरी तपासा. 
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उकल :

 (1) A = 
 5 3
 7 9  = (5 ´ 9) - (3 ´ 7) = 45 - 21 = 24

 (2) N = 
 -8 -3
  2  4  = [(-8) ´ (4)] - [(-3 ) ´ 2] = -32 - (-6)    

            = -32 + 6 = -26

 (3) B = 
 2 3  9 

 2   3 3
  = [2 3  ´ 3 3 ] - [2 ´ 9] = 18 - 18 = 0

जािून घेऊया.

णनशचयक पद्धती (क्रेिरची पद्धती)Determinant method (Crammer's Method)

 शदिेिरी एकसामशयक समरीकर्े सोपया पद्धतरीने व कमरीत कमरी जागा वापरून शनशचयकांचया सा्हाययाने 
सोडवता येतात. यािाच एकसामशयक समरीकर्े सोडवणयाचरी शनशचयक पद्धतरी म्ह्तात. ्हरी पद्धतरी गेशब्यि 
क्रेमर या बसवस गश्तज्ाने शोधून काढिरी म्ह्ून या पद्धतरीिा क्रेमरचरी पद्धतरी असे्हरी म्ह्तात. 
 या पद् धतरीत शदिेिरी एकसामशयक समरीकर्े a1x + b1 y = c1 आश् a2x + b2 y = c2 
अशरी शिश्हतात. 

 समजा, a1x + b1 y = c1 . . .  (I)

 आश्  a2x + b2 y = c2 . . .  (II)

 येथे a1, b1, c1 व  a2, b2, c2 या वासतव संखया आ्हेत.

 आप् ्हरी एकसामशयक समरीकर्े शनरसन पद् धतरीने सोडवू. 

 समरीकर् (I) िा b2 ने गु्ून 

 a1 b2 x + b1 b2 y = c1 b2 . . .  (III)

 समरीकर् (II) िा b1 ने गु्ून 

 a2 b1 x + b2 b1 y = c2 b1 . . .  (IV)
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 समरीकर् (III) मधून (IV) वजा करून 
 a1 b2 x + b1 b2 y  = c1 b2

 a2 b1 x + b2 b1 y  = c2 b1

 (a1 b2 - a2 b1)  x   = c1 b2- c2 b1

  x = 
c1 b2- c2 b1

a1 b2 - a2 b1

 . . .  (V)  

 तयाचप्रमा्े x चे शनरसन करून, y = 
a1 c2- a2 c1

a1 b2 - a2 b1

 . . .  (VI)

 वररीि उकिींमधरीि c1 b2- c2 b1, a1 b2 - a2 b1, a1 c2- a2 c1 या राशरी िक्षात ठेवणयासाठरी  

अाश् थोड्ा जागेत वयवबसथत शिश्हणयासाठरी शनशचयकांचया रूपात शिहू. 

  खािरीि समरीकर्ातरीि स्हगु्क व बसथरपदे पा्हा. 

        a1 x + b1 y = c1      
 येथे  

a
a
1

2









 , 

b
b
1

2









 , 

c
c
1

2









  ्ेह तरीन सतंभ शमळतात.

 आश्  a2 x + b2 y = c2           

 समरीकर् (V) व समरीकर् (VI) मधरीि x व y यांचया शकमतरी शनशचयकाचया रूपात शिहू. 

       x = 
c1 b2- c2 b1

a1 b2 - a2 b1

 = 

 c1  b1 

 c2  b2 

 a1  b1 

 a2  b2

 आश् y = 
a1 c2- a2 c1

a1 b2 - a2 b1

 =  

 a1  c1 

 a2  c2 

 a1  b1 

 a2  b2

, (a1 b2 - a2 b1) ¹ 0

 िक्षात ठेवणयासाठरी 
 a1  b1 

 a2  b2
 = D  ,      

 c1  b1 

 c2  b2 
 = Dx  ,      

 a1  c1 

 a2  c2 
 = Dy असे शिहू. 

 म्ह्जे थोडकयात x = 
Dx
D  व y = 

 Dy

D
 

 D, Dx, Dy ्हे शनशचयक शिश्हणयास 
a
a
1

2









 , 

b
b
1

2









 , 

c
c
1

2









  या सतंभांचा क्रम िक्षात ठेवा.  

-
- - -
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    a1 x + b1 y = c1      
   

       a2 x + b2 y = c2

    

 y D मधये बसथरपदांचा 
c
c
1

2









  ्हा सतंभ वगळिा आ्हे. 

 y Dxसाठरी D मधरीि 
a
a
1

2









  ्हा x चया स्हगु्कांचा सतंभ वगळिा आ्हे. तयाजागरी बसथर पदांचा 

सतंभ घेतिा आ्हे.   

 y Dy साठरी D मधरीि 
b
b
1

2









  ्हा y चया स्हगु्कांचा सतंभ वगळिा आ्हे. तयाजागरी बसथर पदांचा 

सतंभ घेतिा आ्हे.    

हे लक्षात ठेिूया.

क्रेमरचरी पद्धतरी वापरून एकसामशयक समरीकर्े सोडवणयाचरी ररीत

शदिेिरी समरीकर्े ax + by = c या सवरूपात शि्हा. 

D, Dx व Dy या शनशचयकांचया शकमतरी काढा.

          x = 
Dx
D  व  y = 

 Dy

D
 

 यानुसार x व y चया शकमतरी काढा. 

गेण�यल क्रेिर (Gabriel Cramer)

(31 जुिै, 1704 ते 4 जानेवाररी, 1752) 

या बसवस गश्तज्ाचा जनम शजशनव्हा येथे झािा. गश्त शवषयात ते 
बािप्ापासूनच अशतशय प्रवरी् ्होते. वयाचया अठरावया वषगी तयांना डॉकटरेट 
्हरी पदवरी शमळािरी. ते शजशनव्हा येथे प्राधयापक ्होते. 

या समरीकर्ांपासून  
a
a
1

2









 , 

b
b
1

2









 , 

c
c
1

2









  ्हे तरीन सतंभ शमळतात.आश्
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ÒÒÒ  सोडिलेले उदाहरि ÒÒÒ
उदा.  क्रेमरचया पद्धतरीने खािरीि एकसामशयक समरीकर्े सोडवा. 
    5x + 3y = -11 ; 2x + 4y = -10
उकल :  शदिेिरी समरीकर्े 
    5x + 3y = -11 
    2x + 4y = -10

    D = 
 5 3
 2 4  = (5 ´ 4) - (2 ´ 3) = 20 - 6 = 14

    Dx = 
 -11  3
 -10  4  = (-11) ´ 4 - (-10) ´ 3 = -44 -(-30) 

             = -44 + 30 = -14

    Dy = 
 5   -11
 2  -10  = 5 ´ (-10) - 2 ´ (-11) = -50 -(-22) 

             = -50 + 22 = -28

 

  x = 
Dx
D  = -14

14
 = -1   y = 

Dy

D
= -28

14
 = -2 

  \ (x, y) = (-1, -2) ्हरी शदिेलया एकसामशयक समरीकर्ांचरी उकि आ्हे. 

कृती 1 :  शनशचयक पद्धतरीने शदिेिरी एकसामशयक समरीकर्े सोडवणयासाठरी खािरीि चौकटरी पू् मा करा. 

  y + 2x - 19 = 0 ; 2x - 3y + 3 = 0

उकल : शदिेिरी समरीकर्े ax + by = c या सवरूपात शिहू. 

 2x + y = 19 

 2x - 3y = -3

 D = 
  
   2    -3  =  ´ (-3) - 2 ´ ( ) =  - ( )

       =  -  = 

    Dx = 
 19   
   -3

 = 19 ´ ( ) - ( ) ´ ( ) =  -  

                = 

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



15

    Dy = 
   19
 2    = [( ) ´ ( )] - [( ) ´ ( )] 

               =  -   = 

   x = 
 Dx
D      y = 

 Dy

D
 

 \ x =  =     y =  =  

 \ (x, y) = ( , ) ्हरी शदिेलया एकसामशयक समरीकर्ांचरी उकि आ्हे.

कृती 2 : खािरीि कृतरी पू् मा करा. 

  \ (x, y) = ( ,  ) ्हरी उकि आ्हे.

3x-2y=3

वररीि समरीकर्ांचया शनशचयकांचया शकमतरी 

क्रेमरचया पद्धतरीनुसार उकि येते. 

D =       =           
Dx =       =   Dy =       =   

2x+y=16

x = =  y =  =  
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सरािसंच 1.3

णिचार क�या.

 y जर, D = 0 असेि, तर उकिरीचे सवरूप काय असेि? 

 y सामाईक उकि शकय नसेि, तर तया समरीकर्ांचया रेषांचे सवरूप काय असेि?

1. 
 3   2
 4   5  = 3 ´  -  ´ 4   =  - 8  =  

2. खािरीि शनशचयकांचया शकमतरी काढा. 

 (1)  
 -1  7
 2   4  (2) 

 5   3
 -7  0  (3) 

 
7
3   

5
3

 3
2

  1
2

3. खािरीि एकसामशयक समरीकर्े क्रेमरचया पद् धतरीने सोडवा. 

 (1) 3x - 4y = 10 ; 4x + 3y = 5  (2) 4x + 3y - 4 = 0 ; 6x = 8 - 5y
 (3) x + 2y = -1 ; 2x - 3y = 12 (4) 6x - 4y = -12 ; 8x - 3y = -2

 (5) 4m + 6n = 54 ; 3m + 2n = 28 (6) 2x + 3y = 2 ; x - 
y
2  = 

1
2

दोन चलांतील रेषीय सिीकरिांत �पांतर करणयाजोगी सिीकरिे ः
(Equations reducible to a pair of linear equations in two variables)

कृती : खािरीि सार्री पू्मा करा. 

समरीकर्े चिांचरी संखया रेषरीय आ्हे की ना्हरी. 
3
x  - 4

y  = 8 2 ना्हरी

6
1x -  + 

3
2y -  = 0

7
2 1x +   + 132y +  = 0
14
x y+  + 

3
x y-  = 5

जािून घेऊया.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



17

णिचार क�या.

वररीि सार्रीत दोन चिांतरीि का्हरी समरीकर्े शदिरी आ्हेत. तरी रेषरीय ना्हरीत; परंतु तया 
समरीकर्ांचे रेषरीय समरीकर्ांत रूपांतर करता येईि का? 

हे लक्षात ठेिूया.

शदिेलया चिांमधये योगय तो बदि करून आप् नवरीन चिांचरी शनशममातरी करू शकतो. ्हरी 
नवरीन चिे वापरून तेच समरीकर् रेषरीय समरीकर्ाचया रूपात शिश्हता येते. को्तया्हरी   
m
n  अशा अपू्ाांकाचा छेद शूनय असू शकत ना्हरी ्हे शवसरू नका. 

ÒÒÒ  सोडिलेली उदाहरिे  ÒÒÒ

उदा.(1) सोडवा : 
4
x  + 

5
y  = 7; 

3
x  + 

4
y  = 5

उकल :  
4
x  + 

5
y  = 7; 

3
x  + 

4
y  = 5

    4 1
x







  + 5

1
y









  = 7 . . .  (I)

    3 1
x







  + 4

1
y









  = 5 . . .  (II)

  समरीकर् (I) व (II) मधये 1
x







  = m व 

1
y









  = n मानलयास खािरीि समरीकर्े शमळतात.

    4m + 5n = 7 . . .  (III)
    3m + 4n = 5 . . .  (IV)

  ्हरी समरीकर्े सोडवून, 

    m = 3, n = -1  ्हरी उकि शमळते. 

  आता, m = 
1
x  \ 3 = 

1
x   \ x = 

1

3

  तसेच, n = 
1
y  \ -1 = 

1
y   \ y = -1

 \ (x, y) = (
1

3
, -1) ्हरी शदिेलया एकसामशयक समरीकर्ांचरी उकि आ्हे.
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उदा.(2) सोडवा : 
4

x y-  + 
1

x y+  = 3 ; 
2

x y-  - 
3

x y+  = 5

उकल : 
4

x y-  + 
1

x y+  = 3 ; 
2

x y-  - 
3

x y+  = 5

  4
1

x y−








  + 1

1
x y+









  = 3 . . .  (I)

  2
1

x y−








  - 3

1
x y+









  = 5 . . .  (II)

 समरीकर् (I) व (II) मधये 
1

x y−








  = a व 

1
x y+









  = b ठेवून पुढरीि समरीकर्े शमळतात. 

  4a + b = 3 . . .  (III)

  2a - 3b = 5 . . .  (IV)

 समरीकर् (III) व (IV) सोडवून a = 1 आश् b = -1 या उकिरी शमळतात. 

 प् a = 1
x y−









   व b = 1

x y+










 1
x y−









  = 1 व 

1
x y+









  = -1

    x - y = 1 . . .  (V)
       x + y = -1 . . .  (VI) 
 समरीकर् (V) व समरीकर् (VI) सोडवून x = 0 आश् y = -1 या उकिरी शमळतात. 

 \ (x, y) = (0, -1) ्हरी शदिेलया समरीकर्ाचरी उकि आ्हे. 

णिचार क�या

वररीि उदा्हर्ांमधये रूपांतररत करून आिेिरी एकसामशयक समरीकर्े शनरसन पद्धतरीने 

सोडविरी आ्हेत. तरी समरीकर्े क्रेमरचया पद्धतरीने शकंवा आिेख पद्धतरीने सोडविरी 

असता तयाच उकिरी शमळतरीि का ते करून पा्हा. 
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कृती :   चौकटरीतरीि समरीकर्ांचरी उकि काढणयासाठरी खािरीि कृतरी करा. 

1
1x

 
 − 

 = m व   
1

2y
 
 −   = n ठेवून,

5

1x -
 + 

1

2y -  = 2 ; 
6

1x -  - 
3

2y -  = 1

समरीकर्े सोडवून,

m =  व n =  

m व n चया शकमतरी ठेवून शमळ्ाररी समरीकर्े 

1
1x

 
 − 

 = 
1

3 समरीकर्े सोडवून,

x =  व y =  

  \ (x, y) = (  ,  ) ्हरी शदिेलया एकसामशयक समरीकर्ांचरी उकि आ्हे. 

सरािसंच 1.4

1. खािरीि एकसामशयक समरीकर्े सोडवा. 

 (1) 

 (2) 10 2
4

15 5
2

x y x y x y x y+
+

−
=

+
−

−
= −;

 (3) 27

2

31

3
85

31

2

27

3
89

x y x y−
+

+
=

−
+

+
=;  

 (4) 1

3

1

3

3

4

1

2 3

1

2 3

1

8x y x y x y x y+
+

−
=

+
−

−
= −;

( ) ( )
 

नवरी समरीकर्े 6m - 3n = 1

2 3
15

8 5
77

x y x y
− = + =;
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जािून घेऊया.

 एकसािणयक सिीकरिांचे उपयोजन Application of simultaneous equations

कृती : पुढे चौकटींचया खािरी का्हरी अटरी शदलया आ्हेत. तयांवरून शमळ्ाररी समरीकर्े संबंशधत चौकटींत 
शि्हा. 

उदा. (1) एका आयताचरी पररशमतरी 40 सेमरी आ्हे. आयताचरी िांबरी ्हरी रुंदरीचया ददुपटरीपेक्षा 2 सेमरीने जासत 
 आ्हे, तर आयताचरी िांबरी व रुंदरी काढा. 

उकल : समजा, आयताचरी िांबरी x सेमरी व रुंदरी y सेमरी आ्हे. 

पश्हलया अटरीनुसार - 

2(x + y) = 40

           x + y = 20 . . .  (I)

ददुसऱया अटरीनुसार -

x = 2y + 2

       \ x - 2y = 2 . . .  (II) 

समरीकर् (I) व (II) शनशचयक पद्धतरीने सोडवू. 

x + y = 20

x - 2y = 2

साथमाकचे वय साक्षरीचया वयाचया 
ददुपटरीपेक्षा 8 वषाांनरी कमरी आ्हे.  

साथमाक व साक्षरी  यांचया 
आजचया वयांचरी बेररीज 
25 वषदे आ्हे. 

4 वषाांपूवगी साक्षरीचे वय 

साथमाकपेक्षा  3 वषाांनरी 
कमरी ्होते. 

माझे आजचे वय 
x वषदे आ्हे. 

माझे आजचे वय 
y वषदे आ्हे. 

मरी साथमाक.

मरी साक्षरी
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  D  = 
 1   1
 1   -2 = [1 ´ (-2)] - (1 ´ 1) = -2 - 1 = -3

    Dx = 
 20   1
 2   -2  = [20 ´ (-2)] - (1 ´ 2) = -40 - 2 = -42

    Dy = 
 1    20
 1    2  = (1 ´ 2) - (20 ´ 1) = 2 - 20 = -18

 x = 
Dx

D
 व y = 

Dy

D
 

 \ x = 
- 42

- 3
 व y = 

-
-
18

3

 \ x = 14 व y = 6

 \ आयताचरी िांबरी 14 सेमरी व रुंदरी 6 सेमरी आ्हे. 

 तर मरी शवकिेलया प्रतयेक प्रकारचया घड्ाळाचरी शकंमत शकतरी?

पश्हलया शदवसाचरी शवक्री 

काटे असिेिरी घड्ाळे = 11

शडशजटि घड्ाळे   = 6

मिा शमळािे      4330 रु.  

ददुसऱया शदवसाचरी शवक्री 

काटे असिेिरी घड्ाळे = 22

शडशजटि घड्ाळे   = 5

मिा शमळािे    7330 रु. 

माझयाकडे का्हरी काटे असिेिरी आश् का्हरी शडशजटि घड्ाळे आ्हेत. तरी 
मरी सवितरीचया दरात शवक्ार आ्हे. 

सेि ! सिे !! सिे !!! फक् दोनच शदवस
उदा. (2) 
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उकल :  समजा, काटे असिेलया एका घड्ाळाचरी शकंमत = x रु.   

    व एका शडशजटि घड्ाळाचरी शकंमत = y रु. 

पश्हलया अटरीनुसार,  

11x + 6y = 4330 . . .  (I)

ददुसऱया अटरीनुसार, 

  22x + 5y = 7330 . . .  (II) 

समरीकर् (I) िा 2 ने गु् ून,

  22x + 12y = 8660 . . .  (III)

समरीकर् (II) मधून समरीकर् (III) वजा करू.

    22x + 5y   = 7330

                   22x +  12y = 8660

           -7y = -1330

       \  y = 190

y = 190 ्हरी शकंमत समरीकर् (I) मधये ठेवू.

       11x + 6y = 4330

\ 11x + 6(190) = 4330

\  11x + 1140 = 4330

      \   11x = 3190
     \     x = 290

       \ काटे असिेलया एका घड्ाळाचरी शकंमत 290 रु. व 

          एका शडशजटि घड्ाळाचरी शकंमत 190 रु. आ्हे. 

-
- - -
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उदा. (3)

उकल : समजा, नावेचा संथ पाणयातरीि वेग =  x शकमरी/तास, व प्रवा्हाचा वेग = y शकमरी/तास

 \ नावेचा प्रवा्हाचया शदशेने वेग = (x + y) शकमरी/तास

   नावेचा प्रवा्हाचया शवरुद्ध शदशेने वेग = (x - y) शकमरी/तास

     अंतर = वेग ´ वेळ  \ वेळ = 
अंतर
वेग

  नावेिा प्रवा्हाचया शवरुद्ध शदशेने 16 शकमरी जाणयास िाग्ारा वेळ = 16

x y-
 तास

  नावेिा प्रवा्हाचया शदशेने 24 शकमरी जाणयास िाग्ारा वेळ = 
24

x y+  तास 

  पश्हलया अटरीनुसार,  

  16

x y-
 + 

24

x y+  = 6 . . .  (I)

  ददुसऱया अटरीनुसार,

 36

x y-
 + 48

x y+
 = 13 . . .  (II) 

  समरीकर् (I) व (II) मधये 1
x y-

 = m व 
1

x y+  = n ठेवून खािरीि दोन समरीकर्े शमळतात. 

  16m + 24n = 6 . . .  (III)

  36m + 48n = 13 . . .  (IV)

सांगा बरे! नावेचा संथ पाणयातरीि वेग व प्रवा्हाचा वेग शकतरी?

एक नाव 6 तासांत प्रवा्हाचया शवरुद्ध 
शदशेने 16 शकमरी व प्रवा्हाचया शदशेने 
24 शकमरी जाते. 

तरीच नाव 13 तासांत प्रवा्हाचया शवरुद्ध 
शदशेने 36 शकमरी आश् प्रवा्हाचया शदशेने 
48 शकमरी जाते. 
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     समरीकर् (III) व (IV) सोडवून m = 
1

4
, n = 

1

12

     m व n चया शकमतरी पुन्हा ठेवून खािरीि समरीकर्े शमळतात. 

     x - y = 4 . . .  (V)

     x + y = 12 . . .  (VI)

     समरीकर् (V) व (VI) सोडविरी असता x = 8, y = 4 या शकमतरी शमळतात.
    \ नावेचा संथ पाणयातरीि वेग = 8 शकमरी/तास आश् प्रवा्हाचा वेग = 4 शकमरी/तास

उदा. (4) का्हरी रक्कम का्हरी मुिांना सारखरी वाटिरी. जर 10 मिुे जासत असतरी तर प्रतयेकास 2 रुपये  
कमरी शमळािे असते आश् जर 15 मुिे कमरी असतरी तर प्रतयेकी 6 रुपये जासत शमळािे असते, 
तर एकू्  रक्कम शकतरी ्होतरी? तरी रक्कम शकतरी मिुांना वाटिरी?

उकल :  मुिांचरी संखया x मानू व प्रतयेकािा शमळािेिरी रक्कम y रुपये मानू. 
    \ एकू् xy रुपये वाटिे. 
    पश्हलया अटरीनुसार, 
        (x + 10) (y - 2) = xy
    \ xy - 2x + 10y - 20 = xy
             \ - 2x + 10y = 20 
            \ - x + 5y = 10 . . .  (I)
    ददुसऱया अटरीनुसार, 
           (x - 15) (y + 6) = xy
    \ xy + 6x - 15y - 90 = xy
              \ 6x - 15y = 90 
            \   2x - 5y = 30 . . .  (II)
    समरीकर् (I) मधये समरीकर् (II) शमळवू. 
       - x + 5y = 10
            2x - 5y = 30

                 x = 40

  x = 40 ्हरी शकंमत समरीकर् (I) मधये ठेवू. 

    -x + 5y = 10

  \ -40 + 5y = 10

  \  5y = 50

+
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  \        y = 10
 एकू् रक्कम = xy = 40 ´ 10 = 400 रु.  
  \  40 मुिांना 400 रुपये सारखे वाटिे. 
उदा. (5) एक तरीन अंकी संखया शतचया अंकांचया बेरजेचया 17 पट आ्हे. तया संखयेत 198 शमळवलयास 

तेच अंक उिट्ा क्रमाने असिेिरी संखया शमळते, तसेच एकक व शतक सथानचया अंकांचरी 
बेररीज ्हरी मधलया अंकापके्षा 1 ने कमरी आ्हे, तर तरी तरीन अंकी संखया शोधा.

उकल :  शतकसथानचा अंक x मानू व एककसथानचा अंक y मानू.
    दशक सथानचा (मधिा) अंक = टोकाचया अंकांचया बेरजेपके्षा 1 ने मोठा. 

शतक दशक एकक
x x + y + 1 y

 \ तरीन अंकी संखया = 100x + 10(x + y + 1) + y 
     = 100x + 10x + 10y + 10 + y  = 110x + 11y + 10
  या संखयेतरीि अंकांचरी बेररीज =  x + (x + y + 1) + y = 2x + 2y + 1
  \ पश्हलया अटरीनुसार, 
  तरीन अंकी संखया = 17 ´ (अंकांचरी बेररीज)
  \ 110x + 11y + 10 = 17 ´ (2x + 2y + 1)
  \ 110x + 11y + 10 = 34x + 34y + 17
  \ 76x - 23y = 7 . . .  (I)  
  शदिेलया संखयेतरीि अंक उिट्ा क्रमाने शिहून शमळ्ाररी नवरी संखया 
  = 100y + 10(x + y + 1) + x = 110y + 11x + 10 
  शदिेिरी संखया = 110x + 11y + 10 
  शदिेलया ददुसऱया अटरीनुसार, शदिेिरी संखया + 198 = अंक उिट क्रमाने मांडून शमळािेिरी संखया.  
  \ 110x + 11y + 10 + 198 = 110y + 11x + 10 
  \ 99x - 99y = -198 
  \  x - y = -2
  म्ह्जेच x = y - 2 . . .  (II)
  समरीकर् (II) मधये शमळािेिरी x चरी शकंमत समरीकर् (I) मधये ठेवून, 
  \ 76(y - 2) - 23y = 7

  \ 76y - 152 - 23y = 7

       53y = 159
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 \  y = 3    \ एकक सथानचा अंक = 3

 y = 3 ्हरी शकंमत समरीकर् (II) मधये ठेवू. 

  x = y - 2

 \  x = 3 - 2  = 1
 \        x = 1   \ शतक सथानचा अंक = 1 
 दशक सथानचा अंक = मधिा अंक = x + y + 1 = 1 + 3 + 1 = 5
  \  शदिेिरी तरीन अंकी संखया = 153. 

सरािसंच 1.5

1. दोन संखयामंधरीि फरक 3 असून मोठ्या संखयेचरी शतपपट आश् ि्हान संखयेचरी ददुपपट यांचरी बेररीज 19 
आ्ेह. तर तया संखया शोधा. 

2. कृतरी पू् मा करा. 

3. वशडिांचया वयामधये मिुाचया वयाचरी ददुपपट शमळवलयास बेररीज 70 येते आश् मिुाचया वयामधये 
वशडिांचया वयाचरी ददुपपट शमळवलयास बेररीज 95 येते. तर दोघांचरी वये काढा. 

4. एका अपू्ाांकाचा छेद ्हा अंशाचया ददुपटरीपेक्षा 4 ने मोठा आ्हे. जर अंश आश् छेद दोन्हरी 6 ने कमरी 
केिे तर छेद ्हा अंशाचया 12 पट ्होतो, तर तो अपू् ाांक काढा. 

5. 10 टनांचरी क्षमता अस्ाऱया मािवाहू टट्रकमधये A आश् B अशा दोन शवशशष् वजनाचया पेट्ा 
भरिेलया आ्ेहत. जर A प्रकारचया 150 पेट्ा व B प्रकारचया 100 पेट्ा भरलया तर टट्रकचरी 10 
टनांचरी क्षमता पू्मा ्होते. जर A प्रकारचया 260 पेट्ा भरलया तर तो टट्रक तयाचया 10 टनांचया पू्मा 
क्षमतेने भरणयास B प्रकारचया 40 पेट्ा िागतात. तर प्रतयेक प्रकारचया पेटरीचे वजन शकतरी? 

6. शवशािने 1900 शकमरी प्रवासापैकी का्हरी अंतर बसने तर उरिेिे अंतर शवमानाने पू् मा किेे. बसचा 
सरासररी वेग 60 शकमरी दर तास आ्ेह, तर शवमानाचा सरासररी वेग 700 शकमरी/तास आ्हे. जर ्हा 
प्रवास तयाने 5 तासांत पू्मा किेा असेि तर शवशािने बसने शकतरी शकमरी प्रवास किेा? 

मरी आयत आ्हे. 

माझे क्षेत्फळ व पररशमतरी काढा.

 x + 4  

4x-y 

2x + y + 8 

2y
x अाश् y चया शकमतरी 
काढा. 

ê
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1. खािरीि प्रशनासाठरी शदिेलया पयामायांपैकी अचूक पयामाय शनवडा. 
 (1) 4x + 5y = 19 चा आिेख काढणयासाठरी x = 1 असताना y चरी शकंमत शकतरी?  
     (A) 4  (B) 3 (C) 2 (D) -3
 (2) x व y ्हरी चिे असिेलया एकसामशयक समरीकर्ासाठरी जर Dx = 49, Dy = -63 व  

    D = 7 असिे तर x = शकतरी?
     (A) 7 (B) -7  (C) 

1

7
 (D) 

-1
7

 (3) 
 5    3
 -7  -4  या शनशचयकाचरी शकंमत शकतरी?

     (A) -1 (B) -41  (C) 41 (D) 1
 (4) x + y = 3 ; 3x - 2y - 4 = 0 ्हरी एकसामशयक समरीकर्े सोडवणयासाठरी D चरी 

शकंमत शकतरी?  
     (A) 5 (B) 1  (C) -5 (D) -1
 (5) ax + by = c ; व mx + ny = d या एकसामशयक समरीकर्ांमधये जर  

    an ¹ bm तर शदिेलया समरीकर्ांना -
     (A) एकच उकि असेि.   (B) उकि नसिे. 
     (C) असंखय उकिरी असतरीि.  (D) फक् दोन उकिरी असतरीि.
2. 2x - 6y = 3 या समरीकर्ाचा आिेख काढणयासाठरी खािरीि सार्री पू्मा करा. 

x -5

y 0

(x, y)

3. खािरीि एकसामशयक समरीकर्े आिेख पद्धतरीने सोडवा. 
 (1) 2x + 3y = 12 ; x - y = 1
 (2) x - 3y = 1 ; 3x - 2y + 4 = 0
 (3) 5x - 6y + 30 = 0 ; 5x + 4y - 20 = 0
 (4) 3x - y - 2 = 0 ; 2x + y = 8
 (5) 3x + y = 10 ; x - y = 2
4. खािरीि शनशचयकांचया शकमतरी काढा. 
 (1)  4    3

 2    7
   (2)  5    -2

 -3   1
  (3)  3    -1

 1    4

संकीिमि प्रशनसंग्रह 1
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5. खालील एकसामयिक समीकरणे क्रेमरचिा पद्धतीने सोडवा. 
 (1) 6x - 3y = -10 ; 3x + 5y - 8 = 0

 (2) 4m - 2n = -4 ; 4m + 3n = 16

 (3) 3x - 2y = 
5

2
 ; 1

3
x + 3y = -

4

3

 (4) 7x + 3y = 15 ; 12y - 5x = 39

 (5) x y x y x y+ −
=

+ −
=

−8
2 3

3
4

2 14

6. खालील एकसामयिक समीकरणे सोडवा. 

 (1) 2 2

3

1

6

3 2
0

x y x y
+ = + =;  (2) 

7

2 1

13

2
27

13

2 1

7

2
33

x y x y+
+

+
=

+
+

+
=;

 (3) 
148 231 527 231 148 610

x y xy x y xy
+ = + =;   (4) 

7 2
5

8 7
15

x y
xy

x y
xy

− = + =;

 (5) 
1

2 3 4

1

5 2 3

1

4

5

3 4

2

2 3

3

2( ) ( )
;

( ) ( )x y x y x y x y+
+

−
=

+
−

−
= −

7. खालील शाब्दिक उदिाहरणे सोडवा. 
 (1) एक दिोन अंकी संखिा व यतचिा अंकांची अदिलाबदिल करून िेणारी संखिा िांची बेरीज 143 

आहे, जर यदिलेलिा संखिेतील एकक स्ानचा अंक हा दिशक स्ानचिा अंकापेक्ा 3 ने मोठा 
असेल तर यदिलेली मूळची संखिा कोणती? उततर काढणिासाठी खालील कृती पणू्ण करा.

    समजा एकक स्ानचा अंक = x
        दिशक स्ानचा अंक = y
       \ मूळ संखिा =  y + x
     अंकांची अदिलाबदिल करून यमळणारी संखिा =  x + y
     पयहलिा अटीवरून,  
                दिोन अंकी संखिा + अंकांची अदिलाबदिल करून यमळणारी संखिा = 143 

     10y + x +  = 143
          x +  y = 143
         x + y =  . . . . . (I)
     दिुसऱिा अटीवरून,
               एकक स्ानचा अंक = दिशक स्ानचा अंक + 3     

            x =  + 3
                    x - y = 3 . . . . . (II)
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	(I) व	 (II)	 यांची	 बेरीज	 करून,
2x = \ x = 8

 x	 =	 8	 समीकरण	 (I)	 मधये	 ठेवून,	
x + y = 13
8 +  = 13

   \ y = 
	मूळ	 संखया	 =	 10	 y + x

   =  + 8  = 58
(2) कांताबाईंनी	 दुकानातून	 दीड	 ककलो	 चहा	 व	 पाच	 ककलो	 साखर	आणली.	 दुकानात	 जाऊन	 येणयासाठी

तयांना	 50	 रुपये	 ररक्ाभाडे	 द्ावे	 लागले.	 यासाठी	 तयांचे	 एकूण	 700	 रुपये	 खच्च	 झाले.	 नंतर
तयांना	 असे	 समजले,	 की	 या	 वसतू	 ऑनलाइन	ऑड्चर	 नोंदवून	 तयाच	 दरान	े घरपोच	 कमळतात.	 पुढील
मकहनयात	 तयांनी	 2	 ककलोग्रॅम	 चहा	 व	 7	 ककलोग्रॅम	 साखर	ऑनलाइन	 मागवली,	 तेवहा	 तयांचा	 880
रुपये	 खच्च	 झाला.	 तर	 चहा	 आकण	 साखर	 यांचा	 प्रकतककलोग्रॅम	 दर	 काढा.

 (3) 

समीकरणे	 सोडवून	 उततर	 कलहा.	

	 100	 रुपयांचया	 नोटांची	 संखया	 	 50	 रुपयांचया	 नोटांची	 संखया	
	 (4)	 मनीषा	 आकण	 सकवता	 यांचया	 आजचया	 वयांची	 बेरीज	 31	 वषषे	 आहे.	 3	 वषाांपूववी	 मनीषाच	े वय	

सकवताचया	 तया	 वेळचया	 वयाचया	 चौपट	 होते,	 तर	 तया	 दोघींची	 आजची	 वये	 काढा.	
(5)	एका	 कारखानयातील	 कुशल	 आकण	 अकुशल	 कामगारांचया	 रोजगारांचे	 गुणोततर	 5	:	3	 आहे.	 एका

कुशल	 आकण	 एका	 अकुशल	 कामगाराचा	 एका	 कदवसाचा	 एकूण	 रोजगार	 720	 रुपये	 आहे.	 तर
प्रतयेक	 कुशल	 कामगाराचा	 आकण	 अकुशल	 कामगाराचा	 रोजगार	 काढा.

(6)	एका	 सरळ	 रसतयावर	 A	आकण	 B	 ही	 दोन	 कठकाण	े आहेत.	 तयांतील	 अंतर	 30	 ककमी	 आहे.	 हमीद
मोटारसायकलन	े A	 पासून	 B	 चया	 कदशेने	 जाणयास	 कनघतो.	 तयाच	 वेळी	 जोसेफ	 मोटारसायकलने
B	 पासून	 A	 चया	 कदशेने	 जाणयास	 कनघतो.	 ते	 दोघ	े 20	 कमकनटांत
एकमेकांना	 भेटतात.	 जोसेफ	 जर	 तयाच	 वेळी	 कनघून	 कवरुद्ध	 कदशेने
गेला	 असता,	 तर	 तयाला	 हमीद	 तीन	 तासांनी	 भेटला	 असता,	 तर
प्रतयेकाचा	 प्रवासाचा	 वेग	 ककती	 होता?

आनंदन	े कतला	 नोटांचया	संखयांची	अदलाबदल	
करून	 पैसे	 कदले	 असते	 तर	 ती	 रक्कम	 500	
रुपयांनी	 कमी	 झाली	 असती.	

अनुषकाला	 आनंदने	 वरील	 नोटांचया	
रूपात	 कदलेली	 रक्कम	 2500	 रुपये	
आहे.	
- -	 -	 -	 -	 -	 -	 समीकरण	 I - -	 -	 -	 -	 -	 -	 समीकरण	 II

अनुषकाजवळील	 100	 रुपयांचया	 नोटा	 	x	 व	 50	 रुपयांचया	 नोटा	 y	 .	

ê

ê
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     ·  वगमासमरीकर् : ओळख   ·  वगमासमरीकर् सोडवणयाचया पद्धतरी

       ·  वगमासमरीकर्ाचया मुळांचे सवरूप ·  मुळे व स्हगु्क यांतरीि संबंध

         ·  वगमासमरीकर्ांचे उपयोजन

जरा आठिूया.

 शवद्ाथगी शमत्ांनो, इयतता नववरीमधये आप् बहुपदरी शशकिो आ्होत. यामधये बहुपदरीचे कोटरीवरून ्हो्ारे प्रकार 
आप् अभयासिे. एका चिातरीि जया बहुपदरीचरी कोटरी एक असते, शतिा रेषरीय बहुपदरी आश् शजचरी कोटरी दोन 
असते, शतिा वगमा बहुपदरी म्ह्तात. 

 कृती : खािरीि बहुपदींचे रेषरीय बहुपदरी आश् वगमा बहुपदरी असे वगगीकर् करा. 

 5x + 9,    x2 + 3x -5,   3x - 7,  3x2 - 5x,  5x2

      रेषरीय बहुपदरी               वगमा बहुपदरी

 

 आप् आता वगमा बहुपदरीचरी शकंमत 0 घेऊन जे समरीकर् शमळते तयाचा अभयास करू. अशा समरीकर्ािा 
वगमासमरीकर् म्ह्तात. आप् दैनंशदन जरीवनात अनेक वेळा या वगमासमरीकर्ांचा वापर करतो. 
उदाहरि :  संकेतने 200 चौमरी क्षेत्फळाचा एक आयताकृतरी भूखंड खरेदरी केिा. भूखंडाचरी िांबरी ्हरी तयाचया रुंदरीपेक्षा 
  10 मरीटर जासत ्होतरी, तर तया भूखंडाचरी िांबरी व रुंदरी शकतरी ्होतरी? 

  समजा भूखंडाचरी रुंदरी x मरीटर आ्हे. 

  \ िांबरी = (x + 10) मरीटर 
  आयताकृतरी भूखंडाचे क्षेत्फळ = िांबरी ´ रुंदरी

  \ 200 = (x + 10) ´ x
  \ 200 = x2 + 10 x
  म्ह्जेच  x2 + 10x = 200

  \   x2 + 10x - 200 = 0

  

चला, णशकूया.

2 िगमिसिीकरिे 
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िगमिसिीकरिाचे सािानय �प (Standard form of quadratic equation)

 आता x2 + 10x - 200 = 0 ्हे वगमासमरीकर् सोडवून आप् भूखंडाचरी रुंदरी व िांबरी ठरवू शकतो. 
 वगमासमरीकर् कसे सोडवायचे याचा आप् अभयास करू. 

जरा आठिूया.

    

 

 

जािून घेऊया.

 जया एका चिातरीि समरीकर्ात सवमा घातांक पू्मा संखया असून चिाचा मोठ्यांत मोठा घातांक 2 असतो, ते 
वगमासमरीकर् असते. 

 ते सामानय रूपात ax2 + bx + c = 0 असे शिश्हता येते. ax2 + bx + c = 0,   यामधये a, b व c वासतव 
संखया असून a  ्हरी शूनयेतर संखया असते.
 ax2 + bx + c = 0 या सवरूपातरीि समरीकर्ास वगमासमरीकर्ाचे सामानय रूप म्ह्तात. 
कृती : खािरीि तक्ा पू्मा करा. 

वगमासमरीकर् सामानय रूप a b c
x2 - 4 = 0 x2 + 0 x - 4 = 0 1 0 -4

 y2 = 2y - 7 . . .  . . .  . . . . . . . . . . . .

x2 + 2x = 0 . . .  . . .  . . . . . . . . . . . .

ÒÒÒ   सोडिलेली  उदाहरिेÒÒÒ   
उदा. (1)  खािरीिपैकी को्तरी समरीकर्े वगमासमरीकर्े आ्हेत ते ठरवा. 
 (1) 3x2 - 5x + 3 = 0   (2) 9y2 + 5= 0 
 (3) m3 - 5m2 + 4 = 0  (4) (l + 2) (l - 5) = 0
उकल :  (1) 3x2 - 5x + 3 = 0 यामधये x ्हे एकच चि असून चिाचा सवाांत मोठा घातांक 2 आ्हे. 
   \ ्हे समरीकर् वगमासमरीकर् आ्हे. 

   कृती :  x2 + 3x -5,  3x2 - 5x, 5x2; या बहुपदरी घातांकरूपात शिहून तयांतरीि पदांचया स्हगु्कांचे 

शनररीक्ष् करून ते ररकामया चौकटींत योगय प्रकारे शि्हा. 
  x2 + 3x -5 ,   3x2 - 5x + 0 ,  5x2 + 0x + 0  

 Ê x2  चे स्हगु्क अनुक्रमे   1 ,   3   व   5  आ्हेत. म्ह्जेच 0 ना्हरीत. 

 Ê x चे स्हगु्क अनुक्रमे 3,       व     आ्हेत. 

 Ê बसथरपदे अनुक्रमे   ,      व    आ्हेत. 

 येथे ददुसऱया व शतसऱया बहुपदरीमधये बसथरपद 0 आ्हे.
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 (2) 9y2 + 5= 0 यामधये  चि असून चिाचा सवाांत मोठा घातांक  आ्हे. 

  \ ्हे समरीकर् वगमासमरीकर्  .

 (3) m3 - 5m2 + 4 = 0 यामधये एकच चि असिे तररी चिाचा सवाांत मोठा घातांक 2 ना्हरी. 

  \ ्हे समरीकर् वगमासमरीकर्  .
 (4) (l + 2) (l - 5) = 0 

  \ l (l - 5) + 2 (l - 5) = 0 

  \ l2 - 5l + 2l - 10 = 0  

  \ l2 - 3l - 10 = 0   यामधये  ्हे एकच चि असून चिाचा सवाांत मोठा घातांक  आ्हे.

  \ शदिेिे समरीकर् वगमासमरीकर्  .

जािून घेऊया.

 िगमिसिीकरिाची िुळे (उकली) (Roots of a quadratic equation)

 आप् आधरीचया वगामात पाश्हिे आ्हे की x चरी  a ्हरी शकंमत घेऊन बहुपदरीचरी शकंमत शूनय येत असेि, तर 

(x-a) ्हा तया बहुपदरीचा अवयव असतो म्ह्जे p(x) ्हरी बहुपदरी असेि आश् p(a) = 0 असेि तर (x-a) ्हा 

p(x) चा अवयव असतो. या बसथतरीत a ्हरी p(x) = 0 चरी एक उकि आ्हे शकंवा a ्हे p(x) = 0 चे एक मूळ आ्हे 

असे म्ह्तात. 
उदा्हर्ाथमा,

       x2 + 5x - 6  या बहुपदरीत x = -6 ठेवून,

      x2 + 5x - 6 = (-6)2 + 5 ´ (-6) - 6 

        = 36 - 30 - 6    = 0

 \ x = -6 ्हरी x2 + 5x - 6 या समरीकर्ाचरी एक 

उकि अा्हे, म्ह्जेच -6 ्हे x2 + 5x - 6 = 0 

या समरीकर्ाचे एक मूळ आ्हे.  

 x2 + 5x - 6  या बहुपदरीत x = 2 ठेवून,

        x2 + 5x - 6 = 22 + 5 ´ 2 - 6 

      = 4 + 10 - 6

      = 8   ¹ 0
 \ x = 2 ्हरी x2 + 5x - 6 = 0  या 

समरीकर्ाचरी उकि ना्हरी.    

ÒÒÒ  सोडिलेले  उदाहरि ÒÒÒ

उदा.    2x2 - 7x + 6 = 0 या समरीकर्ाचया (i) x = 
3

2
 आश् (ii) x = -2 या उकिरी आ्हेत का ्हे ठरवा. 

उकल:  (i) 2x2 - 7x + 6  या बहुपदरीत x = 
3

2
 ्हरी शकंमत ठेवून बहुपदरीचरी शकंमत काढू.  

    2x2 - 7x + 6 = 2 3

2

2







  - 7

3

2







  + 6 

।
।
।
।
।
।
।
।
।
।
।
।
।
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(1) ax2 + bx + c = 0 ्हे वगमासमरीकर्ाचे सामानय रूप असते. यात a, b व c वासतव 
संखया

 
असून a  ्हरी शूनयेतर संखया असते

(2) चिाचया  जया शकमतींनरी वगमासमरीकर्ाचया  दोन्हरी बाजू समान ्होतात, (म्ह्जेच 
वगमासमरीकर्ाचे समाधान ्होते) तया शकमतींना वगमासमरीकर्ाचया उकिरी शकंवा 
वगमासमरीकर्ाचरी मुळे म्ह्तात. 

           = 2 ´ 9
4

 - 
21
2 + 6

           = 
9
2  - 

21
2 + 

12
2   = 0

  \ या समरीकर्ाचरी x = 
3
2  ्हरी एक उकि आ्हे. 

 (ii)  2x2 - 7x + 6   या बहुपदरीत x = -2 ्हरी शकंमत ठेवून बहुपदरीचरी शकंमत काढू. 

    2x2 - 7x + 6 = 2(-2)2 - 7(-2) + 6 

               = 2 ´ 4 + 14 + 6

               = 28  ¹ 0

  \ x = -2  ्हरी  2x2 - 7x + 6 या समरीकर्ाचरी उकि ना्हरी.

कृती : जर x = 5 ्हे kx2 - 14x - 5 = 0 या समरीकर्ाचे एक मूळ असेि, तर k चरी शकंमत काढणयासाठरी 

खािरीि कृतरी पू्मा करा. 

उकल :  kx2 - 14x - 5 = 0 या वगमासमरीकर्ाचे एक मूळ  आ्हे. 

  \  x =  ्हरी शकंमत वररीि वगमासमरीकर्ात ठेवू. 

 \  k  - 14  - 5 = 0

 \ 25k - 70 - 5 = 0

 \ 25k -  = 0

 \ 25k = 

 \ k =    = 3

हे लक्षात ठेिूया.

2
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सरािसंच 2.1
1.  को्तरी्हरी दोन वगमासमरीकर्े शि्हा. 

2.  खािरीि समरीकर्ांपैकी वगमासमरीकर्े को्तरी ते ठरवा. 

 (1) x2 + 5 x - 2 = 0  (2) y2 = 5 y - 10       (3) y2 + 
1
y

  = 2

 (4) x + 1
x

 = -2  (5) (m + 2) (m - 5) = 0     (6) m3 + 3 m2 -2 = 3 m3

3.  खािरीि समरीकर्े  ax2 + bx + c = 0 या सवरूपात शि्हा. प्रतयेकातरीि a, b, c यांचया शकमतरी ठरवा. 

 (1) 2y =10 - y2   (2) (x - 1)2 = 2 x + 3      (3) x2 + 5x  = -(3 - x)
 (4) 3m2 =  2 m2 - 9  (5) p (3 + 6p) = -5     (6) x2 - 9 = 13

4.  वगमासमरीकर्ासमोर शदिेलया चिाचया शकमतरी तया समरीकर्ांचरी मुळे आ्हेत की ना्हरी ते ठरवा. 

 (1) x2 + 4x - 5 = 0 , x = 1, -1   (2) 2m2 - 5m  = 0 ,  m = 2, 
5

2

5.  जर x = 3 ्हे  k x2 - 10 x + 3 = 0 या समरीकर्ाचे एक मूळ असेि तर k चरी शकंमत शकतरी?

6. 5m2 + 2m + k = 0 या वगमासमरीकर्ाचे एक मूळ 
-7
5

 असेि तर k चरी शकंमत काढणयासाठरी खािरीि कृतरी 

पू्मा करा. 

उकल : 5m2 + 2m + k = 0 या वगमासमरीकर्ाचे एक मूळ  आ्हे. 

  \ m =   वररीि वगमासमरीकर्ात ठेवू. 

   \ 5 ´          + 2 ´  + k = 0 

   \  +  + k = 0 

   \  +  k = 0

   \      k =  

  
         आप् मागरीि वषगी बहुपदरी या प्रकर्ात x2 - 4x - 5,   2m2 - 5m,  a2 - 25 अशा वगमाबहुपदींचे अवयव 
पाडणयाचया पद्धतरी अभयासलया आ्हेत. खािरीि कृतरी करून तयांचरी उजळ्री करूया. 

 कृती : खािरीि वगमाबहुपदींचे अवयव पाडा.

 (1) x2 - 4 x - 5    (2) 2m2 - 5 m    (3) a2 - 25

 =  x2 - 5 x + 1x - 5             = . . .  . . .        = a2 - 52

 = x (. . . .) +1(. . . .)            = (. . . .)  (. . . .)

 = (. . . .)  (. . . .)

जरा आठिूया.

2
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 अियि पद्धतीने िगमिसिीकरिाची िुळे काढिे 

 (Solution of a quadratic equation by factorisation)

 आप् चिािा वेगवेगळ्ा शकमतरी देऊन वगमासमरीकर्ाचरी मुळे ठरविरी, परंतु ्हरी खूप वेळ िाग्ाररी पद्धत 
आ्हे. म्ह्ून आप् या भागात वगमासमरीकर्ाचरी मुळे अवयव पद्धतरीने काढणयाचा अभयास कर्ार आ्होत.

  x2 - 4 x - 5 = (x - 5) (x + 1)

 येथे (x - 5) व (x + 1) ्हे वगमाबहुपदरी x2 - 4 x - 5 चे दोन रेषरीय अवयव आ्हेत. म्ह्ून x2 - 4 x - 5 

या वगमाबहुपदरीपासून शमळ्ारे x2 - 4 x - 5 = 0 ्हे वगमासमरीकर् खािरीिप्रमा्े शिश्हता येईि. 

  (x - 5) (x + 1) = 0

जर दोन संखयांचा गुिाकार शूनय असेल, तर तया दोन संखयांपैकी णकिान एक संखया शूनय असते.

  \ x - 5 = 0 शकंवा x + 1 = 0

  \ x = 5  शकंवा x = -1  

 \ शदिेलया वगमासमरीकर्ाचरी मुळे 5 आश् -1 आ्हेत. 
 ्हे उदा्हर् सोडवताना आप् प्रथम वगमाबहुपदरीचे दोन रेषरीय अवयव शमळविे. या ररीतरीिा वगमासमरीकर् 
सोडवणयाचरी अवयव पद्धत असे म्ह्ू. 

ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ
उदा. खािरीि वगमासमरीकर्े अवयव पद्धतरीने सोडवा. 

 (1) m2 - 14 m + 13 = 0 (2) 3x2 - x - 10 = 0

 (3) 3y2 = 15 y   (4) x2 = 3  (5) 6 3 x2 + 7x = 3

(1) m2 - 14 m + 13 = 0

 \ m2 - 13 m - 1m + 13 = 0

 \ m (m - 13) -1 (m - 13) = 0

 \ (m - 13) (m - 1) = 0

 \ m - 13 = 0 शकंवा m - 1 = 0

 \ m = 13  शकंवा m = 1

 \ शदिेलया वगमासमरीकर्ाचरी मुळे 13 आश् 
1 आ्हेत. 

(2)  3x2 - x - 10 = 0

  \ 3x2 - 6x  + 5x  - 10 = 0
  \ 3x (x - 2) +5 (x - 2) = 0
  \ (3x + 5) (x - 2) = 0
  \ 3x + 5 = 0 शकंवा x - 2 = 0

 \ x = -
5

3
  शकंवा x = 2

 \ शदिेलया वगमासमरीकर्ाचरी मुळे - 5
3

 आश् 
2 आ्हेत. 

जािून घेऊया.
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सरािसंच 2.2

 (3) 3y2 = 15 y

  \ 3y2 - 15 y = 0

  \ 3y (y - 5) = 0

  \ 3y = 0 शकंवा  y - 5  = 0

  \ y = 0  शकंवा y = 5

 \  वगमासमरीकर्ाचरी मुळे 0 आश् 5 आ्ेहत. 

 (4)  x2 = 3

 \ x2 - 3 = 0

 \ x2 - ( 3 )2 = 0

 \ (x + 3 ) (x - 3 ) = 0

 \x + 3  = 0 शकंवा x - 3  = 0

 \ x = - 3   शकंवा x = 3

\ शदिेलया वगमासमरीकर्ाचरी मुळे - 3  आश् 3

 (5) 6 3 x2 + 7x = 3  

  \ 6 3 x2 + 7x - 3 = 0

  \ 6 3 x2 + 9x - 2x - 3 = 0

   \3 3 x(2x + 3 ) -1 (2x + 3 ) = 0

  \ (2x + 3 ) (3 3 x - 1) = 0

  \2x + 3  = 0 शकंवा 3 3 x - 1 = 0

  \ 2x = - 3   शकंवा 3 3 x = 1

  \ x = - 3

2
  शकंवा x = 

1

3 3

    \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे  - 3

2
 आश्  

1

3 3
 

1. खािरीि वगमासमरीकर्े अवयव पद्धतरीने सोडवा. 

 (1) x2 - 15 x + 54 = 0 (2) x2 +  x - 20 = 0 (3) 2y2 + 27 y + 13 = 0

 (4) 5m2 = 22 m + 15  (5) 2x2 - 2 x + 
1

2
 = 0 (6) 6x - 

2
x   = 1

 (7) 2 x2 + 7 x + 5 2  = 0 ्हे वगमासमरीकर् अवयवपद्धतरीने सोडवणयासाठरी खािरीि कृतरी पू्मा करा. 

उकल (7) 2 x2 + 7 x + 5 2  = 0

  \ 2 x2 +   +   + 5 2  = 0

  \ x(. . . . .) + 2 (. . . . .) = 0

9 = 3 3  ´ 3  

  6 3  ´- 3  = -18
    -18

    9    -2
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 \ (. . . . .)(x + 2 ) = 0

 \ (. . . . .) = 0  शकंवा (x + 2 ) = 0

 \ x =  शकंवा x = - 2

 \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे  आश् - 2

 (8) 3x2 - 2 6  x + 2 = 0 (9) 2m (m - 24) = 50

 (10) 25m2 = 9   (11) 7m2 = 21m  (12) m2 - 11 = 0 

जािून घेऊया.

पूिमि िगमि पद्धतीने िगमिसिीकरि सोडििे 
(Solution of a quadratic equation by completing the square)

शशक्षक : x2 + 10 x + 2 = 0 ्हे वगमासमरीकर् आ्हे की ना्हरी?

योगेश : ्हो सर. कार् ते ax2 + bx + c = 0 या रूपात आ्हे. येथे x या चिाचा जासतरीत जासत घातांक 2 आ्हे. 

a चरी शकंमत शूनय ना्हरी. 

शशक्षक : ्हे समरीकर् तुम्हांिा सोडवता येईि का? 

वषामा : ना्हरी सर. कार् 2 या संखयेचे असे अवयव ना्हरी सांगता येत, की जयांचरी बेररीज 10 येईि. 

शशक्षक : म्ह्ूनच अशरी उदा्हर्े सोडवणयासाठरी वेगळरी ररीत वापरावरी िागते. ्हरी ररीत समजून घेऊ.

  x2 + 10 x या राशरीत योगय पद शमळवून एक पू्मा वगमाराशरी शमळवू. 

  जर x2 + 10 x + k = (x + a)2 

  तर x2 + 10 x + k  = x2 + 2ax + a2

  \ स्हगु्कांचरी तुिना करून, 10 = 2a आश् k = a2 

  \ a = 5 अाश् म्ह्ून k = a2 = (5)2 = 25

   आता,  x2 + 10 x + 2 = (x + 5)2 - 25  + 2  = (x + 5)2 - 23

  x2 + 10 x + 2 = 0 ्हे समरीकर् आता तुम्हरी सोडवू शकाि का?

रे्हाना : ्हो सर, समरीकर्ाचरी डावरी बाजू दोन वगाांचया वजाबाकीचया रूपात आलयाने शतचे अवयव काढता येतरीि. 

       (x + 5)2 - ( 23 )2= 0

  \ (x + 5 + 23 )(x + 5 - 23 ) = 0

  \ x + 5 + 23  = 0 शकंवा x + 5 - 23  = 0

  \ x  = - 5 - 23   शकंवा x  = - 5 + 23  

ê
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्हमरीद : सर, उकिरी काढणयाचरी जराशरी वेगळरी ररीत मिा सुचिरी आ्हे.   

  (x + 5)2 - ( 23 )2= 0

  \ (x + 5)2 = ( 23 )2

  \ x + 5 = 23  शकंवा x + 5 = - 23

  \ x  = - 5 + 23   शकंवा x  = - 5 - 23  

ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) सोडवा :  5x2 - 4x - 3 = 0

उकल :  समरीकर्ातरीि वगमाराशरीचे रूपांतर, दोन वगाांचया वजाबाकीचया रूपात आ्णयासाठरी x2 चा स्हगु्क 1  

 कर्े सोईचे ्होईि. म्ह्ून शदिेलया समरीकर्ािा 5 ने भागून, 

  x2 - 4
5

 x - 3
5

 = 0

  आता जर x2 - 4
5

 x + k = (x - a)2  तर x2 - 4
5

 x + k =  x2 - 2ax + a2.

   x2 - 4
5

 x चरी तुिना x2 - 2ax शरी करून,

  - 2 ax = - 4
5

 x   \ a = 
1

2
 ´ 4

5
 = 
2

5
 

  \  k = a2 = 
2

5

2







   = 4

25

  आता,  x2 - 
4

5
 x - 3

5
 = 0

  \ x2 - 
4

5
 x + 4

25
  - 4

25
 - 3
5

= 0

  \ x −






2

5

2

 - ( 4
25

 + 3
5

) = 0 

  \ x −






2

5

2

 - (
19

25
) = 0  

  \ x −






2

5

2

 = ( 19
25

)

  \ x - 
2

5
 = 19

5
 शकंवा  x - 

2

5
 = - 19

5
 

  \ x = 
2

5
 + 19

5
 शकंवा  x = 

2

5
 - 19

5

  \ x = 
2 19

5

+
 शकंवा  x = 2 19

5

-

  \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे  
2 19

5

+
 आश् 2 19

5

-

समरीकर् x2 + b x + c = 0 या रूपात 

असते, तेव्हा 

x2 + bx + b
2

2






  - 

b
2

2






  + c = 0 

या रूपात, 

म्ह्जेच x b
+






2

2

= 
b
2

2






 - c  या 

रूपात शिश्हता येते. 

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



39

उदा. (2) सोडवा : x2 + 8x - 48 = 0

 रीत I : पू्मा वगमा पद्धतरी

       x2 + 8x - 48 = 0

  \ x2 + 8x + 16 - 16 - 48 = 0

  \ (x + 4)2 - 64 = 0

  \ (x + 4)2 = 64

  \ x + 4 = 8 शकंवा x + 4 = -8

  \ x =  4 शकंवा x = - 12

  \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे 4 आश् -12.

 रीत II : अवयव पद्धतरी

    x2 + 8x - 48 = 0

 \ x2 + 12x - 4x - 48 = 0

 \ x (x + 12) - 4(x + 12) = 0

 \ (x + 12) (x - 4) = 0

 \ x + 12 = 0 शकंवा x - 4  = 0

 \ x =  -12  शकंवा  x = 4

सरािसंच 2.3
खािरीि वगमासमरीकर्े पू्मा वगमा पद्धतरीने सोडवा. 

 (1) x2 + x - 20 = 0  (2) x2 + 2 x - 5 = 0 (3) m2 - 5 m = -3

 (4) 9y2 - 12 y + 2 = 0  (5) 2y2 + 9y + 10 = 0 (6) 5x2 =  4x +7

जािून घेऊया.

   िगमिसिीकरि सोडिणयाचे सूत्र (Formula for solving a quadratic equation) 

  ax2 + bx + c  या राशरीिा a ने भागून ( \ a ¹ 0)  x2 + b
a x + c

a  ्हरी राशरी शमळते. 

  x2 + b
a x + c

a  ्हरी राशरी दोन वगाांचया वजाबाकीचया रूपात मांडून  x2 + b
a x + c

a = 0 या समरीकर्ाचया, 

म्ह्जेच  ax2 + bx + c = 0 या समरीकर्ाचया सामानय उकिरी शकंवा मुळे शमळवता येतात.  
  ax2 + bx + c = 0 . . .  (I) 

  x2 + b
a x + c

a  = 0 . . . . . दोन्हरी बाजूंना a ने भागून,

  \ x2 + 
b
a  x + 

b
a2

2






 - 

b
a2

2






 +  

c
a  = 0

  \ x b
a

+





2

2

- b
a

2

24
 +  c

a  = 0

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



40

  \ x b
a

+





2

2

- b ac
a

2

2

4

4

−  = 0  \ x b
a

+





2

2

= b ac
a

2

2

4

4

−  

  \ x b
a

+
2 = 

b ac
a

2

2

4

4

−
 किंवा x b

a
+

2 = -
b ac

a

2

2

4

4

−
 

  \  x  = -
b
a2 +

b ac
a

2

2

4

4

−
 किंवा x  = -

b
a2 -

b ac
a

2

2

4

4

−
 

  \ x  = 
− + −b b ac

a

2 4
2  किंवा  x  = 

− + −b b ac
a

2 4
2

 या उिली थोडकयात  x  = − ± −b b ac
a

2 4

2
 अशा कलकितात आकि तया a  (अल्ा), b (बीटा) या 

अक्षरांनी दश्शवतात. \ a  = 
− + −b b ac

a

2 4
2  आकि b = 

− + −b b ac
a

2 4
2  . . . . .  . . . . . (I) 

  ax2 + bx + c = 0 या समीिरिातील a, b, c यांचया किमती − ± −b b ac
a

2 4

2
  या राशीत कलहून 

राशीला सोपे रूप कदले, िी समीिरिाचया उिली कमळतात. मििून x  = − ± −b b ac
a

2 4

2
  याला वर्शसमीिरि 

सोडवणयाचे सूत्र मिितात. या दोन उिलींपिैी िोितीिी उिल िोितयािी अक्षराने दाखवली तरी चालते

 कवधान (I) ऐवजी a  =    आकि b = 
− + −b b ac

a

2 4
2  असेिी मानता येते. 

 a  =  
− + −b b ac

a

2 4
2    तर a > b, a  =                  तर a < b िे धयानात ठेवा. 

ÒÒÒ  सोडवलेली  उदाहरणे ÒÒÒ

सतू्राचा उपयोर िरून खालील वर्शसमीिरिे सोडवा.

उदा.(1)  m2 - 14 m + 13 = 0

उकल :  m2 - 14 m + 13 = 0 ची 

   ax2 + bx + c = 0 शी तुलना िरून, 

   a = 1,  b = -14,  c = 13, 

       \ b2 - 4 ac = (-14)2 - 4 ´ 1 ´ 13

           = 196 -52

           = 144

    m = − ± −b b ac
a

2 4

2
 

       = − − ±
×

( )14 144

2 1

       = 
14 12

2

±

    \ m = 14 12

2

+  किंवा m = 14 12

2

−

    \ m = 
26

2
  किंवा m = 

2
2

    \ m = 13  किंवा m = 1

    \ वर्शसमीिरिाची मुळे 13 आकि 1 आिेत. 

− − −b b ac
a

2 4
2

− − −b b ac
a

2 4
2
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उदा. (2)  x2 + 10 x + 2 = 0
उकल: x2 + 10 x + 2 = 0 चरी 

       ax2 + bx + c = 0 शरी तुिना करून, 
       a = 1,  b = 10,  c = 2, 

         \ b2 - 4 ac = (10)2 - 4 ´ 1 ´ 2

        = 100 - 8 

            = 92

            x   = − ± −b b ac
a

2 4

2
 

             = 
− ±

×
10 92

2 1

                          = − ± ×10 4 23

2

                      = − ±10 2 23

2

                     = 2 5 23

2

( )− ±

                       \   x = -5 ± 23

               \   x = − +5 23  शकंवा x = - -5 23

     \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे − +5 23  अाश्  - -5 23

उदा. (3)  x2 - 2x - 3 = 0

उकल: ax2 + bx + c = 0 शरी तुिना करून, 

a = 1,  b = -2,  c = -3, 

    \ b2 - 4 ac = (-2)2 - 4 ´ 1 ´ (-3) = 4 + 12 = 16

\ x = − − +( )2 16

2
  शकंवा  x = - - -( )2 16

2
 

   = 2 4
2
+    शकंवा   

2 4

2
-

     = 3   शकंवा   -1
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अधिक माधितीसाठी :
 x2 - 2x - 3 = 0 हेच वर्गसमीकरण खाली आलेखाने सोडवले आहे, ते समजून घ्ा. 

  x2 - 2x - 3 = 0 महणजेच  x2 = 2x + 3 

 x च्ा ज्ा ककमतींनी x2 = 2x + 3 ्ा समीकरणाचे समाधान होईल, त्ा ककमती ्ा समीकरणाच्ा उकली 

असणार.  y = x2 = 2x + 3 मानू. y = x2 आकण y = 2x + 3 ्ा समीकरणांचे आलेख काढू. 

     y = x2  
x 3 2 1 0 -1 -2 -3
y 9 4 1 0 1 4 9

y = 2x + 3

x -1 0 1 -2
y 1 3 5 -1

 हे आलेख परसपरांना (-1, 1) 

आकण (3, 9) ्ा किंदूत छेदतात. 

\ x2 = 2x + 3 ् ा समीकरणाच्ा, 

महणजेच x2 - 2x - 3 = 0 च्ा 

उकली x = -1 ककंवा x = 3 ्ा 

आहेत. 

सोितच्ा आकृतीत y = x2 आकण  

y = 2x + 3 ् ा समीकरणांचे आलेख 

काढले आहेत. त्ांच्ा छेदनकिंदूंवरून 

x2 = 2x + 3 ्ा समीकरणाच्ा, 

महणजेच x2 - 2x - 3 = 0 च्ा 

उकली कशा कमळतात,  हे समजून 

घ्ा. 

9

8

7

6

5

10

4

3

2

1

0
-1

-2

1 2 3 4-1-2-3-4

(1, 1) (-1, 1) 

(3, 9)

(2, 4)

(-3, 9)

(-2, 4)
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उदा. (4) 25x2 + 30x + 9 = 0

उकल:  25x2 + 30x + 9 = 0 चरी 

     ax2 + bx + c = 0 शरी तुिना करून, 
    a = 25,  b = 30,  c = 9, 

     \ b2 - 4 ac = (30)2 - 4 ´ 25 ´ 9

          = 900 - 900    = 0

   x = − ± −b b ac
a

2 4

2
 

         =  − ±
×
30 0

2 25

 \ x = 
− +30 0

50
 शकंवा x = 

- -30 0

50

 \ x = -
30

50
 शकंवा x = -

30

50

 \ x = - 
3

5
 शकंवा x = - 

3

5

िक्षात घया, की 25x2 + 30x + 9 = 0 या 

समरीकर्ाचरी दोन्हरी मुळे समान आ्हेत. 

तसेच  25x2 + 30x + 9 = 0. 

म्ह्जेच (5x + 3)2 = 0 ्हे धयानात घया. 

उदा. (5)  x2 + x + 5 = 0

उकल: x2 + x + 5 = 0 चरी 

    ax2 + bx + c = 0 शरी तुिना करून, 
    a = 1,  b = 1,  c = 5, 

         \ b2 - 4 ac = (1)2 - 4 ´ 1 ´ 5

            = 1 - 20

               = -19

     x = − ± −b b ac
a

2 4

2
 

        = 
− ± −

×
1 19

2 1

         = 
− ± −1 19

2

परंतु -19  ्हरी वासतव संखया ना्हरी. म्ह्ून शदिेलया 

वगमासमरीकर्ाचरी मुळे वासतव संखया ना्हरीत.  

1. खािरीि वगमासमरीकर्ांचरी सामानय रूपाशरी तुिना करून  a, b, c चया शकमतरी शि्हा. 

 (1) x2 - 7x + 5 = 0  (2) 2m2 = 5m - 5   (3) y2 = 7y
2. खािरीि वगमासमरीकर्े सूत्ाचा वापर करून सोडवा. 

 (1) x2 + 6x + 5 = 0  (2) x2 - 3x - 2 = 0  (3) 3m2 + 2m - 7 = 0

 (4) 5m2 - 4m - 2 = 0 (5) y2 + 1
3

y = 2   (6) 5x2 + 13x + 8 = 0

सरािसंच 2.4

कृती : 2x2 + 13x + 15 = 0  ्हे वगमासमरीकर् अवयवपद्धतरी, पू्मा वगमापद्धतरी व वगमासूत्ाचा वापर 

करून सोडवा. उततरे सारखरीच येतात याचा पडताळा घया. 

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



44

3.  x2 + 2 3 x + 3 = 0 हे वगर्समीकरण सू�ाचा वापर क�न खालील �वाह आक�तीत िदलेल्या मािहतीच्या 

आधारे सोडवा. 

उकल : 

जाणून घेऊया.

   वगर्समीकरणाच्या मुळांचे स्व�प (Nature of roots of a quadratic equation)

 वगर्समीकरण ax2 + bx + c = 0 ची मुळे  x = − ± −b b ac
a

2 4

2
  अशी असतात, हे आपण अभ्यासले 

आहे. 

 (1) जर b2 - 4ac = 0 असेल, तर x = − ±b
a
0

2
 ∴ x = 

− +b
a
0

2
 िक�वा x = 

− −b
a
0

2

 ∴ वगर्समीकरणाची मुळे वास्तव व समान असतात. 

 (2) जर b2 - 4ac > 0 असेल, तर x =  − ± −b b ac
a

2 4

2
 

  म्हणजेच  x  = 
− + −b b ac

a

2 4
2  आिण   x  = 

− − −b b ac
a

2 4
2

  ∴ वगर्समीकरणाची मुळे वास्तव व असमान असतात.

 (3) जर b2 - 4ac < 0 असेल तर x =  − ± −b b ac
a

2 4

2
 या वास्तव संख्या नसतात, म्हणजेच वगर्समीकरणाची 

मुळे वास्तव नसतात. 

वगर्समीकरण ax2 + bx + c = 0 च्या मुळांचे स्व�प b2 - 4ac च्या िकमतीव�न िन�श्चत होते. 

म्हणून b2 - 4ac ला वगर्समीकरणाचा िववेचक (discriminant) म्हणतात. तो ∆ (डेल्टा) या िचन्हाने 

दशर्वतात. (∆ हे �ीक अक्षर आहे.)

 x2 + 2 3 x + 3 = 0 ची
ax2 + bx + c = 0 शी तुलना 
क�न a,b,c च्या िकमती ठरवा. 

 b2 - 4ac ची
िक�मत काढा.

सू�ामध्ये 
िकमती घालून 
उकल काढा. 

वगर्समीकरण 
सोडवण्याचे 
सू� िलहा. 

क�ती : खाली िदलेल्या मािहतीव�न �रकाम्या जागा भरा. 
     िववेचकाची िक�मत        मुळांचे स्व�प

(1)

(2)

(3)

  50

-30

  0
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ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ
उदा. (1)  x2 + 10x - 7 = 0 या वगमासमरीकर्ामधये शववेचकाचरी शकंमत काढा. 
उकल : x2 + 10x - 7 = 0 चरी तिुना ax2 + bx + c = 0 शरी करून, 
    a = 1,  b =  10  ,  c = -7 , 
  \ b2 - 4 ac = 102 - 4 ´ 1 ´ (-7)

        =  100 +  28

        =  128 
उदा. (2) शववेचकावरून वगमासमरीकर्ांचया मुळांचे सवरूप ठरवा. 

 (i) 2x2 - 5x + 7 = 0 

उकल : 2x2 - 5x + 7 = 0 चरी तुिना 

    ax2 + bx + c = 0 शरी करून, 

    a = 2,  b =  -5 ,  c =  7 

     \ b2 - 4 ac =  (-5)2 - 4 ´ 2 ´  7 
   \    D =  25  -  56 
              =  -31 

     \ b2 - 4 ac < 0

  \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे वासतव संखया ना्हरीत. 

(ii) x2 + 2x - 9 = 0 

उकल :  x2 + 2x - 9 = 0 चरी तुिना 

    ax2 + bx + c = 0 शरी करून, 

    a =   ,  b =  2,  c =  

    \ b2 - 4 ac =  22 - 4 ´  ´   
  \ D =  4  +   
      =  40 

    \ b2 - 4 ac > 0

\ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे वासतव व असमान आ्हेत. 

   (iii) 3 x2 + 2 3 x + 3  = 0 

उकल  :   3 x2 + 2 3 x + 3  = 0 चरी तुिना 

     ax2 + bx + c = 0 शरी करून, 

    येथे   a = 3 ,  b =  2 3  ,  c =  3  , 

      \ b2 - 4 ac =  (2 3 )2 - 4 ´ 3  ´  3  
        =  4 ´ 3 -  4 ´ 3 
        =  12 - 12

        =  0 

         \ वगमासमरीकर्ाचरी मुळे वासतव व समान आ्हेत.
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जािून घेऊया.

     िगमिसिीकरिाची िुळे आणि सहगुिक यांचयािधील संबंध 

     (Relation between roots and coefficients of a quadratic equation)

 जर ax2 + bx + c = 0 या वगमासमरीकर्ाचरी a व b मुळे असतरीि तर
तसेच

 a ´ b = − + −b b ac
a

2 4
2   ´  

− + −b b ac
a

2 4
2

         = 
− + −( )× − − −( )b b ac b b ac

a

2 2

2

4 4

4

             = 
b b ac

a

2 2

2

4

4

− −( )
 

           = 
4

4 2

ac
a

    = 
c
a

           \a b = 
c
a

कृती : खािरी शदिेलया चौकटींत योगय संखया भरा. 
  10x2 + 10x + 1 = 0 कररता a + b =  आश्

   a ´ b  = 

          ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) a आश् b ्हरी  2x2 + 6x - 5 = 0 या वगमासमरीकर्ाचरी मुळे आ्हेत, तर a + b आश् a ´ b  चया 

शकमतरी काढा.    
उकल : 2x2 + 6x - 5 = 0 चरी तुिना ax2 + bx + c = 0 शरी करून, 

     \  a = 2,  b =  6 ,  c = -5

     \  a + b =  -
b
a   = -

6

2
 = -3 

       आश्  a ´ b  =  c
a  = 

-5
2

a + b = − + −b b ac
a

2 4
2   + 

− + −b b ac
a

2 4
2

      = − + − − − −b b ac b b ac
a

2 24 4

2

      = - 
2
2

b
a

 \ a + b =  - b
a
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उदा. (2) x2 - 13x + k = 0 या वगमासमरीकर्ाचया मुळांमधरीि फरक 7 आ्हे, तर k चरी शकंमत काढा.    
उकल : x2 - 13x + k = 0 चरी तुिना ax2 + bx + c = 0 शरी तुिना करून, 

       a = 1,  b =  -13 ,  c = k
 समजा, a आश् b ्हरी शदिेलया वगमासमरीकर्ाचरी मुळे आ्हेत आश् a > b ग्ृहरीत धरून 

  a + b =  -
b
a  = -

( )-13
1

= 13 . . .  (I)

 परंतु a - b = 7 . . . . . . . . . . (शदिे आ्हे) (II)

    2 a = 20  . . .  . . . . .  (समरीकर् (I) व (II) यांचरी बेररीज करून)

  \ a = 10 

  \ 10 + b = 13 . . . . . . ( (I) वरून)

  \ b = 13 - 10

  \ b = 3

 परंतु  a ´ b  = 
c
a  

  \ 10 ´ 3 = k
1

  \ k = 30

उदा. (3) a आश् b ्हरी  x2 + 5x - 1 = 0 या वगमासमरीकर्ाचरी मुळे आ्हेत, तर 

  (i)  a3 + b3  (ii) a2 + b2  चया शकमतरी काढा.    

उकल :   x2 + 5x - 1 = 0 

   येथे  a = 1,  b =  5 ,  c = -1

  a + b =  -
b
a  = 

-5
1

= -5 

  a ´ b  =   
c
a  = 

-1
1  = -1

 (i)  a3 + b3 = (a + b)3 - 3ab (a + b)

        = (-5)3 - 3 ́  (-1) ́  (-5)

       = -125 - 15

  a3 + b3 = -140

(ii) a2 + b2  = (a+ b)2 - 2ab

       = (-5)2 - 2 ´ (-1) 

         =  25 + 2

 a2 + b2 = 27
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जािून घेऊया.

 िुळे णदली असता िगमिसिीकरि णिळििे 
 (To obtain a quadratic equation having given roots)

 समजा, a आश् b ्हरी x या चिांतरीि वगमासमरीकर्ाचरी मुळे आ्हेत. 
 \ x = a शकंवा x = b

 \ x - a = 0 शकंवा x - b = 0

 \ (x - a)(x - b) = 0

 \ x2 - a x - b x + ab = 0

 \ x2 - (a + b) x + ab = 0

म्ह्जेच a आश् b ्हरी मुळे अस्ारे वगमासमरीकर् 

x2 - (मुळांचरी बेररीज) x + मुळांचा गु्ाकार = 0 या सूत्ाने शमळवता येईि. 

कृती (I) :  मुळांचरी बेररीज 10 आश् मुळांचा गु्ाकार 9 अस्ारे वगमासमरीकर् शि्हा. 

    वगमासमरीकर् x2 -  x +  = 

कृती (II) : a = 2 आश् b = 5 ्हरी मुळे अस्ारे वगमासमरीकर् को्ते?

        x2_ (   +  ) x +   ´  = 0 असे शिश्हता येते.

 म्ह्जेच  x2 _   x +  = 0 

या समरीकर्ािा को्तया्हरी शूनयेतर संखयेने गु्लयास शमळ्ाऱया समरीकर्ाचरी मुळे a आश् b ्हरीच 
असतात, ्हे धयानात घया.

       ÒÒÒ  सोडिलेले  उदाहरि ÒÒÒ

उदा. जया वगमासमरीकर्ाचरी मुळे -3 व -7 आ्हेत असे वगमासमरीकर् तयार करा. 

उकल : समजा a = -3 आश् b = -7

  \ a + b = (-3) + (-7) = -10 आश् a´b  = (-3) ´ (-7) = 21

  \ शमळ्ारे वगमासमरीकर्,  x2 - (a + b) x + ab = 0

  \ x2 -(-10) x + 21 = 0

  \ x2 +10x + 21 = 0
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हे लक्षात ठेिूया.

(1) ax2 + bx + c = 0 या वगमासमरीकर्ाचरी मुळे a आश् b असतरीि, तर 

 (i) a  = 
− + −b b ac

a

2 4
2  आश्   b = 

− + −b b ac
a

2 4
2

 (ii) a + b =  -
b
a  आश्  a ´ b  = 

c
a

(2) ax2 + bx + c = 0 या वगमासमरीकर्ाचया मुळांचे सवरूप b2 - 4ac या राशरीचया शकमतरीवर अविंबून 

असते. म्ह्ून या राशरीिा शववेचक (discriminant) म्ह्तात. शववेचक D या ग्रीक अक्षराने दशमावतात. 

(3) जर D = 0 असेि, तर वगमासमरीकर्ाचरी दोन्हरी मुळे समान वासतवसंखया असतात. 

       जर D > 0 असेि, तर वगमासमरीकर्ाचरी मुळे शभन् वासतवसंखया असतात.

         जर D < 0 असेि, तर वगमासमरीकर्ाचरी मुळे वासतवसंखया नसतात. 

(4) जयाचरी मुळे a व b असतात, ते वगमासमरीकर् x2 - (a + b) x + ab = 0 असते. 

सरािसंच 2.5
 1. खािरीि ररकामया चौकटरी भरा. 

 (1)  

 (2)

 (3) जर a व b ्हरी खािरीि वगमासमरीकर्ाचरी मुळे असतरीि, तर

  

 a + b = . . .  . . 

 a ´ b = . . .  . .
2x2 - 4x - 3 = 0

2. खािरीि वगमासमरीकर्ांसाठरी शववेचकाचरी शकंमत काढा. 

 (1) x2 + 7x - 1 = 0  (2) 2y2 - 5y + 10 = 0 (3) 2 x2 + 4x + 2 2  = 0

3. शववेचकाचया शकमतरीवरून खािरीि वगमासमरीकर्ांचया मुळांचे सवरूप ठरवा. 

 (1) x2 - 4x + 4 = 0  (2) 2y2 - 7y + 2 = 0 (3) m2 + 2m + 9 = 0

वगमासमरीकर्
 ax2 + bx + c = 0 मुळांचे सवरूपb2 - 4 ac = 5

b2 - 4 ac = -5

मुळांचरी बेररीज = -7 वगमासमरीकर्
 . . .  . . .  . . . मुळांचा गु्ाकार = 5
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4. ज्या वर्गसमीकरणयाची मुळे खयालीलप्रमयाणे आहेत अशी वर्गसमीकरणे त्यार करया. 

 (1)  0 व 4  (2) 3 व -10  (3) 
1

2
, - 1
2

   (4) 2 5− , 2 5+

5. x2 - 4kx + k + 3 = 0 ्या वर्गसमीकरणयाच्या मुळयांची बेरीज ही त्यांच्या रुणयाकयारयाच्या दुप्पट आहे, तर k ची 
ककंमत कयाढया.   

6. जर a आकण b ही y2 - 2y - 7 = 0 ्या वर्गसमीकरणयाची मुळे असतील, तर 
 (1) a2 + b2  (2) a3 + b3  च्या ककमती कयाढया.

7. खयालील प्रत्ेक वर्गसमीकरणयाची मुळे वयासतव व समयान असतील तर k ची ककंमत कयाढया. 

 (1) 3y2 + ky + 12 = 0  (2) kx (x - 2) + 6 = 0

जाणून घेऊया.

          वर्गसमीकरणाचे उपयोजन (Application of quadratic equation)

 दैनंकदन जीवनयातील अनेक बयाबींची उकल करण्यासयाठी वर्गसमीकरणे उ्प्ोरी ्पडतयात. हीच बयाब आ्पण ्या 
भयारयात अभ्यासणयार आहोत. 

उदा. (1) कतवसया ्ेथील श्ी. रतनयाकररयाव ्यांच्या शेतयातील कयाटकोन चौकोनयाकृती कयांदयाचयाळीच्या तळयाची लयांबी ही 
रंदी्पेक्या 7 मीटर जयासत आहे, आकण कण्ग हया लयांबी्पेक्या 1 मीटर जयासत आहे. तर त्या कयांदयाचयाळीच्या 
तळयाची लयांबी आकण रंदी कयाढया. 

उकल : समजया, कयाटकोन चौकोनयाकृती कयांदयाचयाळीच्या तळयाची रंदी x मीटर आहे. 
  \ लयंाबी = (x + 7) मीटर, कण्ग = x + 7 + 1 = (x + 8) मीटर
 ्पया्थयारोरसचे प्रमे् वया्परून, 
       x2 + (x + 7)2 = (x + 8)2

         x2 +  x2 + 14x + 49 =  x2 +  16x + 64
 \ x2 + 14x - 16x + 49 - 64 = 0
      \  x2 - 2x -15 = 0  
 \ x2 - 5x + 3x - 15 = 0
 \ x(x - 5) +3 (x - 5) = 0
 \ (x - 5) (x + 3) = 0
 \ x - 5 = 0 ककंवया x + 3 = 0
 \ x = 5 ककंवया x = -3
 ्परंतु रंदी ऋण नसते. \ x ¹ -3

 \ x = 5 आकण  x + 7 = 5 + 7 = 12

 \ कयंादयाचयाळीच्या तळयाची लयांबी 12 मीटर आकण रंदी 5 मीटर. 

कांदाचाळ

«

«
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उदा. (2) एक आगगाडरी एकसमान वेगाने (चािरीने) 360 शकमरी अंतर जाते; परंतु शतचा वेग ताशरी 5 शकमरीने 
वाढवलयास शतिा तेवढेच अंतर जाणयासाठरी 48 शमशनटे कमरी िागतात, तर गाडरीचा सुरुवातरीचा वेग काढा. 

उकल : समजा, आगगाडरीचा सुरुवातरीचा वेग ताशरी x शकमरी आ्हे.

 \ वेग वाढवलयानंतर गाडरीचा ताशरी वेग (x +5) शकमरी असेि .

 360 शकमरी अंतर कापणयासाठरी िाग्ारा सुरुवातरीचा वेळ = अंतर
वेग = 360

x
 तास. 

 वेग वाढवलयावर तेच अंतर जाणयासाठरी िाग्ारा वेळ = 360
5x +

 शदिेलया अटरीनुसार, 

    360
5x +

 = 360
x

 - 48
60

   - - - - - ( \ 48 शमशनटे = 48
60

 तास)

 \ 
360

x  - 360
5x +

 = 48
60

 \ 1
x  - 1

5x +  = 
48

60 360´  - - - - - (दोन्हरी बाजूंना 360 ने भागून)

 \ 
x x
x x
+ −
+

=
×

5

5

4

5 360( )

 \ 
5

5

1

5 902x x+
=

×

 \ 
5

5

1

4502x x+
=

 \  x2 + 5x = 2250

 \  x2 + 5x - 2250  = 0

 \ x2 + 50x - 45x - 2250 = 0

 \ x(x + 50) -45 (x + 50) = 0

 \ (x + 50) (x - 45) = 0

 \ x + 50 = 0 शकंवा x - 45 = 0

 \ x = -50 शकंवा x = 45

  परंतु वेग ऋ् नसतो. \ x ¹ -50

 \ x = 45

 \ आगगाडरीचा सुरुवातरीचा वेग ताशरी 45 शकमरी. 

    -2250

   +50  -45

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



52

1. प्रगतीच्या 2 वरयाांपूववीच्या आणि 3 वरयाांनंतरच्या व्यांचया गुियाकयार 84 आहे, तर णतचे आजचे व् कयाढया. 

2. दोन क्रमयागत सम नैसणगगिक संख्यांच्या वगयागिची बेरीज 244 आहे, तर त्या संख्या शोधया. 

3. श्ी. मधुसूदन ्यंाच्या संत्याबयागेत आडव्या रयंागेतील झयाडयांची संख्या, उभ्या रयांगेतील झयाडयांच्या संख्ेपेक्या 5 ने अणधक 
आहे. जर संत्याबयागेत एकिू 150 झयाडे असतील तर आडव्या तसेच उभ्या रयंागेतील झयाडयंाची संख्या णकती? खयालील 
प्रवयाहआकृतीच्या आधयारे उदयाहरि सोडवया. 

4. णववेक, हया णकशोरपेक्या 5 वरयाांनी मोठया असून त्यांच्या व्यांच्या गिुयाकयार व्सतयांची बेरीज 1
6

 आहे, तर त्यांची 
आजची व्े कयाढया. 

5. सु् शलया गणितयाच्या पणहल्या चयाचिीत णमळयालले्या गिुयंापके्या दुसऱ्या चयाचिीत 10 गिु अणधक णमळयाल.े दुसऱ्या 
चयाचिीतील गिुयंाची 5 पट ही पणहल्या चयाचिीतील गिुयंाच्या वगयागिइतकी आहे, तर त्याचे पणहल्या चयाचिीतील गिु 
णकती? 

6. श्ी. कयासम ्यंाचया मयातीची भयंाडी बनवण्याचया कुटीर उद्ोग आहे. ते दररोज ठरयावीक संख्ेएवढी भयांडी त्यार 
करतयात. प्रत्ेक भयांड्याचे णनणमगिणतमूल्, त्यार केलेल्या भयांड्याचं्या संख्ेची 10 पट अणधक 40 रु. असते. जर 
एकया णदवसयातील भयांड्यांचे णनणमगिणतमूल् 600 रुप्े असेल, तर प्रत्ेक भयंाड्याचे णनणमगिणतमूल् व एकया णदवसयात 
बनवलेल्या भयांड्यांची संख्या कयाढया.

7. एकया नदीत, बोटीने प्रवयाहयाच्या णवरुद्ध 36 णकमी जयाऊन परत त्याच जयागी ्ेण्यास प्रतीकलया 8 तयास लयागतयात.  
बोटीचया संथ पयाण्यातील वेग तयाशी 12 णकमी असल्यास नदीच्या प्रवयाहयाचया वेग कयाढया.  

8. णपंटूलया एक कयाम करण्यासयाठी णनशूपेक्या 6 णदवस अणधक लयागतयात. दोघयांनी णमळून कयाम केल्यास ते कयाम पिूगि 
करण्यासयाठी त्यानंया 4 णदवस लयागतयात. तर ते कयाम एकट्यानेच पिूगि करण्यास प्रत्ेकयास णकती णदवस लयागतील?

9. 460 ्या संख्ेलया एकया नैसणगगिक संख्ेने भयागल्यास भयागयाकयार भयाजकयाच्या 5 पटीपेक्या 6 ने अणधक ्ेत असून बयाकी 
1 ्ेते. तर भयागयाकयार व भयाजक णकती? 

10. 

çç

सरावसंच 2.6

आडव्या रयांगेतील झयाडे णकती ?

समजया, उभ्या रयांगेतील 
झयाडे x

उभ्या रयांगेतील झयाडे णकती ?

आडव्या रयंागेतील 
झयाडे = . . . . .

x ची णकंमत 
कयाढया. 

एकूि झयाडे = . . . . 

वगगिसमीकरि 
त्यार करया. 

बयाजूच्या समलंब ¨ABCD मध्े AB || CD असून त्याचे 
क्ेत्फळ 33 चौसेमी आहे, तर आकृतीतील णदलेल्या मयाणहतीवरून 
चौकोनयाच्या चयारही बयाजूंची लयांबी खयालील कृती पूिगि करून 
कयाढया.

«

«

«

«

« A

C

B

D M

(x - 4) (x - 2)

(2x + 1)

x

çç

||
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संकीिमि प्रशनसंग्रह 2

उकल : ¨ABCD समिंब चौकोन आ्हे. AB || CD

 A (¨ABCD) = 1
2

(AB + CD) ´ 

 \ 33 = 1
2

(x + 2x + 1) ´ 

 \  = (3x + 1) ´ 

 \ 3x2 +  -  = 0

 \ 3x (. . . .) +10(. . . .) = 0 

 \ (3x +10)(----) = 0

 \ (3x +10) = 0 शकंवा    = 0

 \ x =  -10
3

 शकंवा x = 

 परंतु िांबरी ऋ् नसते. 

 \ x ¹  -10
3

    \ x = 

  AB =  ---, CD = ---, AD = BC = ---  

1. खािरीि प्रशनांचया उततरांचा अचूक पयामाय शनवडा. 

 (1) खािरीिपैकी को्ते वगमासमरीकर् आ्हे?

      (A) 5
x

 - 3 = x2   (B) x (x + 5) = 2    (C) n - 1 = 2n  (D) 1
2x

 (x + 2) = x
 (2) खािरीिपैकी को्ते वगमासमरीकर् ना्हरी?

      (A)  x2 + 4x = 11 + x2 (B) x2 = 4x   (C) 5x2 = 90 (D) 2x - x2 =  x2 + 5

 (3) x2 + kx + k = 0 चरी मुळे वासतव व समान असतरीि, तर k चरी शकंमत खािरीिपैकी को्तरी?

      (A) 0  (B) 4  (C) 0 शकंवा 4  (D) 2

 (4) 2 x2 - 5x + 2  = 0 कररता शववेचकाचरी शकंमत खािरीिपैकी को्तरी?

      (A) -5  (B) 17  (C) 2   (D) 2 2  - 5

 (5) खािरीिपैकी को्तया समरीकर्ाचरी मुळे 3 व 5 आ्हेत?

      (A) x2 - 15x + 8 = 0     (B) x2 - 8x + 15 = 0 

  (C) x2 + 3x + 5 = 0      (D) x2 + 8x - 15 = 0

 (6) खािरीिपैकी को्तया समरीकर्ाचया मुळांचरी बेररीज -5 आ्हे?

      (A) 3x2 - 15x + 3 = 0  (B) x2 - 5x + 3 = 0 

  (C) x2 + 3x - 5 = 0  (D) 3x2 + 15x + 3 = 0

 (7) 5 m2 - 5 m + 5  = 0 िा खािरीिपैकी को्ते शवधान िागू पडते? 

      (A) वासतव व असमान मुळे   (B) वासतव व समान मुळे  

  (C) मुळे वासतव  संखया ना्हरीत.  (D) तरीन मुळे. 
 (8) x2 + mx - 5 = 0 या वगमासमरीकर्ाचे एक मूळ 2 असिे, तर m चरी शकंमत खािरीिपैकी को्तरी?
      (A) -2  (B) - 1

2
  (C) 

1

2
   (D) 2
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2. खालीलपैकी कोणती समीकरणे वर्गसमीकरणे आहेत?
(1) m2 + 2m + 11 = 0 (2) x2 - 2x + 5 = x2 (3) (x + 2)2 = 2x2

3. खालीलपैकी प्रत्ेक समीकरणाच्ा वववेचकाची वकंमत काढा.
(1) 2y2 - y + 2 = 0 (2) 5m2 - m = 0   (3) 5 x2 - x - 5  = 0

4. 2x2 + kx - 2 = 0 ्ा वर्गसमीकरणाचे एक मूळ -2 आहे, तर k ची वकंमत वकती?
5. असे वर्गसमीकरण त्ार करा, की ज्ाची मुळे खालीलप्रमाणे आहेत.

(1) 10 आवण -10 (2) 1-3 5  आवण 1+3 5    (3) 0 आवण 7
6. खाली विलेल्ा वर्गसमीकरणाच्ा मुळांचे सवरूप ठरवा.

(1) 3x2 - 5x + 7 = 0 (2) 3 x2 + 2 x - 2 3  = 0 (3) m2 - 2m +1 = 0
7. खालील वर्गसमीकरणे सोडवा.

 (1)  
1

5x + = 1
2x

 (x ¹ 0, x + 5 ¹ 0) (2) x2 - 3
10

x  - 1
10

 = 0 (3) (2x + 3)2 = 25

(4) m2 + 5m + 5 = 0 (5) 5m2 + 2m + 1 = 0   (6) x2 - 4x - 3 = 0

8. (m - 12)x2 + 2(m - 12) x + 2 = 0 ्ा वर्गसमीकरणाची मुळे वासतव व समान असतील तर m ची वकंमत
काढा.

9. एका वर्गसमीकरणाच्ा िोन मुळांची बेरीज 5 आवण त्ांच्ा घनांची बेरीज 35 आहे, तर ते वर्गसमीकरण कोणते?

10. असे वर्गसमीकरण त्ार करा की ज्ाची मुळे  2x2 + 2(p + q) x + p2 + q2 = 0 ्ा समीकरणाच्ा मुळांच्ा
बेरजेचा वर्ग व वजाबाकीचा वर्ग असतील.

11. मुकुंिजवळ साररपेक्ा 50 रुप्े अविक आहेत. त्ांच्ाजवळील रकमांचा रुणाकार 15000 असेल, तर प्रत्ेका
जवळील रक्कम वकती?

12.  िोन संख्ाचं्ा वराांमिील फरक 120 आहे. लहान संख्ेचा वर्ग हा मोठ्ा संख्ेच्ा  िुपटीइतका आहे, तर त्ा संख्ा
शोिा.

13. रंजनाला वाढविवसावनवमतत 540 संत्ी काही ववद्ार्ाांना समान वाटा्ची आहेत. जर 30 ववद्ार्थी जासत असते तर
प्रत्ेकाला 3 संत्ी कमी वमळाली असती, तर ववद्ार्ाांची संख्ा काढा.

14. तळवेल ्ेर्ील शेतकरी श्ी विनेश ्ांच्ा आ्ताकृती शेताची लांबी ही रुंिीच्ा िुपटीपेक्ा 10 मीटरने अविक आहे.
त्ानंी त्ा शेतात पावसाचे पाणी पुनर्गरणासाठी शेताच्ा रुंिीच्ा 

1

3
 पट बाजू असणाऱ्ा चौरसाकृती शेततळ्ाची

वनवम्गती केली. तेवहा मूळ शेताचे के्त्फळ हे शेततळ्ाच्ा के्त्फळाच्ा 20 पट होते, तर त्ा शेताची लांबी आवण रुंिी
तसेच शेततळ्ाच्ा बाजूची लांबी काढा.

15. एक टाकी िोन नळांच्ा साहाय्ाने 2 तासांत पूण्ग ररते. त्ातील फक्त लहान नळाने

टाकी ररण्ास लारणारा वेळ, फक्त मोठ्ा नळाने टाकी ररण्ास लारणाऱ्ा

वेळापेक्ा 3 तास जासत असतो.  तर प्रत्ेक नळाने ती टाकी ररण्ास वकती वेळ लारतो? rrr

ê
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3 अंकगणिती श्ेढी

 · क्रणिका     · अंकगणिती श्ेढीतील n िे पद 
 · अंकगणिती श्ेढी     · अंकगणिती श्ेढीतील n पदांची बेरीज 

जािून घेऊया.

  क्रणिका (Sequence)

 आप् 1, 2, 3, 4, . . .  या संखया क्रमाने शिश्हतो. ्हरी संखयांचरी माशिका आ्हे. या माशिकेतरीि को्तरी्हरी 

संखया  शकतवया सथानावर आ्हे ्हे आप् सांगू शकतो. जसे 13 ्हरी संखया 13 वया क्रमांकावर आ्हे. संखयांचरी ददुसररी 

माशिका 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, . . . पा्हा.  या संखया शवशशष् क्रमाने शिश्हलया आ्हेत.  येथे 16 = 42 ्हरी 

संखया चौरया क्रमांकावर, तर 25 = 52 ्हरी संखया 5 वया सथानावर आ्हे. 49 = 72 ्हरी संखया सातवया सथानावर 

आ्हे. म्ह्जे या्हरी माशिकेत को्तरी्हरी संखया शकतवया सथानावर आ्हेे, ्हे सांगता येते. 

 नैसशगमाक संखयांचयाप्रमा्े शवशशष्  क्रमाने मांडिेलया संखयांचया समू्हािा क्रणिका म्ह्तात. 

 क्रशमकेमधये शवशशष् सथानावर शवशशष् संखया शिश्हिरी जाते. तया संखया a1, a2, a3, a4 . . ., an   अशा 

क्रमाने दशमावलया की a1 ्हरी पश्हिरी, a2 ्हरी ददुसररी, . . .  याप्रमा्े an ्हरी n वरी संखया आ्हे ्हे सपष् ्होते. संखयांचरी 

क्रशमका  f1, f2, f3, . . .  अशा अक्षरांनरीदेखरीि दशमाविरी जाते. शतचयात शनबशचत क्रमाने संखया शिश्हलया आ्हेत ्हे 

समजते. 
 एखाद्ा वगामातरीि मुिे कवायतरीसाठरी मैदानावर गेलयावर एका ओळरीत उभरी  रा्हतात. तयांचा क्रम ठरिेिा 
असतो, तेव्हा तयांचरी क्रशमका तयार ्होते. का्हरी क्रशमकांमधये शवशशष् आकृशतबंध असतो ्हे आप् अनुभविे आ्हे. 

कृती : पुढरीि आकृशतबंध पू्मा करा.

आकृशतबंध

वतुमाळांचरी 

संखया 1 3 5 7

चला, णशकूया.
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आकृशतबंध     DD
    D
 DD

       DDD
       D
       D
 DDD

        DDDD
        D
        D
        D
 DDDD

शत्को्ांचरी 

संखया 

5 8 11

 संखयाचंे तयार झािेिे आकशृतबंध पा्हा. आधरीचया संखयेवरून पुढरीि संखया शमळवणयाचा शनयम शोधा. या 

शनयमावरून पुढचया सगळ्ा संखया शिश्हता येतात. 

 संखयाचंरी पुढरीि माशिका पा्हा. 2,   11,   -6,   0,   5,   -37,   8,   2,   61

 येथे a1 = 2, a2 = 11, a3 = -6, . . .  ्हरी संखयांचरी यादरीदेखरीि क्रशमका आ्हे, परंतु शवशशष् पदे तया 

सथानावर का आ्हेत ्ेह सांगता येत ना्हरी, तसेच क्रमवार पदांतरीि संबंध्हरी शनबशचतप्े सांगता येत ना्हरी. 

 साधार्प्े जया क्रशमकेमधये पुढचे पद ठरवता येईि असा शनयम असतो, अशा क्रशमका शवचारात घेतलया 

जातात. 

 उदा.      (1) 4, 8, 12, 16, . . .   (2) 2, 4, 8, 16, 32, . . . 

           (3) 1
5

, 1
10

, 1
15

, 1
20

, . . .   

 क्रणिकेतील पदे (Terms in a sequence)

 क्रशमकेतरीि क्रमवार पदे t1, t2, t3, . . . tn . . .या प्रकारे्हरी दशमावतात. सामानयप्े क्रशमका ्हरी {tn} अशरी 

शिश्हतात. क्रशमका अनंत असेि, तर प्रतयेक धन पू्ाांक n, याचयाशरी शनगशडत अशरी एक संखया आ्हे असे गृ्हरीत 

धरिे जाते. 

कृती I :  खािरीि क्रशमका पा्हा. यातरीि पदांचे क्रमांक t1, t2, t3  . . . ने दाखवा. 

 (1) 9, 15, 21, 27, . . .     येथे  t1= 9,   t2= 15,  t3= 21, . . .

 (2) 7, 7, 7, 7, . . .          येथे  t1= 7,   t2= ,  t3= , . . .

 (3) -2, -6, -10, -14, . . . येथे t1= -2,   t2= ,  t3= , . . .

कृती II : खािरी का्हरी क्रशमका शदलया आ्हेत. तयांचया पदांमधये का्हरी शनयम आढळतो का ते पा्हा. दोन 

क्रशमकांमधरीि सामय शोधा. 
 क्रशमकांचया पदांमधये का्हरी शनयम आढळतो का ्हे पा्हणयासाठरी पुढे शदिेिरी मांड्री पा्हा आश्  पुढरीि 

पानावररीि ररकामया चौकटरी भरा.
 (1) 1, 4, 7, 10, 13, . . .   (2) 6, 12, 18, 24, . . .              (3) 3, 3, 3, 3, . . .   
 (4) 4, 16, 64, . . .           (5) -1, -1.5, -2, -2.5,  . . .  (6) 13, 23, 33, 43, . . . 
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 या क्रशमकांमधरीि संबंध शोधू. तयासाठरी केिेिा शवचार पाहू.

 (1) 1          4               7            10                         ,  . . . 

        1+3        4+3         7+3           10+3             

 (2)  6         12            18               24                       ,  . . . 

        6 + 6       12 + 6        18 + 6               

 (3) 3         3               3               3                      . . . 

        3 + 0        3 + 0        3 + 0             

 (4) 4         16            64                             , . . . 

         4 ´ 4      16 ´ 4    64 ´ 4      ´ 4         ´ 4

 (5) -1              -1.5                   -2                  -2.5                        . . . 

        (-1)+(-0.5)    -1.5 +(-0.5)       -2 + (-0.5)       -2.5 + (-0.5) 

 (6) 13,    23,     33,    . . .  

 येथे क्रशमका (1), (2), (3), (5) यांचयामधये आधरीचया पदात ठराशवक संखया शमळवून पुढचे पद शमळते, ्हे 

सामय आ्हे. या प्रकारचया क्रशमकांना अंकगश्तरी श्ेढरी म्ह्तात. 

 वररीि (4) ्हरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी ना्हरी. या क्रशमकेमधये आधरीचया पदािा ठरावरीक संखयेने गु्ून पुढचे 

पद शमळते. या प्रकारचया क्रशमकांना भूशमतरी श्ेढरी (Geometric Progression) म्ह्तात.

 वररीि (6) ्हरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी ना्हरी, तसेच भशूमतरी श्ेढरी्हरी ना्हरी. 

 यावषगी आप् अंकगश्तरी श्ेढरीचा अभयास कर्ार आ्होत.   

    अंकगणिती श्ेढी (Arithmetic Progression)

 खािरी का्हरी क्रशमका शदलया आ्हेत. प्रतयेक क्रशमकेतरीि पुढरीि तरीन पदे शि्हा. 

 (1) 100, 70, 40, 10, . . .       (2) -7, -4, -1, 2, . . .  (3) 4, 4, 4, . . . 
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  शदिेलया क्रशमकांमधरीि पुढरीि पदे काढणयासाठरी काय केिे ते पा्हा. 

 (1) 100         70                40      10                      . . .

                100+(-30)        70+(-30)         40+(-30)         10+(-30)   (-20)+(-30)     

 (2)  -7        -4              -1        2                     . . .   

       

           -7+3            -4+3            -1+3           2+3                5+3 

 (3) 4           4              4              4       4  . . . 

        
        4 + 0            4 + 0           4 + 0         4 + 0

 वररीि संखयांचया प्रतयेक यादरीतरीि प्रतयेक पद आधरीचया पदात शवशशष् संखया शमळवून तयार झािे आ्ेह. दोन 

क्रमागत पदांमधरीि फरक बसथर आ्ेह.  

उदा. (1) मधरीि फरक ऋ्, (2) मधरीि फरक धन आश् (3) मधरीि फरक 0 आ्हे. 

 क्रमागत पदांमधरीि फरक बसथर असिे तर तयािा सािानय फरक णकंिा सािाईक फरक (Common 

difference) म्ह्तात. ्हा फरक d या अक्षराने दशमावतात.

 शदिेलया क्रशमकेतरीि को्तया्हरी दोन क्रमागत पदांमधरीि फरक (tn +1- tn) बसथर असेि तर तया क्रशमकेस 

अंकगश्तरी श्ेढरी म्ह्तात. अशा श्ेढरीत tn +1- tn = d ्हा सामानय फरक असतो. 

 अंकगश्तरी शे्ढरीचे पश्हिे पद a आश् सामानय फरक d असेि, 

 तर t1 = a ,   t2= a + d  , t3= (a + d) + d = a + 2d

 पश्हिे पद a आश् सामानय फरक d असिेिरी अंकगश्तरी श्ेढरी 

 a, (a + d), (a + 2d), (a + 3d), . . . . . ्हरी असते. 

 अंकगश्तरी श्ेढरीसंबंधरी का्हरी उदा्हर्े पाहू. 

उदा. (1) अररफाने दर मश्हनयािा 100 रुपयांचरी बचत किेरी. एका वषामातरीि प्रतयेक मश्हनाअखेरचरी एकू् बचत 

खािरीिप्रमा्े असेि.

मश्हना I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII
बचत ` 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

 प्रतयेक मश्हनयातरीि एकू्  बचत दाखव्ाऱया संखया अंकगश्तरी श्ेढरीत आ्हेत.

शतसरे पदददुसरे पदपश्हिे पद

-50

  5

-20

  8
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(1) जर क्रशमकेमधये (tn +1- tn) ्हा फरक बसथर असेि तर तया क्रशमकेिा अंकगश्तरी श्ेढरी 
म्ह्तात. 

(2) अंकगश्तरी श्ेढरीचया दोन क्रमागत पदांमधरीि बसथर फरक d या अक्षराने दशमावतात. 

(3) d ्हा फरक धन, ऋ् शकंवा शूनय असू शकतो. 

(4) अंकगश्तरी श्ेढरीतरीि पश्हिे पद a, आश् सामानय फरक d असेि तर तया श्ेढरीतरीि 
पदे  a, (a + d), (a + 2d),   . . . अशरी असतात. 

(2) प्र्वने शमत्ाकडून 10000 रुपये उसने घेतिे आश् दरम्हा 1000 रुपये याप्रमा्े फेडायचे ठरिे, तर प्रतयेक 

 मश्हनयात फेडायचरी राश्हिेिरी रक्कम खािरीिप्रमा्े असेि. 
मश्हना क्र. 1 2 3 4 5 ... ... ... ...

फेडायचरी राश्हिेिरी 

रक्कम `
10,000 9,000 8,000 7,000 ... ... 2,000 1,000 0

(3) 5 चा पाढा, म्ह्जे 5 ने शवभाजय संखया पा्हा. 

 5, 10, 15, 20, . . .  50, 55, 60, . . .  . . ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे. 

 वररीि (1) व (2) या अंकगश्तरी श्ेढरी सांत आ्हेत. तर (3) ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी अनंत श्ेढरी आ्हे. 

कृती : सांत अंकगश्तरी श्ेढरीचे एक आश् अनंत अंकगश्तरी श्ेढरीचे एक उदा्हर् शि्हा. 

ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) खािरीिपैकी को्तरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे ्हे ओळखा. जर असेि तर शतचरी पुढरीि दोन पदे 
   काढा. 
  (i) 5, 12, 19, 26, . . .       (ii) 2, -2, -6, -10, . . . 
  (iii) 1, 1, 2, 2, 3, 3, . . .     (iv) 3

2
, 1
2

, - 1
2

, . . . 
उकल :  (i) 5, 12, 19, 26, . . . या क्रशमकेत, 
   पश्हिे पद = t1= 5,    t2= 12,   t3= 19, . . . 
    t2- t1= 12 - 5 = 7
    t3- t2= 19 - 12 = 7
  येथे पश्हिे पद = 5 व सामानय फरक = d = 7 आ्हे. तो बसथर आ्हे. 
  \ ्हरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे. या श्ेढरीतरीि पुढरीि दोन पदे.
   26 + 7 = 33,   33 + 7 = 40.

   येथे 33 व 40 ्हरी शदिेलया श्ेढरीतरीि पुढरीि दोन पदे आ्हेत.

हे लक्षात ठेिूया.
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  (ii) 2, -2, -6, -10, . . .  या क्रशमकेत, 

   t1= 2,    t2= -2,     t3= -6,     t4= -10 . . . 

   t2- t1= -2 - 2 = -4

   t3- t2= -6 - (-2) = -6 + 2 = -4

   t4- t3= -10 - (-6) = -10 + 6 = -4

 यावरून प्रतयेक दोन क्रमागत पदांमधरीि फरक, म्ह्जे   tn +1 -  tn = -4 आ्हे. \ d = -4 ्हा सामाईक फरक  

 आ्हे. तो बसथर आ्हे.   \ ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे. 

 या शे्ढरीतरीि पुढरीि दोन पदे (-10) + (-4) = -14  आश् (-14) + (-4) = -18 ्हरी आ्हेत. 

 (iii) 1, 1, 2, 2, 3, 3, . . .  या क्रशमकेत,

   t1= 1,   t2= 1,   t3= 2,   t4= 2,   t5= 3,   t6= 3 . . . 

   t2- t1= 1 - 1 = 0 ,       t3- t2= 2 - 1 = 1

   t4- t3= 2 - 2 = 0 ,       t3- t2  ¹  t2- t1 

 या क्रशमकेतरीि िगतचया दोन पदांमधरीि फरक बसथर ना्हरी. \ शदिेिरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी ना्हरी.

 (iv) 3
2

, 1
2

, - 1
2

, - 3
2

, . . .  या क्रशमकेत,

   t1= 3
2

,    t2= 1
2

,  t3= - 1
2

,   t4= - 3
2

 

   t2- t1=  1
2

 - 3
2

 = -
2
2 = -1

   t3- t2= - 1
2

 - 1
2

   = -
2
2  = -1

   t4- t3= - 3
2

 - (- 1
2

) = - 3
2

 + 1
2

 =   -
2
2  = -1

  येथे सामानय फरक d = -1 ्हा बसथर आ्हे. 

  \ शदिेिरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे. 

     यातरीि पुढरीि दोन पदे शोधू.

    - 3
2

 - 1 =  -
5

2
,         -

5

2
 - 1 = -

7

2
 

  \ पुढरीि दोन पदे  -
5

2
 व  -

7

2
 आ्हेत. 
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उदा. (2)  पश्हिे पद a व सामानय फरक d खािरी शदिे आ्हेत. तयानुसार पश्हिरी चार पदे काढून अंकगश्तरी शे्ढरी  
   शि्हा. 
   (i) a = -3,   d = 4        (ii)  a = 200,   d = 7

      (iii)  a = -1,  d = - 1
2

     (iv)  a = 8,   d = -5

उकल : (i) a = -3, d = 4 यावरून, 

   a = t1= -3

   t2= t1+ d = -3 + 4 = 1

   t3= t2+ d = 1 + 4 = 5

   t4= t3+ d = 5 + 4 = 9

  \ अंकगश्तरी श्ेढरी -3, 1, 5, 9, . . . 

(ii)  a = 200, d = 7

 a = t1= 200

 t2= t1+ d = 200 + 7 = 207

 t3= t2+ d = 207 + 7 = 214

 t4= t3+ d = 214 + 7 = 221

\ अंकगश्तरी शे्ढरी 200,  207, 214, 221, . .

 (iii)  a = -1, d = - 1
2

 

   a = t1= -1

   t2= t1+ d = -1 + (- 1
2

 ) = - 3
2

   t3= t2+ d = - 3
2

 + (- 1
2

 ) = -
4

2
 = -2

   t4= t3+ d = -2+ (- 1
2

 )

     =  -2 - 1
2

 = -
5

2

    \अंकगश्तरी श्ेढरी -1, - 3
2

, -2, -
5

2
, . . .   

(iv)  a = 8, d = -5

 a = t1= 8

 t2= t1+ d = 8 + (-5 ) = 3

 t3= t2+ d = 3 + (-5 ) = -2

 t4= t3+ d = -2 + (-5 ) =  -7

 \अंकगश्तरी श्ेढरी 8, 3, -2, -7,  . . . 

1. खािरीिपैकी को्तया क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हेत? जया अंकगश्तरी श्ेढरी असतरीि, तयांतरीि प्रतयेकीचा  

सामाईक फरक काढा. 

 (1) 2, 4, 6, 8, . . .            (2) 2, 5
2

, 3, 7
2

, . . .   (3) -10, -6, -2, 2, . .  .

 (4) 0.3, 0.33, .0333, . . .   (5) 0, -4, -8, -12, . . .  (6) -
1

5
, -
1

5
, -
1

5
, . . .

 (7) 3, 3 + 2 , 3 + 2 2 , 3 + 3 2 , . . .     (8) 127, 132, 137, . . .

2. जर अंकगश्तरी श्ेढरीचे पश्हिे पद a व सामानय फरक d असेि तर अंकगश्तरी श्ेढरी शि्हा.

 (1) a = 10, d = 5 (2)  a = -3, d = 0 (3)  a = -7, d = 1
2

 

 (4) a = -1.25, d = 3 (5)  a = 6, d = -3 (6)  a = -19, d = -4

सरािसंच 3.1
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3. खािरीि प्रतयेक अंकगश्तरी श्ेढरीसाठरी पश्हिे पद आश् सामानय फरक काढा. 

 (1) 5, 1, -3, -7, . . .          (2) 0.6, 0.9, 1.2, 1.5, . . . 

 (3) 127, 135, 143, 151, . . .      (4) 1
4

, 3
4

, 5
4

, 7
4

,  . . . 

जािून घेऊया.

    अंकगणिती श्ेढीचे n िे पद (nth term of an A. P.)

 5, 8, 11, 14, . . .  या क्रशमकेत दोन क्रमागत पदांमधरीि फरक 3 आ्हे म्ह्ून ्हरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी 

आ्हे. 

 यात पश्हिे पद 5 आ्हे. 5 मधये 3 शमळवलयावर 8 ्हे ददुसरे पद शमळते. या प्रकारे 100 वे पद शमळवणयासाठरी 

काय करावे िागेि? 

  पश्हिे पद                  ददुसरे पद          शतसरे पद       . . . 

  संखया     5,           5 + 3 = 8,  8 + 3 = 11,   . . . 

 या पद्धतरीने 100 वया पदापयांत जाणयासाठरी खूप वेळ िागेि. यासाठरी एखादे सूत् शमळते का ते पाहू.

5 8 11 14 . . . . . . . . . . . .

5 5 + 1 ´ 3 5 + 2 ´ 3 5 + 3 ´ 3 . . . 5 + (n - 1) 

´ 3

5 + n ´ 3 . . .

पश्हिे
पद 
t1

ददुसरे
पद
t2

शतसरे
पद
t3

चौथे
पद
t4

. . . n वे पद

tn

n + 1 वे पद

tn+1

. . .

  सामानयप्े; t1, t2, t3, . . .  या अंकगश्तरी श्ेढरीतरीि पश्हिे पद a आश् साधार् फरक d असेि, तर 

      t1= a 

      t2= t1+ d = a + d = a + (2 - 1) d
     t3= t2+ d = a + d + d = a + 2d = a + (3 - 1)d
      t4= t3+ d  = a + 2d + d = a + 3d = a + (4 - 1)d

· 5, 8, 11, 14, . . .   ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी अा्हे का? जर असेि तर शतचे 100 वे पद को्ते 
 असेि? या श्ेढरीत 92 ्हरी संखया असेि का? 61 ्हरी संखया असेि का? 

णिचार क�या .
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      tn= a + (n - 1) d   ्हे सूत् शमळते. 

 आता या सूत्ाचा उपयोग करून 5, 8, 11, 14, . . . या अंकगश्तरी श्ेढरीचे 100 वे पद काढू. येथे a = 5 

आश् d = 3 आ्हे.  

        tn= a +(n - 1)d
  \  t100= 5 +(100 - 1) ´ 3
           = 5 + 99 ´ 3
         = 5 + 297

          = 302

      या अंकगश्तरी श्ेढरीचे 100 वे पद 302 आ्हे.  
 आता 61 ्हरी संखया या श्ेढरीत आ्हे का? याचे उततर शमळवणयासाठरी ्हेच सूत् वापरू. 

      tn= a +(n - 1)d 

      tn= 5 +(n - 1) ´ 3 

 जर 61 ्हे n वे पद म्ह्जे tnअसेि, तर

          61 = 5 + 3n - 3 

        =  3n + 2 

   \  3n = 59

   \    n = 59
3

   परंतु n ्हरी नैसशगमाक संखया ना्हरी. 

  \ 61 ्हरी संखया या श्ेढरीत ना्हरी. 

कबरीरचरी आई तयाचया प्रतयेक वाढशदवसािा तयाचया उंचरीचरी नोंद करते. तो 1 वषामाचा झािा तेव्हा तयाचरी उंचरी 

70 सेमरी ्होतरी. 2 वषाांचा झािा तेव्हा तो 80 सेमरी उंच ्होता, 3 वषाांचा झािा तेव्हा तयाचरी उंचरी 90 सेमरी 

झािरी. तयाचरी मरीरामावशरी द्हावरीत शशकत ्होतरी. तरी म्ह्ािरी, ‘कबरीरचरी उंचरी दरवषगी अंकगश्त श्े्रीत वाढते 

असं शदसतं आ्हे.’ ते गृ्हरीत धरून शतने कबरीर 15 वषाांचा ्होऊन द्हावरीत गेिा, की तयाचरी उंचरी शकतरी असेि 

ते मोजिे. शतिा आशचयामाचा धक्का बसिा. तुम्हरी्हरी कबरीरचरी उंचरी अंकगश्तरी श्े्रीत वाढते ्हे गृ्हरीत धरून 

तो 15 वषाांचा झालयावर तयाचरी उंचरी शकतरी असेि ते शोधा. 

णिचार क�या.
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उदा. (1) खािरीि अंकगश्तरी श्ेढरीसाठरी tnकाढा  

 व तयावरून तया श्ेढरीचे 30 वे पद काढा. 

   3, 8, 13, 18, . . . 

उकल : शदिेिरी अंकगश्तरी श्ेढरी 3, 8, 13, 18, . . .   

  येथे   t1= 3,  t2= 8, t3= 13, t4= 18, . . .

   d =  t2- t1= 8 - 3 = 5,   n = 30

 आप्ांस मा्हरीत आ्हे की tn= a +(n - 1)d
 \ tn= 3 +(n - 1) ´ 5 \ a = 3,  d = 5

 \ tn= 3 +5n - 5

 \ tn= 5n - 2

 \ 30 वे पद  = t30= 5 ´ 30 - 2 

               = 150 - 2 = 148

उदा. (2) खािरीि अंकगश्तरी शे्ढरीचे शकतव ेपद 560 

आ्ह?े

     2, 11, 20, 29, . . . 

उकल : शदिेिरी अंकगश्तरी श्ेढरी 2, 11, 20, 29, . . 

  येथे   a = 2, d = 11 - 2 = 9

    या श्ेढरीचे n वे पद 560 आ्हे. tn= 560

    tn=  a +(n- 1)d 

  \ 560 = 2 +(n - 1) ´ 9 

         = 2 + 9n - 9 

 \   9n = 567

 \     n = 567
9

 = 63

 \ शदिेलया अंकगश्तरी श्ेढरीचे 63 वे पद 560 आ्हे. 

उदा. (3) शदिेिरी क्रशमका  5, 11, 17, 23, . . 
             आ्हे. या क्रशमकेत 301 ्हरी संखया आ्ेह का? 
उकल :   5, 11, 17, 23, . . . या क्रशमकेत
      t1= 5,  t2= 11, t3= 17, t4= 23, . . .
     t2- t1= 11 - 5 = 6
     t3- t2= 17 - 11 = 6
      \ ्हरी क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी आ्ेह.
    या शे्ढरीचे पश्हिे पद a = 5 आश् d = 6
    जर 301 ्हे n वे पद असिे, तर  
    tn= a +(n - 1)d = 301
   \ 301 = 5 +(n - 1) ´ 6 
          = 5 +6n - 6 
      \ 6n = 301 + 1 = 302 

    \ n = 
302

6
, ्हा धन पू् ाांक ना्हरी. 

  यावरून शदिेलया क्रशमकेत 301 ्हरी संखया  
  अस्ार ना्हरी. 

ÒÒÒ सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (4) 4 ने भाग जा्ाऱया दोन अंकी संखया शकतरी   

  असतरीि?

उकल : 4 ने भाग जा्ाऱया दोन अंकी संखयांचरी यादरी 

    12, 16, 20, 24, . . . 96 ्हरी आ्हे. 

    अशा संखया शकतरी आ्ेहत ते काढू. 

    tn=  96, a = 12, d = 4,  n = ?

   \ सूत्ावरून,

   96 = 12 +(n - 1) ´ 4 

     = 12 + 4n - 4

   \ 4n = 88

     \ n = 22

  \ 4 ने भाग जा्ाऱया दोन अंकी संखया 22 

आ्हेत. 
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उदा. (5) जर एका अंकगश्तरी शे्ढरीचे 10 वे पद 25 आश् 18 वे पद 41 असिे तर तया शे्ढरीचे 38 वे पद शोधा.  

तसेच,  n वे पद 99 असेि तर n चरी शकंमत काढा. 

उकल : शदिेलया अंकगश्तरी श्ेढरीमधये t10= 25 व t18= 41 आ्हे. 

  आपलयािा मा्हरीत आ्ेह की, tn= a +(n - 1)d
    \     t10=  a + (10 - 1) d
     \   25 =  a + 9d   . . . . . . . . .  (I)

    तसेच   t18 =  a + (18 - 1) d
    \   41 =  a + 17d  . . . . . . . . .  (II)

       25 =  a + 9d . . . . . . . . .  (I) वरून. 

         a  = 25 - 9d.
   ्हरी शकंमत समरीकर् II मधये ठेवू. 

     समरीकर् (II)     a + 17d = 41    आ्हे. 

     \  25 - 9d  + 17d = 41

     \    8d  = 41 - 25 = 16

     \       d = 2

        d = 2 ्हरी शकंमत समरीकर् I मधये ठेवून. 

     a + 9d = 25

  \  a + 9 ´ 2 = 25

  \  a + 18 = 25

  \  a = 7

    n वे पद 99 असेि तर n चरी शकंमत काढायचरी आ्हे. 

         tn= a +(n - 1)d 

       99 = 7  + (n - 1) ´ 2 

       99 = 7  + 2n - 2

       99 = 5  + 2n
    \   2n = 94  

    \     n = 47

\  शदिेलया श्ेढरीचे 38 वे पद 81 आ्हे आश् 99 ्हे 47 वे पद आ्हे. 

आता,  tn= a +(n - 1)d
   \   t38 = 7  + (38 - 1) ´ 2 

        = 7  + 37 ´ 2
        = 7  + 74

        = 81
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1. खािरी शदिेलया अंकगश्तरी श्ेढरीवरून चौकटींत योगय संखया शि्हा. 

 (1) 1, 8, 15, 22, . . . 

   येथे   a = ,  t1= ,   t2= ,  t3= , . . . 

       t2- t1=  -  = 

      t3- t2=  -  =   \ d = 

 (2) 3, 6, 9, 12, . . . 

   येथे    t1= ,   t2= ,  t3= ,  t4= , . . .

      t2- t1=  ,  t3- t2=    \ d = 

 (3) -3, -8, -13, -18, . . . 

   येथे    t1= ,   t2= ,  t3= ,  t4= , . . .

       t2- t1=  ,  t3- t2=    \ a =  , d = 

 (4) 70, 60, 50, 40, . . . 

   येथे    t1= ,   t2= ,  t3= , . . . 

     \ a =  , d = 

2. खािरीि क्रशमका अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे का ते ठरवा; असेि तर तया श्ेढरीचे शवसावे पद काढा. 

 -12, -5, 2, 9, 16, 23, 30, . . . 

3. शदिेिरी अंकगश्तरी श्ेढरी 12, 16, 20, 24, . . .  आ्ेह. या श्ेढरीचे 24 वे पद काढा. 

4. खािरीि अंकगश्तरी श्ेढरीचे 19 वे पद काढा. 

 7, 13, 19, 25, . . . 

5. खािरीि अंकगश्तरी श्ेढरीचे 27 वे पद काढा. 

 9, 4, -1, -6, -11, . . . 

6. तरीन अंकी नैसशगमाक संखयासमू्हात 5 ने भाग जा्ाऱया संखया शकतरी आ्हेत ते शोधा. 

7. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे 11 वे पद 16 आश् 21 वे पद 29 आ्हे, तर तया श्ेढरीचे 41 वे पद काढा. 

8. 11, 8, 5, 2, . . .  या अंकगश्तरी श्ेढरीत -151 ्हरी संखया शकतवे पद असेि? 

9. 10 पासून 250 पयांतचया नैसशगमाक संखयांपैकी शकतरी संखया 4 ने शवभाजय आ्हेत? 

10. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे 17 वे पद 10 वया पदापेक्षा 7 ने जासत आ्हे तर, सामानय फरक काढा. 

सरािसंच 3.2
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चतुर णशणक्षका

 एक ्होता राजा. तयाने यशवंतराजे व गरीतादेवरी या आपलया मिुांना घोडेसवाररी शशकवणयासाठरी अनुक्रमे तारा व 

मरीरा या शशशक्षकांचरी नेम्ूक केिरी. तया दोघींना वषमाभरासाठरी शकतरी पगार द्ावा याबद्दि शवचारिे. 

 तारा म्ह्ािरी, ‘‘मिा पश्हलया मश्हनयाचा पगार 100 मो्हरा द्ावा व नंतर पुढरीि प्रतयेक मश्हनयात 100 

मो्हरांचरी वाढ द्ावरी. मरीरा म्ह्ािरी, ‘‘मिा पश्हलया मश्हनयात 10 मो्हरा पगार द्ावा आश् नंतर पुढरीि प्रतयेक 

मश्हनयािा आधरीचया मश्हनयाचया पगाराचया ददुपपट पगार शमळावा.’’

म्हाराजांनरी ते मानय किेे. तरीन मश्हनयांनंतर यशवंतराजे आपलया बश्ह्रीिा म्ह्ािे, ‘‘माझरी शशशक्षका तुझया 

शशशक्षकेपेक्षा जासत हुशार वाटते, शतने जासत पगार माशगतिा आ्ेह.’’ गरीतादेवरी म्ह्ािरी, ‘‘मिा प्रथम तसेच वाटिे. 

म्ह्ून मरी मरीराताईंना शवचारिेसुद्धा, ‘तुम्हरी कमरी पगार का माशगतिा?’, तर ्हसून तयांनरी साशंगतिे की ‘आठ 

मश्हनयांनंतर गंमत शदसेि, तू पा्हा.’ मरी आठवया मश्हनयाचा पगार काढून पाश्हिा. तू सुद्धा काढून पा्हा.’’

मश्हने 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ताराचा 
पगार 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 - - -

मरीराचा 
पगार

10 20 40 80 160 320 640 1280 2560 - - -

 तुम्हरी ्हरी सार्री पू् मा करा. 

 ताराचा पगार 100, 200, 300, 400, . . .   ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे. आिे का िक्षात?

  t1= 100,   t2= 200,  t3= 300,. . .    t2- t1= 100  = d
 ्हा सामानय फरक 100 आ्हे.

मरीराचा पगार 10, 20, 40, 80, . . . ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी ना्हरी. कार् 20 - 10 = 10, 40 - 20 = 20, 

80 - 40 = 40 म्ह्जे क्रमवार संखयांतरीि फरक बसथर ना्हरी. 

 मात् या श्ेढरीत प्रतयेक पद आधरीचया पदाचया ददुपपट ्होत जाते. 

 येथे  
t
t
2

1

 = 20
10

 = 2,   
t
t
3

2

 = 
40

20
 = 2,  

t
t
4

3
 = 
80

40
 = 2 

 \ t
t
n

n

+1 , म्ह्जेच पुढचे पद व आधरीचे पद यांचे गु् ोततर, समान आ्हे. या प्रकारचया शे्ढरीिा भशूमतरीय शे्ढरी 

म्ह्तात. t
t
n

n

+1  गु् ोततर 1 पके्षा जासत असिे, तर भशूमतरीय शे्ढरी ्हरी अंकगश्तरी शे्ढरीपेक्षा वेगाने वाढत जाते 
्हे अनुभवा. 

 जर ्हे गु्ोततर 1 पके्षा कमरी असेि तर तरी श्ेढरी कशरी बदित जाते ्हे अनुभवा. 

 आप् यांपैकी फक् अंकगश्तरी शे्ढरीचा अभयास कर्ार आ्होत. अंकगश्तरी शे्ढरीतरीि n वे पद कसे काढायचे 
्ेह आप् पाश्हिे आ्हे. आता पश्हलया n पदांचरी बेररीज कशरी काढायचरी ्हे आप् पा्ह्ार आ्होत.  
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 झटकन बेरीज

 तरीनशे वषाांपूवगीचरी गोष् आ्हे. जममानरीमधये बयूटनेर (Buttner) नावाचया गुरुजींचरी एकशशक्षकी शाळा ्होतरी. तया 
गुरुजींना जो्हान माशटमान बाटदेिस ्हा एकमात् मदतनरीस ्होता. तयाचे काम म्ह्जे मिुांना मुळाक्षरे शशकव्े व तयांना 
िेखणया करून दे्े. बयूटनेर मात् अतयंत कडक शशसतरीचे ्होते. बयूटनेर गुरुजींना एक काम पू्मा करायचे ्होते. वगामातरीि 
मिुे दंगा करू नये म्ह्ून तयांना कामात गुंतवायिा ्हवे, यासाठरी तयांनरी मिुांना आकडेमोड करायिा सांगायचे असे 
ठरविे. तयांनरी मुिांना सांशगतिे, 1 ते 100 संखया पाटरीवर शि्हा व तयांचरी बेररीज करा. गुरुजींनरी तयांचे काम सुरू केिे. 
मिुांनरी संखया शि्हायिा सुरुवात किेरी. पाचच शमशनटांत एक पाटरी पािथरी पडलयाचा आवाज आिा. तयांनरी कािमा 
गाऊसकडे पाश्हिे आश् शवचारिे, ‘‘्हे काय? मरी तुिा 1 ते 100 संखया शि्हायिा सांगून तयांचरी बेररीज्हरी करायिा 
सांशगतिरी आ्हे, पाटरी पािथरी का टाकिरीस?  तुिा का्हरीच करायचे ना्हरी का?’’ 
कािमा गाऊस म्ह्ािा, ‘‘मरी बेररीज किेरी आ्हे.’’
गुरुजरी म्ह्ािे, ‘‘काय? इतकया झटकन बेररीज झािरीच कशरी? संखया्हरी शिश्हलया नसतरीि. उततर शकतरी आिे? 
कािमा गाऊस म्ह्ािा, ‘‘पाच ्हजार पन्ास.’’
गुरुजरी आशचयमाचशकत झािे व म्ह्ािे, ‘‘कसं काढिं उततर?’’
कािमा गाऊसचरी झटकन बेररीज करणयाचरी पद्धतरी:
सिग क्रमाने संखया    1       2     3    4 . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .100

उिट क्रमाने संखया   100    99   98    97 . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .1
बेररीज         101  101   101     101                101
 प्रतयेक जोडरीतरीि संखयांचरी बेररीज 101 येते. ्हरी बेररीज 100 वेळा आिरी म्ह्ून 100 ´ 101 ्हा गु्ाकार 
किेा. तो 10100 आिा. येथे 1 ते 100 संखया दोनदा शवचारात घेतलया. म्ह्ून 10100 चया शनमम ेकेिे. ते 5050 
आिे.  म्ह्ून 1, 2, 3, . . . , 100 या संखयांचरी बेररीज 5050 आ्हे. गुरुजींनरी तयािा शाबासकी शदिरी. 
 आता गाऊस यांचरी बेररीज करणयाचरी कृ्प्री वापरून अंकगश्तरी शे्ढरीचया n पदांचरी बेररीज काढणयाचे सतू् 
शमळवू. 

जोहान फे्डररच कालमि गाऊस
30 एशप्रि 1777 - 23 फेब्ुवाररी  1855.
 कािमा गाऊस ्ेह थोर जममान गश्तज् ्होते. तयांचा जनम ब्ॉडन सवाईक 
येथे एका अशशशक्षत कुटुंबात झािा. बयूटनेर यांचया शाळेत तयाने आपलया 
बदु्धरीचरी चु् ूक दाखविरी. तयानंतर बयूटनेर यांचा मदतनरीस जो्हान माशटमान 
बाटदेिस यांचरी गाऊसशरी मैत्री झािरी. दोघांनरी शमळून बरीजगश्तावर एक 
पुसतक प्रशसद्ध किेे. बाटदेिसने गाऊसचरी असामानय बदु्धरी अनेकांचया 
नजरिेा आ्ून शदिरी. 

+ + + + +
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जािून घेऊया.

 अंकगणिती श्ेढीतील पणहलया n पदांची बेरीज (Sum of first n terms of an A. P.)

 अंकगश्तरी श्ेढरी a, a + d, a + 2d, a + 3d, . . .  a +(n - 1)d 

 या श्ेढरीत a ्हे पश्हिे पद आ्हे आश् d ्हा सामानय फरक आ्हे. या श्ेढरीतरीि पश्हलया n पदांचरी बेररीज Sn ने 

दाखवू. 

Sn =       [a]               +    [a + d]          +     . . .    +   [a+(n-2)d] + [a+(n-1)d]

्हरी पदे उिट क्रमाने मांडून,

Sn = [a+(n-1)d]     + [a+(n-2)d]   +        . . .    +     [a + d ]        + [a]

बेररीज करून,

2Sn = [a+a+(n-1)d] + [a + d+a+(n-2)d]+ . . . + [a+(n-2)d+ a + d]+ [a+(n-1)d+a]

2Sn = [2a+(n-1)d]   + [2a+(n-1)d]  + . . . + [2a+(n-1)d] . . . n वेळा.

2Sn = n [2a+(n-1)d]

Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d]    शकंवा      Sn =  na+

n n( )-1
2

d

उदाहरिाथमि,  14, 16, 18, . . .  या अंकगश्तरी श्ेढरीचया पश्हलया 100 पदांचरी बेररीज काढू. 

    येथे a = 14,  d = 2, n = 100

         Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d]

      \ S100 = 
100

2
 [2 ´ 14+(100-1) ´ 2]

            = 50 [28 + 198]

           = 50 ´ 226 = 11,300

       \   शदिेलया श्ेढरीचया पश्हलया 100 पदांचरी बेररीज  11,300

शदिेलया अंकगश्तरी श्ेढरीचे पश्हिे पद a आश् सामानय फरक d असेि, तर 

           tn = a+(n-1)d

       Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] =  na+

n n( )-1
2

d

हे लक्षात ठेिूया.
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 अंकगश्तरी श्ेढरीचया पश्हलया n पदांचया बेरजेचे अजून एक सतू् शमळवू. 

 a, a + d, a + 2d, a + 3d, . . .  [a +(n - 1)d] या अंकगश्तरी श्ेढरीतरीि

 पश्हिे पद = t1 = a आ्हे आश् n वे पद [a +(n - 1)d] आ्हे. 

 आता Sn = 
n
2  [a+a+(n-1)d] 

 \    Sn = 
n
2  [t1 + tn] =  

n
2  [पश्हिे पद + शेवटचे पद]

ÒÒÒ सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) पश्हलया n नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज करा. 

उकल : पश्हलया n नैसशगमाक संखया  1, 2, 3, . . . , n. 

    येथे a = 1,   d = 1,   n वे पद = n

    Sn = 1 + 2 + 3 + . . .  + n

    Sn = 
n
2  [पश्हिे पद + शेवटचे पद]

        = 
n
2  [1 + n]        = 

n n( )+1
2

 \   पश्हलया n नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज 
n n( )+1
2

 असते. 

उदा. (2) पश्हलया n सम नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज करा. 

उकल : पश्हलया n सम नैसशगमाक संखया  2, 4, 6, 8, . . . , 2n. 

  t1 = पश्हिे पद = 2 , tn =  शेवटचे पद = 2n

रीत I 

 Sn = 
n
2  [t1 + tn]

 = 
n
2  [2 + 2n]

 = 
n
2  ´ 2 (1 + n)

 = n (1+ n)

 = n (n+1)

रीत II 

Sn = 2 + 4 + 6 . . .  + 2n

   = 2(1 + 2 + 3 + . . . . + n)

   = 
2 1

2

[ ( )]n n +
 

   = n (1+ n)

  = n (n+1)

रीत III 

Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

    = 
n
2  [2 ´ 2+(n-1)2]

    = 
n
2  [4+2n-2]

 = 
n
2  [2 + 2n]

 = 
n
2  ´ 2 (1 + n)

 = n (1 + n) = n (n+1)
  \   पश्हलया n सम नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज n (n+1) असते. 
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उदा. (3) पश्हलया n शवषम नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज काढा. 

उकल : पश्हलया n शवषम नैसशगमाक संखया. 

  1, 3, 5, 7, . . . , (2n - 1). 

  a = t1 = 1 आश् tn = (2n - 1), d = 2

 रीत I 

Sn =
n
2  [t1 + tn]

 = 
n
2  [1 + (2n - 1)]

 = 
n
2  [1 + 2n - 1]

 = 
n
2  ´ 2n

 = n2

रीत II

Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

    = 
n
2  [2 ´ 1 +(n-1) ´ 2]

 = 
n
2  [2 + 2n - 2]

 = 
n
2  ´ 2n

 = n2

  रीत III 

Sn = 1 + 3 + . . . +(2n-1) 

    = (1 + 2 + 3 + . . . + 2n)     

  - (2 + 4 + 6 + . . . + 2n) 

    = 2 2 1

2

n n( )+  - 2 1

2

n n( )+  

    = (2n2+ n) - (n2+ n) 

    =  n2

 \  पश्हलया n शवषम नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज n2 असते.

उदा. (4) 1 पासून 150 पयांतचया सवमा शवषम संखयांचरी बेररीज करा. 

उकल :  1 पासून 150 पयांतचया सवमा शवषम संखया 1, 3, 5, 7, . . .  , 149. 

   ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी आ्ेह. 

   येथे a = 1  आश् d = 2, प्रथम 1 ते 150 पयांत शवषम संखया शकतरी ते काढू. म्ह्जे n चरी शकंमत काढू. 

   tn= a +(n - 1)d
   149 = 1 +(n - 1)2      \ 149 = 1 + 2n - 2

                        \ n = 75

   आता 1 + 3 + 5 + . . . + 149 या 75 संखयांचरी बेररीज करू. 
   a = 1  आश् d = 2, n = 75

रीत I   Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

     Sn = 

     Sn =  ´ 

     Sn = 

रीत II   Sn = 
n
2  [t1 + tn]

   Sn = 75
2

 [1 + 149]

   Sn =  ´ 

   Sn = 
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सरािसंच 3.3
1. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे पश्हिे पद 6 व सामानय फरक 3 आ्ेह तर S27 काढा.

  a = 6,  d = 3, S27 = ?

  Sn = 
n
2  [  + (n-1) d] 

  S27 = 27
2

 [12 + (27-1) ] 

    = 27
2

 ´ 

    = 27 ´ 45    = 

2. पश्हलया 123 सम नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज काढा. 
3.1 व 350 यांमधरीि सवमा सम संखयांचरी बेररीज काढा. 
4. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे 19 वे पद 52 आश् 38 वे पद 128 आ्हे, तर शतचया पश्हलया 56 पदांचरी बेररीज काढा. 
5. 1 व 140 यांचया दरमयान, 4 ने भाग जा्ाऱया नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज शकतरी आ्हे, ्ेह काढणयासाठरी खािरीि कृतरी  

पू्मा करा. 
1 व 140 चया दरमयान असिेलया 4 ने भाग जा्ाऱया संखया 

4, 8, . . .  . . .  . . , 136

 या एकू् शकतरी संखया? \ n = 

a =  , d = , tn=  

tn= a+(n-1)d

136 =  + (n - 1) ´ 

                           n =        Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

                     S  = 2 [                 ]    =     

 1 व 140 यांचया दरमयानचया 4 ने भाग जा्ाऱया संखयांचरी बेररीज = 

6. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचया पश्हलया 55 पदांचरी बेररीज 3300 आ्हे, तर शतचे 28 वे पद काढा.
ê
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7. एका अंकगश्तरी श्ेढरीतरीि तरीन क्रमागत पदांचरी बेररीज 27 व तयांचा गु्ाकार 504 आ्हे, तर तरी पदे शोधा. 
 (तरीन क्रमागत पदे a - d , a, a + d माना.)

8. एका अंकगश्तरी श्ेढरीतरीि चार क्रमागत पदांचरी बेररीज 12 आ्हे. तसेच तया चार क्रमागत पदांपैकी शतसऱया व 
चौरया पदांचरी बेररीज 14 आ्हे, तर तरी चार पदे काढा. 

 (चार क्रमागत पदे a - d , a, a + d, a + 2d माना.)

9. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे नववे पद शूनय आ्हे, तर 29 वे पद ्हे 19 वया पदाचया ददुपपट अा्हे ्हे दाखवा. 

जािून घेऊया.

 अंकगणिती श्ेढीचे उपयोजन (Applications of A. P.)

उदा. (1)  शमकसर तयार कर्ाऱया एका कंपनरीने शतसऱया वषगी 600 शमकसर तयार केिे आश् सातवया वषगी 700 
शमकसर तयार केिे. दरवषगी तयार ्हो्ाऱया शमकसरचया संखयेतरीि वाढ ठरावरीक असेि तर पुढरीि संखया 
काढा.  (i) पश्हलया वषगीचे उतपादन (ii) 10 वया वषगीचे उतपादन  (iii) पश्हलया सात वषाांतरीि एकू् उतपादन.

उकल :  कंपनरी तयार करत असिेलया शमकसरचरी संखयेतरीि वाढ दरवषगी ठरावरीक  असते.
    यावरून िागोपाठचया वषामातरीि उतपादन या संखया अंकगश्तरी श्ेढरीत आ्हेत.  कंपनरीने
 (i) n वया वषामात tn शमकसर तयार केिे आ्हेत असे मानू. शदिेलया माश्हतरीवरून, 

     t3 = 600, t7 = 700

     आपलयािा मा्हरीत आ्हे की  tn= a+(n-1)d 

       t3= a+(3-1)d
         = 600 = a+2d .......... (I)
       t7= a+(7-1)d
          = a+6d = 700 .......... (II)

    a+2d = 600  \ a = 600 - 2d ्हरी शकंमत समरीकर् (II) मधये ठेवून,   

      600 - 2d + 6d = 700

      4d = 100    \  d = 25

      a+2d = 600      \ a + 2 ´ 25 = 600 

      a + 50 = 600    \ a = 550
    \  पश्हलया वषामातरीि उतपादन 550 शमकसर ्होते. 
  (ii)  tn= a+(n-1)d 

     t10= 550+(10-1) ´ 25  
        = 550 + 225 = 775

    \10 वया वषामातरीि उतपादन 775 शमकसर ्होते.  

ê

ê

ê
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  (iii)  पश्हलया 7 वषाांतरीि उतपादन काढणयासाठरी Sn चे सूत् वापरू. 

    Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

      \ S7 =  
7

2
 [1100 + 150]   =  

7

2
 [1250] = 7 ´ 625 = 4375 

     \  पश्हलया 7 वषाांत 4375 शमकसरचे उतपादन किेे. 

उदा. (2) उसने घेतिेलया 3,25,000 रुपयांचरी फेड करणयासाठरी अजय शमामा पश्हलया मश्हनयात 30500 रुपये 
भरतात. तयानंतर तयांना दरम्हा आधरीचया मश्हनयात भरिेलया रकमेपके्षा 1500 रुपये कमरी भरावे िागतात. तर 
उसने घेतिेलया रकमेचरी फेड पू् मा ्होणयासाठरी तयांना शकतरी मश्हने िागतरीि?

उकल : उसने पैसे पू्मा फेडणयासाठरी n मश्हने िागतरीि असे मानू. 30,500 मधून दरम्हा रु. 1500 कमरी द्ायचे 
आ्ेहत. 

  \  30,500;   30,500 - 1500;   30,500 - 2 ´ 1500,   . . . ्हरी देय रकमांचरी क्रशमका अंकगश्तरी  
 श्ेढरी आ्ेह. 

   पश्हिे पद = a = 30500, d = -1500  उसनरी घेतिेिरी रक्कम = Sn = 3,25,000

    Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

   3,25,000  = 
n
2  [2 ´ 30500+(n-1) ´(-1500)]  

                 =  
n
2  [2 ´ 30500 - 1500n + 1500]

   3,25,000 = 30500n - 750n2 +750n
 \ 750n2 -31250n + 325000 = 0

 \  3n2 -125n + 1300 = 0       . . . . .  (दोन्हरी बाजूंना 250 ने भागू.)

 \  3n2 -60n - 65n + 1300 = 0

 \  3n(n-20) -65 (n-20) = 0

 \  (n - 20) (3n - 65) = 0

 \  n - 20 = 0, शकंवा 3n - 65 = 0

   n = 20  शकंवा n = 
65

3
 = 21

2

3

   n ्हा अंकगश्तरी श्ेढरीतरीि पदाचा क्रमांक असलयाने n ्हरी नैसशगमाक संखया आ्हे. 

 \  n ¹ 65
3

  \  n = 20
(शकंवा, 20 मश्हनयांनंतर  S20 = 3,25,000 म्ह्ून तेव्हा सवमा उसनरी रक्कम फेडिरी जाईि. नंतरचया काळाचा शवचार 
करणयाचरी गरज ना्हरी.)
 \उसने घेतिेलया रकमेचरी फेड पू् मा ्होणयासाठरी तयांना 20 मश्हने िागतरीि. 
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उदा. (3) अनवर दर मश्हनयािा ठरावरीक रकमेचरी बचत करतो. पश्हलया मश्हनयात तो 200 रु. बचत करतो. ददुसऱया  

   मश्हनयात 250 रु.  बचत करतो. शतसऱया मश्हनयात 300 रु. बचत करतो. तर 1000 रुपये बचत शकतवया  

   मश्हनयात ्होईि? तया मश्हनयात तयाचरी एकू् शकतरी बचत झािरी असेि? 

उकल  : पश्हलया मश्हनयातरीि बचत 200 रु. ; ददुसऱया मश्हनयातरीि बचत 250 रु.;  . . .  

     याप्रमा्े दरम्हा ्हो्ाररी बचत    200, 250, 300, . . .   ्हरी अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे. 

    येथे a = 200, d = 50, tnचे सूत् वापरून प्रथम n काढू व तयावरून Sn काढू. 

tn= a+(n-1)d 

                               = 200 +(n-1)50

                                     = 200 + 50n - 50

                       \  1000 = 150 + 50n

                            150 + 50n = 1000

                         50n = 1000 - 150

                         50n = 850

                           \ n = 17 

                 1000 रु. बचत 17 वया मश्हनयात ्होईि.   

                   17 मश्हनयांत एकू् बचत शकतरी ते शोधू. 

                         Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

                              = 
17

2
 [2 ´ 200+(17-1) ´ 50]  

                          =  
17

2
 [400 + 800]

                          =  
17

2
 [1200]

                           = 17 ´ 600

                         = 10200

                   17 मश्हनयांत एकू् बचत 10,200 रु. 
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उदा. (4)   आकृतीत दाखवल्ाप्रमाणे एका रेषेवर A केंद्रबिंदू घेऊन 0.5 सेमी बरिज्ेचे P1 हे अर्धवत््धळ काढले. ते 

उकल : A, B, A, B, . . .  ्ा क्रमाने केंद्र घेऊन काढलेले अर्धपररघ अन्क्रमे P1, P2, P3, . . .  मानू. पबहल्ा 

अर्धवत््धळाची बरिज्ा 0.5 सेमी आहे. दुसऱ्ा अर्धवत््धळाची बरिज्ा 1.0 सेमी आहे, . . .  ्ाप्रमाणे   माबहती 

बदली आहे. ्ावरून P1, P2, P3, . . . P13 काढू.  

  पबहल्ा अर्धपररघाची लािंी = P1 = p r1 = p ´ 
1

2
 = p

2  

          P2 = p r2 = p ´ 1 = p

          P3 = p r3 = p ´ 1.5 = 
3

2
p

  P1, P2, P3, . . . हे अर्धपररघ,  महणजे 
1

2
 p, 1 p, 3

2
p, . . . ्ा संख्ा अंकगबणती श्ेढीत आहेत. 

  ्ेथे a = 
1

2
 p, d = 

1

2
 p,  ्ावरून S13 काढू. 

                    Sn = 
n
2  [2a+(n-1)d] 

                     S13= 
13

2
 [2 ´ p

2  +(13-1) ´ p
2 ]  

                       = 
13

2
 [p + 6 p]

                       = 
13

2
 ´ 7 p

                       =  
13

2
 ´ 7 ´ 22

7

                       = 143 सेमी. 

  \13 अर्धवत््धळांनी त्ार झालेल्ा वक्राची एकूण लांिी 143 सेमी. असेल. 

A B

ह्ा रेषेला B बिंदूत छेदते. आता B केंद्रबिंदू घेऊन 1 सेमी बरिज्ेचे 

P2 हे अर्धवत््धळ रेषेच्ा दुसऱ्ा िाजूला काढले. 

आता प्नहा A केंद्र घेऊन 1.5 सेमी बरिज्ेचे अर्धवत््धळ P3 काढले. 

अशा प्रकारे A आबण B केंद्र घेऊन अन्क्रमे 0.5 सेमी, 1 सेमी, 

1.5 सेमी, 2 सेमी, अशा बरिज्ांची अर्धवत््धळे काढल्ाम्ळे एक 

वल्ाकार आकृती त्ार होते, तर अशा प्रकारे 13 अर्धवत््धळांनी  

त्ार झालेल्ा वक्रांची एकूण लांिी बकती असेल? 

(p = 
22

7
 घ्ा. )

P1

P2

P3
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उदा. (5) एका गावात 2010 सािरी 4000 िोक साक्षर ्होते. ्हरी संखया दरवषगी 400 ने वाढते. तर 2020 सािरी  

  शकतरी िोक साक्षर असतरीि?

उकल :    
वषमा 2010 2011 2012 ... 2020

साक्षर िोक 4000 4400 4800 ...

    a = 4000,  d = 400   n = 11 

                        tn= a+(n-1)d 

                       = 4000 + (11-1)400

                          = 4000 + 4000

                             = 8000

                  2020 सािरी 8000 िोक साक्षर असतरीि. 

उदा. (6) श्रीमतरी शेख यांना 2015 सािरी वाशषमाक पगार 1,80,000 रु.  शमळेि अशरी नोकररी शमळािरी.  

  ऑशफसने तयांना दरवषगी 10,000 रुपये वाढ द्ायचे कबिू किेे. तर शकतवया वषगी तयांचा वाशषमाक पगार  

  2,50,000 रुपये ्होईि? 

उकल :

वषमा पश्हिे वषमा
(2015)

ददुसरे वषमा
(2016)

शतसरे वषमा
(2017)

...

पगार रुपये [1,80,000] [1,80,000 + 10,000] ...
   a = 1,80,000,         d = 10,000    n = ?     tn= 2,50,000 रुपये.

      tn= a+(n-1)d 
         2,50,000 = 1,80,000 + (n-1) ´ 10,000

        (n-1) ´ 10000  = 70,000 

        n-1 = 7

        n = 8

   \   8 वया वषगी तयांचा वाशषमाक पगार 2,50,000 रुपये ्होईि. 
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1. साशनकाने 1 जाने. 2016 िा ठरविे की तया शदवशरी ` 10, ददुसऱया शदवशरी ` 11 शतसऱया शदवशरी ` 12 अशा 
प्रकारे बचत करत र्हायचे. तर 31 शडसेंबर 2016 पयांत शतचरी एकू् बचत शकतरी झािरी?

2. एका गृ्हसथाने 8000 रुपये कजामाऊ घेतिे आश् तयावर 1360 रुपये वयाज देणयाचे कबूि केिे. प्रतयेक 
्हप्ा आधरीचया ्हपतयापेक्षा 40 रुपये कमरी देऊन सवमा रक्कम 12 माशसक ्हपतयातं भरिरी, तर तयाने शदिेिा  
पश्हिा व शेवटचा ्हप्ा शकतरी ्होता?

3. सशचनने राष्ट्ररीय बचत प्रमा्पत्ांमधये पश्हलया वषगी 5000 रुपये , ददुसऱया वषगी 7000 रुपये, शतसऱया वषगी 
9000 रुपये याप्रमा्े रक्कम गुंतविरी, तर तयाचरी 12 वषाांतरीि एकू् गुंतव्ूक शकतरी?

4. एका नाट्गृ्हात खुचयाांचया एकू् 27 रांगा आ्हेत. पश्हलया रांगेत 20 खुचयामा आ्हेत, ददुसऱया रांगेत 22 
खचुयामा शतसऱया रांगेत 24 खुचयामा याप्रमा्े सवमा खुचयाांचरी मांड्री आ्हे. तर 15 वया रांगेत एकू् शकतरी खुचयामा 
असतरीि आश् नाट्गृ्हात एकू् शकतरी खुचयामा असतरीि?

5. कारशगि येथे एका आठवड्ातरीि सोमवार ते शशनवार या शदवसांचया तापमानांचरी नोंद किेरी. तया नोंदरी अंकगश्तरी  
श्ेढरीत आ्हेत असे आढळिे. सोमवार व शशनवारचया तापमानांचरी बेररीज मंगळवार व शशनवारचया तापमानांचया  
बेरजेपके्षा 5° सेबलसयसने जासत आ्हे. जर बुधवारचे तापमान -30° सेबलसयस असेि तर प्रतयेक शदवसाचे 
तापमान काढा. 

6. जागशतक पयामावर् शदनाशनशमतत शत्को्ाकृतरी भूखंडावर वृक्षारोप्ाचा कायमाक्रम आयोशजत करणयात आिा. 
पश्हलया ओळरीत एक झाड ददुसऱया ओळरीत दोन झाडे, शतसऱया ओळरीत तरीन याप्रमा्े 25 ओळींत झाडे 
िाविरी, तर एकू् शकतरी झाडे िाविरी? 

संकीिमि प्रशनसंग्रह 3

सरािसंच 3.4

1. खािरी शदिेलया उपप्रशनांचरी पयामायरी उततरे शदिरी आ्हेत. तयांपैकी अचूक पयामाय शनवडा. 

 (1) -10, -6, -2, 2, . . .  ्हरी क्रशमका ....

    (A) अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे, कार् d = -16  (B) अंकगश्तरी श्ेढरी आ्हे कार् d = 4

    (C) अंकगश्तरी श्ेढरी आ्ेह, कार् d = -4    (D) अंकगश्तरी श्ेढरी ना्हरी. 

 (2) जयाचे पश्हिे पद -2 आ्ेह आश् सामानय फरक ्हरी -2 आ्हे अशा अंकगश्तरी शे्ढरीतरीि पश्हिरी चार पदे 
..... आ्हेत. 

    (A) -2, 0, 2, 4          (B) -2, 4, -8, 16

    (C) -2, -4, -6, -8     (D) -2, -4, -8, -16

 (3) पश्हलया 30 नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज खािरीिपैकी को्तरी? 

    (A) 464             (B) 465    (C) 462    (D) 461
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 (4) शदिेलया अंकगश्तरी श्ेढरीचे t7 = 4, d = -4 तर a = . . . 

   (A) 6 (B) 7 (C) 20 (D) 28

 (5) एका अंकगश्तरी श्ेढरीसाठरी a = 3.5, d = 0,  तर tn = . . . 

   (A) 0 (B) 3.5 (C) 103.5 (D) 104.5

 (6) एका अंकगश्तरी श्ेढरीचरी पश्हिरी दोन पदे -3, 4 आ्ेहत. तर 21 वे पद . . .  आ्हे. 

   (A) -143  (B) 143 (C) 137 (D) 17

 (7) जर एका अंकगश्तरी श्ेढरीसाठरी d = 5 तर t18 - t13 = . . . 

   (A) 5  (B) 20 (C) 25 (D) 30

 (8) 3 चया पश्हलया पाच पटींचरी बेररीज . . .  आ्हे. 

   (A) 45  (B) 55 (C) 15 (D) 75

 (9) 15, 10, 5, . . .  या अंकगश्तरी श्ेढरीचया पश्हलया 10 पदांचरी बेररीज . . .  आा्हे. 

   (A) -75  (B) -125 (C) 75 (D) 125

 (10) एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे पश्हिे पद 1 असून n वे पद 20 आ्हे. जर Sn = 399 आ्हे, तर n = . . . 

   (A) 42  (B) 38 (C) 21 (D) 19

2. -11, -8, -5, . . . , 49 या अंकगश्तरी श्ेढरीचे शेवटून चौथे पद काढा. 

3. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे 10 वे पद 46 आ्ेह. 5 वया व 7 वया पदांचरी बेररीज 52 आ्हे. तर तरी श्ेढरी काढा. 

4. जया अंकगश्तरी श्ेढरीचे 4 थे पद -15, 9 वे पद -30 Amho, तया श्ेढरीतरीि पश्हलया 10 पदांचरी बेररीज काढा. 

5. दोन अंकगश्तरी श्ेढरी 9, 7, 5, . . .  आश् 24, 21, 18, . . .  . अशा शदलया आ्ेहत. जर या दोन अंकगश्तरी 

श्ेढरीचे n वे पद समान असिे तर n चरी शकंमत काढा आश् ते n वे पद काढा. 

6. जर एका अंकगश्तरी श्ेढरीचया शतसऱया व आठवया पदांचरी बेररीज 7 असेि आश् सातवया व 14 वया पदांचरी  

बेररीज -3 असेि तर 10 वे पद काढा.

7. एका अंकगश्तरी श्ेढरीचे पश्हिे पद -5 आश् शेवटचे पद 45 आ्ेह. जर तया सवमा पदांचरी बेररीज 120 असेि तर तरी 

शकतरी पदे असतरीि आश् तयांचा सामाईक फरक शकतरी असेि? 

8. 1 ते n नैसशगमाक संखयांचरी बेररीज 36 आ्हे. तर n चरी शकंमत काढा. 
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9. 207 या संखययेचये तीन भाग असये करा की तया संखया अंकगणिती श्येढीत असतील व लहान दोन भागांचा गुिाकार

4623 असयेल.

10. एका अंकगणिती श्येढीत 37 पदये आहयेत. सवाांत मधयावर असलयेलया तीन पदांची बयेरीज 225 आहये आणि शयेवटचया 

तीन पदांची बयेरीज 429 आहये तर अंकगणिती श्येढी णलहा.

11. जया अंकगणिती श्येढीचये पणहलये पद a आहये. दुसरये पद b आहये आणि शयेवटचये पद c आहये. तर तया श्येढीतील सव्व

पदांची बयेरीज (a + c)(b + c - 2a)
2(b - a)

 एवढी आहये हये दाखवा.

12. जर अंकगणिती श्येढीतील पणहलया p पदांची बयेरीज ही पणहलया q पदांचया बयेरजयेबरोबर असयेल तर तयांचया पणहलया 

(p + q) पदांची बयेरीज शूनय असतये हये दाखवा. (p ¹ q)

13. अंकगणिती श्येढीचया m वया पदाची m पट ही n वया पदाचया n पटीबरोबर असयेल तर तयाचये (m + n) वये पद

शूनय असतये हये दाखवा. (m ¹ n)

14. 1000 रुपयांची रक्कम 10% सरळवयाज दरानये गुंतवली, तर प्रतययेक वरा्वचया शयेवटी णमळिाऱया वयाजाची रक्कम

अंकगणितीय श्येढी होईल का हये तपासा. ती अंकगणितीय श्येढी होत असयेल तर 20 वराांनंतर णमळिाऱया वयाजाची

रक्कम काढा. तयासाठी खालील कृती पिू्व करा. 

सरळवयाज = 
P R N´ ´
100

1 वरा्वनंतर णमळिारये सरळवयाज = 
1000 10 1

100

´ ´
 = 

2 वराांनंतर णमळिारये सरळवयाज = 
1000 10 2

100

´ ´
 = 

3 वराांनंतर णमळिारये सरळवयाज = 
 ́   ́  

100  = 300

अशा प्रकारये 4, 5, 6 वराांनंतर णमळिारये वयाज अनुक्रमये 400, ,  असयेल. 

 या संखययेवरून d = , आणि a = 

 20 वराांनंतर णमळिारये सरळवयाज, 

tn= a+(n-1)d
 t20=  +(20-1) 

     t20=   

20 वराांनतर णमळिारये एकिू वयाज = 

rrr
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चला, चचामि क�या.

शशशक्षका : शवद्ाथगी शमत्ांनो, आपलया देशात वयापारासाठरी को्तरी करप्र्ािरी चािू आ्हे?
अायुष ः    आपलया देशात ‘जरीएसटरी’ म्ह्जे वसतू व सेवा कर ्हरी करप्र्ािरी 
 चािू आ्हे. 
शशशक्षका ः छान! तयाबद्दि तुम्हांिा काय काय मा्हरीत आ्हे?
अयान :  GST म्ह्जे Goods and Service Tax. 
आयशा :  संपू्मा देशात एकच करप्र्ािरी अमिात आिरी आ्हे. 
शशशक्षका : बरोबर. पूवगी शवशवध राजयांत वेगवेगळे कर वेगवेगळ्ा वेळरी द्ावे िागत ्होते. पूवगीचया करांपैकी को्ते 

कर वसतू व सेवा करामधये अंतभूमात करणयात आिे आ्हेत, ते खािरीि शचत् पाहून सांगा.
शफीक :  उतपादन शुलक, सरीमा शुलक, व्हरॅट, करम्ूक कर, केंद्ररीय शवक्री कर, सेवा कर, जकात इतयादरी. 
शशशक्षका : ्हे सवमा कर रद्द करून आता फक् वसतू व सेवा ्हा एकच कर वसतू व सेवांचया खरेदरी-शवक्रीवर आकारिा 

जातो. म्ह्ून म्ह्तात ‘एक देश, एक कर, एक बाजार’.  ्हरी करप्र्ािरी 1 जुिै 2017 पासून अमिात 
आिरी.  

· जरीएसटरी ओळख    · कर बरीजक (टरॅकस इनव्हॉइस) 
· जरीएसटरी ग्न व इनपुट टरॅकस क्रेडरीट   · शेअसमा, मयुचयुअि फंड व SIP

उतपादन शुलक
(एकसाइज ड्ुटरी)

करम्ूक कर

 मूलयवशधमात कर (व्हरॅट)

सेवा कर

सरीमा शुलक (कसटम ड्ुटरी)

केंद्ररीय अशधभार व उपकर

वसतू व सेवा कर
(जरीएसटरी)

ऐषाराम कर

जकात
शवशेष सरीमा शुलक 

SAD

अशधकचे सरीमा शुलक
CVD

केंद्ररीय शवक्री कर (CST)

चला, णशकूया.

4 अथमिणनयोजन
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करबरीजक (Tax Invoice)

वेद :    आम्हांिा या शबिात का्हरी नवे शबद शदसतात. तयांचे अथमा सांगा. 
शशशक्षका : CGST आश् SGST ्हे GST चे दोन भाग आ्हेत. CGST म्ह्जे (Central Goods  and 

Services Tax) म्ह्जे क�द्रीय िसतू ि सेिा कर, ्हा केंद्र सरकारकडे जमा ्होतो. SGST म्ह्जे 
(State Goods & Services Tax) राजय िसतू ि सेिा कर. ्हा राजय सरकारकडे जमा ्होतो. 

ररया : वरचया उजवया कोपऱयात अंक व अक्षरांचरी खूप मोठरी रांग शदसते ते काय आ्हे? 
शशशक्षका : ्हा जरीएस् शटन म्ह्जे वयापाऱयाचा ओळख क्रमांक आ्हे. (GSTIN - GST Identification 

Number). जया वयापाऱयांचरी मागरीि आशथमाक वषामातरीि उिाढाि 20 िाख रुपयांपेक्षा जासत असते, 
तयांना ्हा क्रमांक घे्े बंधनकारक असते.  PAN  मधये जशरी 10 अंकाक्षरे असतात, तशरी प्रतयेक 
वयापाऱयािा शदिेलया GSTIN मधये 15 अंकाक्षरे असतात. या 15 अंकांमधयेच तया वयापाऱयाचा 10 
अंकाक्षरांचा PAN समाशवष् असतो.

उदा्हर्ाथमा,   27  A   B   C   D   E   1   2   3   4   H   1    Z    5 (शवेटरी अंक शकंवा अक्षर यांपैकी एक असते.)
      10 अंकाक्षररी PAN     

एका नोंद्रीसाठरी 1 अंक
सवाांसाठरी समान
(बाय डरीफॉलट) 

चेक सम शडशजट
राजयाचा 2 अंकी

संकेतांक 
(चेक सम शडशजट म्ह्जे GST चया वेबसाइटवर GSTIN टाकिा, 
की ्हा नंबर वैध आ्हे की ना्हरी, ्हे समजते.)

जािून घेऊया.

  
िसतू खरेदीचा टॅक्स इनवहलॉईस  (निुना)

 SUPPLIER : A to Z SWEET MART                                                     GSTIN :27ABCDE1234H1Z5
                      143, Shivaji Rasta, Mumbai : 400001 Maharashtra 
                     Mob. No. 92636 92111 email : atoz@gmail.com                     
Invoice No. GST/110                                                            Invoice Date: 31-Jul-2017

S.
No.

HSN
 code

Name 
of 

Product

Rate Quantity Taxable
Amount

CGST

Rate    Tax

SGST

Rate    Tax

Total

Rs.
1 210690 पेढे रु.400

प्र. शक.
500 ग्रॅम 200.00 2.5%  5.00 2.5% 5.00 210.00

2 210691 चॉकिेट रु. 80 1 बार 80.00 14% 11.20 14% 11.20 102.40
3 2105 आइसक्रीम रु.200 1 परॅक 

(500 ग्रॅम)
200.00 9% 18.00 9% 18.00 236.00

4 1905 ब्ेड रु. 35 1 परॅक 35.00 0% 0.00 0% 0.00 35.00
5 210690 िो्री रु.500

प्र. शक.
250 ग्रॅम 125.00 6% 7.50 6% 7.50 140.00

                                                                                           एकूि रुपये 41.70 41.70 723.40

‘27’  ्हा म्हाराष्ट्राचा राजय संकेतांक 
(State Code) आ्हे. 27 या 
संकेतांकावरून या वयापाऱयाचरी नोंद्री 
म्हाराष्ट्रात झािरी आ्हे, ्हे समजते. 
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जेनरी : बरीजकात HSN कोड ्हा शबद देखरीि आ्हे. 
शशशक्षका: HSN कोड म्ह्जे तया वसतूचा वगगीकर्ातरीि शवशशष् क्रमांक असतो. कर बरीजकामधये तयाचा 

अंतभामाव करायिा ्हवा असतो. HSN म्ह्जे Harmonized System of Nomenclature. 
जोसेफ :  कर बरीजकात ददुकानाचे नाव, पतता, ताररीख, बरीजक क्रमांक, मोबाइि नंबर व इ-मेि आयडरीसुद्धा  

आ्हे. 
शशशक्षका : आता या बरीजकात वसतू व सेवाकराचरी आकार्री कशरी किेरी आ्हे ते पाहू. तयासाठरी पुढरीि 

वाकयांतरीि ररकामया चौकटरी भरा. बरीजकात पेढांचा भाव 400 रु. प्रशतशकिो आ्हे. अधामा 
शकिोग्रॅम पेढे घेतिे आ्ेहत. म्ह्ून तयाचरी शकंमत 200 रु. आ्हे. 

 Ê पेढावर केंद्राचा कर 2.5% दराने  रुपये, तसेच राजयाचया कर  दराने 5 रुपये. 

 Ê यावरून, पेढांवररीि वसतू-सेवा कराचा दर 2.5%+2.5% = 5% व एकू्  कर 10 रुपये.

 Ê याप्रमा्े चॉकिेटवर वसतू-सेवा कराचा एकू् दर  % म्ह्ून तयावररीि एकू्  कर  रुपये. 

 Ê आइसक्रीमवर वसतू सेवा कराचा एकू्  दर  % आ्हे. म्ह्ून आइसक्रीमचरी शकंमत  रुपये. 

 Ê िोणयावर केंद्राचा दर  % व राजयाचा दर  %  शमळून वसत-ूसवेा कराचा दर  % 

आ्ह.े 

आशदतय : ब्ेडवर कराचा दर 0% आ्ेह. तसेच प्रतयेक वसतूवर केंद्र व राजयाचा कर दर समान आ्हे.

शननाद : वसतूपं्रमा्े करांचे दर वेगवेगळे आ्हेत, जसे 0%, 5%, 12%, 18% व 28%.

शशशक्षका : प्रतयेक वसतूवररीि कराचा दर शासन शनबशचत करते. आता एका सेवा बरीजकाचा्हरी नमुना पाहू. 

शदिेलया माश्हतरीवरून ररकामया जागा भरून सेवाबरीजक पू्मा करा. 

सेवा पुरवलयाचा टरॅकस इनव्हॉइस (नमुना)

                                          आहार सोनेरी, खेड णशिापूर, पुिे                      Invoice No. 58
Mob. No. 7588580000 email - ahar.khed@yahoo.com

GSTIN : 27 AAAAA5555B1ZA                                        Invoice Date : 25-Dec-2017
S A Code

(SAC)
Food items Qty Rate

(in Rs.)
Taxable
 amount

CGST SGST

9963 Coffee 1 20 20.00 2.5% 0.50 रु. 2.5% . . . 
9963 Masala Tea 1 10 10.00 . . . . . . .  2.5% . . .  
9963 Masala Dosa 2 60 . . .  . 2.5% . . .  . . .  . . .  

                                                         Total . . .  . . .   . . .  
 Grand Total = -------- रुपये

शशशक्षका : वसतू व सेवा या दोन्हरी शबिांचे नरीट शनररीक्ष् करून दोन्हरी शबिांचया कोडमधरीि फरक शोधा बरं. 
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परॅटट्ररीक  : वसतुशबिावर HSN कोड शदिा आ्हे, तर उपा्हारगृ्हाचया शबिावर SAC कोड शदसतो आ्हे. 
शशशक्षका : SAC म्ह्जे सेवांचया वगगीकर्ातरीि शवशशष् क्रमांक असतो. तयास SAC - Service  

Accounting Code म्ह्तात.
    खािरीि सार्रीत का्हरी वसतू, सेवा आश् तयांवररीि करांचे दर नमुनयादाखि शदिे आ्ेहत.

अ.क्र. प्रकार कराचा दर वसतू व सेवा प्रकार 
I  शूनयाधाररत 

(Nil 
rated)

0% िसतू - अन्धानयास्ह जरीवनावशयक वसतू, भाजरीपािा, फळे, दूध, मरीठ 
मातरीचरी भांडरी इतयादरी. 
सेिा - धमामादाय संसथाचंे उपक्रम, पाणयाचरी वा्हतूक, रसते व पिुांचा वापर, 
शशक्ष् व आरोगय सेवा, सावमाजशनक वाचनािय, शेतरीसंबंधरी सेवा इतयादरी. 

II  शनमन दर 5% िसतू - सामानय वापरातरीि वसतू - जसे- LPG शसशिंडर, च्हा, तेि, 
मध, फ्ोजन भाजया, िवंग, शमररी, मसािे, शमठाई इतयादरी. 
सिेा  - रेलवे वा्हतूक, बस वा्हतूक, टरॅकसरी सेवा, शवमान वा्हतूक 
(इकॉनॉमरी क्ास), ्हॉटेलसमधये खाद्पदाथमा व पेय पुरव्े, इतयादरी.

III  प्रमा् दर 
(सतर I)

12% िसतू - ग्ा्हकोपयोगरी वसतू - िो्री, तूप, सुकामेवा,  भाजया व फळांपासून 
तयार केिेिे िो्चरी, मुरांबा, जरॅम, जिेरी, चटणया, मोबाइि इतयादरी. 
सिेा - छपाईसाठरी कामे, गेसट ्हाउस, बांधकाम वयवसायाशरी शनगशडत 
सेवा इतयादरी. 

IV  प्रमा् दर 
(सतर II)

18%
(मोठ्या 
प्रमा्ात 
वसतू व 
सेवांचा 

समावेश)

िसतू - माबमाि, ग्रॅनाईट, परफयुमस, धातूचया वसतू, संग्क, शप्रंटर, 
मॉनरीटर, CCTV इतयादरी. 
सिेा - कुररअर सबव्हमासेस, आऊटडोअर केटररंग, सक्कस, नाटक, प्रदशमान, 
शसनेमा, चिन शवशनमय सेवा, शेअर खरेदरी-शवक्रीवररीि दिािरीचरी सेवा 
इतयादरी. 

V  उच्चतम दर 28% िसतू - ऐषारामाचया वसतू, मोटर सायकि पाट्मा स, िकझररी कार, पान 
मसािा, व्हरॅकयुम क्रीनर, शडश वॉशर AC यशुनट, वॉशशंग मशरीन, तंबाखू 
उतपादने, शरीतपेये इतयादरी. 
सिेा - पंचतारांशकत ्हॉटेि शनवास वयवसथा, ॲमयुझमेंट पाक्क, वॉटर 
पाक्क, थरीम पाक्क, कॅसरीनो, रेसकोसमा, IPL सारखे खेळ, शवमान वा्हतूक 
(शबझनेस क्ास) इतयादरी. 

संदभमा :  www.cbec.gov.in (Central Board of Excise & Customs) चरी वेबसाइट. 
या वयशतररक् 0% ते 5% चया दरमयान को्तया वसतूंवर जरीएसटरी आ्हे ते शोधा. 

टीप : - ्ेह प्रकर् शिश्हणयाचया वेळरी शासनाने ठरविेिे जरीएसटरीचे प्रकार व दर घेतिे आ्हेत. 
तयातं बदि ्होऊ शकताे. वरीज, पेटट्रोि, डरीझेि इतयादरी जरीएसटरीचया कक्षेत ना्हरीत. 
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कृती I : तुम्हांिा िाग्ाऱया शकमान द्हा वसतूंचरी यादरी तयार करा व तयावर जरीएसटरीचा दर शकतरी 
आ्ेह ते शदिेिरी यादरी, वृततपत्े, इंटरनेट, जरीएसटरीवररीि पुसतके शकंवा वसतू खरेदरीचया शबिांवरून 
शोधून शि्हा. शमत्ांबरोबर ्हरी माश्हतरी पडताळून पा्हा. 

वसतू जरीएसटरीचा दर वसतू जरीएसटरीचा दर
1.सकेचबुक
2.कंपासपेटरी
3.- - - -- 
4.- - - - -
5.- - - - -

6. - - - -- 
7.- - - - -
8. - - - - -
9. - - - - -
10. - - - - -

कृती II : कृतरी I प्रमा्े शकमान द्हा शवशवध सेवा(जसे - रेलवे व एस.टरी.बस बुकींग सेवा इतयादरी) 
शमळवणयासाठरी जरीएसटरीचे दर शोधा शकंवा सेवा पुरवलयाचरी शबिे शमळवा. तयावरून खािरीिप्रमा्े 
तक्ा पू्मा करा. 

सेवा जरीएसटरीचा दर सेवा जरीएसटरीचा दर
1.रेलवे बुकींग
2.कुररअर सबव्हमास
3.- - - -- 
4.- - - - -
5.- - - - -

6. - - - -- 
7.- - - - -
8. - - - - -
9. - - - - -
10. - - - - -

कृती III : खािरीि तक्ा पा्हा व आ्खरी वसतू व सेवा कोड शोधून शि्हा. 
सेवा SAC GST चा दर वसतू HSN Code GST चा दर

रेलवे वा्हतूक सेवा 996511 -- डु्िकस पेंट 3208 28%
शवमान वा्हतूक सेवा (इकॉनॉमरी) 996411 -- बॉिबेरींग 84821011 28%

चिन शवशनमय सेवा 997157 -- सपरीडोमरीटर 8714 28%
ब्ोकर सेवा 997152 -- बटाटे 0701 0%

टरॅकसरी सबव्हमास 996423 -- -- -- --
5-सटार ्हॉटिे सेवा -- -- -- -- --

-- -- -- -- -- --
कृती IV : को्तया्हरी 5 वसतू व 5 सेवांसाठरी HSN व SAC तक्ा तयार करा. तया तकतयामधये 
वसतू व सेवांचरी शचत्े शचकटवा. तया वसतू व सेवांसाठरी GST चे दर शोधून शि्हा. 
टीप : िसतू ि सेिांिरील दर तसेच HSN, SAC कोडिरील कृती इतयादी िाणहतीसाठी आहेत. 
हे पाठ करणयाची गरज नाही.
उपक्रि : तुम्हरी शवशवध प्रकारचरी शबिे शमळवा. जसे वसतू पुरवठा शबिे, सेवा पुरविरी असलयाचरी शबिे इतयादरी. 
तया शबिांचा जरीएसटरीचया संदभामात वेगवेगळ्ा दृबष्कोनातून अभयास करा व वगामात चचामा करा.:
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ÒÒÒ सोडिलेली उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) आरतरी गरॅस एजनसरीने ` 545 करपात् शकमतरीचा एक LPG शसशिंडर ग्ा्हकास शवकिा. जरीएसटरीचा  
 दर 5% आ्हे, तर ग्ा्हकास शदिेलया करबरीजकात केंद्राचा व राजयाचा कर शकतरी रुपये असिे?  
 ग्ा्हकास एकू्  शकतरी रुपये द्ावे िागतरीि? आरतरी गरॅस एजनसरीिा एकू्  शकतरी वसतू सेवा कर  
 भरावा िागेि?

उकल : जरीएसटरी कराचा दर = 5% \ सरीजरीएसटरीचा दर 2.5%, व  एसजरीएसटरीचा दर = 2.5%. 

    सरीजरीएसटरी =  
2 5

100

.
 ´ 545 = 13.625 = 13.63 रुपये

 \ एसजरीएसटरी = सरीजरीएसटरी = 13.63 रुपये
    ग्ा्हकास द्ावरी िाग्ाररी एकू्  रक्कम = करपात् शकंमत + केंद्राचा कर + राजयाचा कर

             = 545 + 13.63 + 13.63 = 572.26 रुपये

 आरतरी गरॅस एजनसरीिा कदे्रांचा कर = 13.63 रुपये व राजयाचा कर = 13.63 रुपये भरावा िागेि. 
म्ह्जे एकू्  वसतू सेवा-कर 27.26 रुपये भरावा िागेि. 

उदा. (2) कुररअर सेवा दे्ाऱया एका एजंटने एक पासमाि नाशशकहून नागपूरिा पाठवणयासाठरी ग्ा्हकाकडून  
 एकू् 590 रुपये घेतिे. तयात 500 रुपये करपात् शकमतरीवर केंद्राचा कर 45 रुपये व राजयाचा  
 कर 45 रुपये आ्ेह, तर या वयव्हारात आकारिेिा वसतू सेवा कराचा दर काढा. 

उकल : एकू् वसतू व सेवा कर = केंद्राचा कर + राजयाचा कर = 45 + 45 = 90 रुपये.  

  \ वसतू सेवा कराचा दर = 
90

500
 ´ 100 = 18% 

    कुररीअर सेवा दे् ाऱया एजनटने वसतू सेवा कराचा दर 18% आकारिा. 

उदा. (3) श्रीकर यांनरी 50,000 रुपये छापरीि शकमतरीचा िरॅपटॉप शवकत घेणयाचे ठरविे. ददुकानदाराने या  
 शकमतरीवर तयांना 10% सूट शदिरी. िरॅपटॉपवर वसतू सेवा कराचा दर 18% आ्हे, तर ददुकानदाराने  
 आकारिेिा केंद्राचा कर व राजयाचा कर काढा. श्रीकर यांना ्हा िरॅपटॉप शकतरी रुपयांना शमळािा? 

उकल : येथे प्रथम सूट काढू. तरी शदिेलया शकमतरीतून वजा करू व उरिेलया रकमेवर 18% दराने 
   वसतू व सेवा कराचरी आकार्री करू. 
   सूट = 50,000 रुपयांवर 10% = 5,000 रुपये 

 \ िरॅपटॉपचरी करपात् शकंमत = 50,000 - 5,000 = 45,000 रुपये. 

 \ 18% जरीएसटरी दराने केंद्राचा कर = 9% 

    45,000 रुपयांवर 9% केंद्राचा कर = 
9

100
 ´ 45000 = 4050 रुपये. 

 \ राजयाचा कर = 4050 रुपये. 

 \ िरॅपटॉपचरी एकू्  शकंमत = 45000 + 4050 + 4050 = 53,100 रुपये. 
   उततर ः श्रीकरिा िरॅपटॉप 53,100 रुपयांस शमळािा. 
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टीप : करपात् शकंमत म्ह्जे जया शकमतरीवर कर आकारिा जातो तरी शकंमत. बरीजक मूलय म्ह्जे 
करास्ह शदिेिरी एकू् शकंमत. उदा्हर्ात नमूद केिे नसेि तर शवक्रीचरी शकंमत करपात् आ्हे असे 
समजावे. जेवढा केंद्राचा कर असतो तेवढाच राजयाचा कर असतो.

सरािसंच 4.1

1. ‘पावन मेशडकलस’ औषधांचा पुरवठा करतात. तयांचया ददुकानातरीि का्हरी औषधांवर GST चा दर 12% 
आ्हे, तर CGST व SGST चा दर शकतरी असेि? 

2. एका वसतूवररीि CGST चा दर 9% असेि तर SGST चा दर शकतरी? तसेच GST चा दर शकतरी? 

3. ‘मेससमा ररयि पेंट’ ने प्रतयेकी ` 2800 करपात् शकमतरीचे िसटर पेंटचे 2 डबे शवकिे. GST चा दर 
28% असलयास कर बरीजकात CGST व SGST शकतरी रुपये आकारिा असेि?

4. एका ररसटवॉच बेलटचरी करपात् शकंमत 586 रुपये आ्हे. GST चा दर 18% आ्हे. तर, ग्ा्हकािा 
तो बेलट शकतरी रुपयांस शमळेि?

5. खेळणयातरीि एका ररमोट कनटट्रोि कारचरी जरीएसटरी करास्ह एकू् शकंमत 1770 रुपये आ्हे. जरीएसटरीचा 
दर 18% आ्हे, तर तया कारचरी करपात् शकंमत, तयावररीि CGST व SGST चे ग्न करा. 

6. ‘टरीपटॉप इिेकटट्रॉशनकस’ने एका कंपनरीिा दरीड टनाचा व करास्ह 51,200 रुपये शकमतरीचा एअरकंशडशनर 
पुरविा. एअरकंशडशनर वररीि CGST चा दर 14% आकारिा. तर कर बरीजकात खािरीि बाबरी 
शकतरी दशमावलया असतरीि ते काढा. 

 (1) SGST चा दर   (2) एसरीवररीि GST चा दर (3) एसरीचरी करपात् शकंमत 

 (4) GST चरी एकू् रक्कम  (5) CGST चरी रक्कम (6) SGST चरी रक्कम

7.  प्रसादने ‘म्हाराष्ट्र इिेकटट्रॉशनकस गुड् स’मधून 40,000 रुपये छापरीि शकमतरीचे वॉशशंग मशरीन शवकत घेतिे. 
तयावर ददुकानदाराने 5% सूट शदिरी. जरीएसटरीचा दर 28% आ्हे. तर प्रसादिा ते वॉशशंग मशरीन शकतरी 
रुपयांस शमळािे? कर बरीजकात सरीजरीएसटरी व एसजरीएसटरी शकतरी रुपये असेि ते काढा. 

जािून घेऊया.

 वयवसाय साखळरीतरीि जरी. एस. टरी. (G.S.T. in trading chain)

उतपादक घाऊक वयापाररी
शकंवा शवतरक

शकरकोळ वयापाररी ग्ा्हक

वयवसाय साखळरी (Trading Chain) 
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वयवसाय साखळरीत जरीएसटरी कशाप्रकारे आकारतात व शासनाकडे जमा करतात ते एका उदा्हर्ाने पाहूया. 

उदाहरि. :  समजा, एका उतपादकाने घाऊक वयापाऱयास एक घड्ाळ नफयास्ह 200 रुपयांना शवकिे. 
घाऊक वयापाऱयाने शकरकोळ वयापाऱयास 300 रुपयांना व शकरकोळ वयापाऱयाने ग्ा्हकास ते घड्ाळ 
400 रुपयांना शवकिे. GST चा दर 12% आ्हे. तर उतपादक, घाऊक व शकरकोळ वयापाररी 
खािरीिप्रमा्े कराचरी वजावट घेऊन उरिेिा टरॅकस कसा भरतात ते खािरीि ओघतकतयावरून अभयासा.  

सपष्ीकरि : 
 उतपादकाकडून घड्ाळ ग्ा्हकाकडे पो्होचेपयांत तरीन वयव्हार ्होतात. प्रतयेक वयव्हारात झािेिरी 

कर आकार्री, जमा झािेिा कर राजयशासनािा आश् केंद्रशासनािा कसा पाे्होचतो, ्हे खािरीि 
ओघतकतयात दाखविे आ्हे. तयाचरी संपू् मा सार्री पुढे दाखविरी आ्हे. 

वररीि वयव्हारात तरीन वेगवेगळे आशथमाक वयव्हार एकाच राजयात झािे आ्हेत. तयांचया प्रतयेकाचया कर 

बरीजकांतरीि GST चरी आकार्री समजणयासाठरी थोडकयात खािरी शदिरी आ्हे. 

उतपादक घाऊक 
वयापाररी

शकरकोळ 
वयापाररी

ग्ा्हक
Ù

24

24 36 48

36-24=12 48-36=12

200 चे 12% 300 चे 12% 400 चे 12%

GST GST GST
200 रु. 300 रु. 400 रु. 

घड्ाळ घड्ाळ घड्ाळ
I II III

कर बरीजक I मधरीि GST 
आकार्री

घड्ाळाचरी शकंमत = ` 200
CGST   6%      = `   12
SGST   6%      = `   12
एकू्  शकंमत         = ̀   224

उतपादकाचे कर बरीजक

कर बरीजक II मधरीि GST 
आकार्री

घड्ाळाचरी शकंमत =  ` 300
CGST   6%      =   `   18
SGST   6%       =   `   18                                         
एकू्  शकंमत        =   ` 336

घाऊक वयापाऱयाचे कर बरीजक
(B2B)

कर बरीजक III मधरीि GST 
आकार्री

घड्ाळाचरी शकंमत = ` 400
CGST   6%       = `   24
SGST   6%       = `   24                           
एकू् शकंमत         = `  448

शकरकोळ वयापाऱयाचे कर बरीजक
(B2C)(B2B)

CGST
24

SGST
24

एकू् GST = 48
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हे लक्षात ठेिूया.

दोन GSTIN धारक वयापाऱयांमधरीि झािेलया वयव्हारास Business to Business थोडकयात B2B म्ह्तात. 

वसतूचे उतपादन झालयापासून तरी ग्ा्हकापयांत पो्होचते, तया साखळरीतरीि अंशतम कडरीतरीि वयव्हारास 

Business to Consumer थोडकयात  B2C म्ह्तात. 

या वयवसाय साखळरीतरीि प्रतयेक वयापाऱयाने भरिेलया GST चे शववर् खािरीिप्रमा्े आ्हे. 
     CGST   SGST    एकू् GST

 y    उतपादकाने      ` 12  +   ` 12  =    ` 24 भरिा. 

 y  घाऊक वयापाऱयाने    ` 6   +   ` 6    =           ` 12 भरिा. 

 y   शकरकोळ वयापाऱयाने     ` 6   +   ` 6    =           ` 12 भरिा. 

        एकू् भर्ा  ` 24   +  ` 24  =    ` 48 

टीप : ्हे तुमचया िक्षात आिे का? प्रतयेक वयापाऱयाने आपापलया सतरावर गोळा केिेलया करामधून, 

खरेदरीचया वेळरी शदिेिा कर वळता करून घेऊन (इनपुट टरॅकस क्रेशडट) देय GST चा भर्ा केिा. शेवटरी 

ग्ा्हकास ते घड्ाळ 448 रुपयांना शमळािे. तयांतरीि 48 रुपये ्हा शनववळ कर वर दाखवलयाप्रमा्े 

अप्रतयक्षप्े ग्ा्हकानेच भरिा. म्ह्ून GST ्हा अप्रतयक्ष कर (Indirect Tax) आ्हे.  तयापूवगी घाऊक 

व शकरकोळ वयापाऱयांनरी तयांचया खरेदरीवर भरिेिा कर तयांना परत शमळतो. 

खरेदीचया िेळी णदलेलया कराची िजािट (ITC - इनपुट टॅक्स क्रेणडट णनणिष् कराची जिा)

वसतूचे उतपादन केलयापासून तरी वापर्ाऱया ग्ा्हकाकडे पो्होचेपयांत मधलया प्रतयेक वयव्हारात GST 

आकारिा जातो. वसतू शवकताना वयापाऱयाने गोळा केिेिा कर म्ह्जे आऊटपुट टरॅकस. तयाच वयापाऱयाने 

वसतूखरेदरीचया वेळरी शदिेिा कर म्ह्जेच इनपुट टरॅकस. ्हा वयापाररी तयाने गोळा केिेलया करातून शदिेलया 

कराचरी वजावट घेतो तयािा इनपुट टरॅकस क्रेशडट म्ह्तात.

\ देय GST = आऊटपुट टरॅकस - इनपुट टरॅकस क्रेशडट (ITC) 

थोडकयात शासनाकडे कराचा भर्ा करताना साखळरीतरीि प्रतयेक वयापाररी तयाने खरेदरीचया वेळरी शदिेिा 

कर, शवक्रीचया वेळरी गोळा केिेलया करामधून वजा करून उरिेिा कर भरतो. 
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ÒÒÒ सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) श्री रोश्हत ्हे शकरकोळ वयापाररी आ्हेत. तयांनरी वसतूंचया खरेदरीचया वेळरी 6500 रुपये  जरीएसटरी शदिा व  
 शवक्री करून 8000 रुपये जरीएसटरी गोळा केिा, तर (i) इनपुट टरॅकस व आऊटपुट टरॅकस शकतरी?   
      (ii) श्री. रोश्हत यांना इनपुट टरॅकस क्रेशडट शकतरी रुपये शमळेि? (iii) तयांनरी देय असिेिा जरीएसटरी काढा.                  

  (iv) केंद्राचा व राजयाचा देय कर काढा. 

उकल :  श्री. रोश्हत यांचा देय कर म्ह्जे शासनाकडे भरायचा कर.

 (i) शवक्रीचया वेळरी घेतिेिा (आऊटपुट टरॅकस) = 8000 रुपये 

 (ii) खरेदरीचया वेळरी शदिेिा (इनपुट टरॅकस) = 6500 रुपये

       म्ह्जेच इनपुट टरॅकस क्रेशडट (ITC) = 6500 रुपये  

 (iii) देय कर  = शवक्रीचया वेळरी घेतिेिा कर (आऊटपुट टरॅकस) - इनपुट टरॅकस क्रेशडट (ITC)

         =  8000 - 6500 = 1500 रुपये

 (iv) \ केंद्राचा देय कर = 1500
2

 = 750 रुपये आश् राजयाचा देय कर = 750 रुपये.

उदा. (2) मेससमा जय केशमकलसने 8000 रुपयांचा करपात् शकमतरीचा शिबविड सोप खरेदरी केिा व ग्ा्हकािा तो  
 10000 रुपये या करपात् शकमतरीिा शवकिा. GST चा दर 18% आ्हे, तर मेससमा जय कशेमकलसचा  
 केंद्राचा देय कर व राजयाचा देय कर काढा. 

उकल :   खरेदरीचया वेळरी शदिेिा कर (इनपुट टरॅकस) = 8000 रुपयांचया खरेदरीवर 18% दराने भरिेिा कर

    = 18
100

 ´ 8000

    = 1440 रुपये  

       \ ITC = 1440 रुपये

  आऊटपुट टरॅकस = शवक्रीचया वेळरी ग्ा्हकाकडून गोळा किेेिा कर

      = 18
100

 ´ 10000

      = 1800 रुपये 

  देय कर = आऊटपुट टरॅकस - ITC

            = 1800 - 1440  = 360 रुपये 

  मे. जय केशमकलसचा केंद्राचा देय कर = 180 रुपये आश् राजयाचा देय कर = 180 रुपये

उदा. (3) मे. जय केशमकलसने 8000 रुपयांचा (करास्ह शकंमत) शिबविड सोप खरेदरी केिा व ग्ा्हकािा 10,000  
 रुपयांना (करास्ह शकंमत) शवकिा. तर जय केशमकलसचा देय केंद्राचा देय कर व राजयाचा देय कर काढा.  
 येथे कराचा दर 18% आ्हे.  

उकल :  येथे वसतूचया शकमतरी करासश्हत शदिेलया आ्हेत ते धयानात घया.  
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        वसतूचरी करास्ह शकंमत = करपात् शकंमत + कर 

          शिबविड सोपचरी करपात् शकंमत 100 रुपये असेि तर, करास्ह शकंमत 118 रुपये ्होते. 

   
करास्ह शकंमत 

करपात् शकंमत
 ्हे गु्ोततर बसथर आ्हे. 

 118 रुपये एकू् शकमतरीसाठरी जर 100 रुपये करपात् शकंमत तर 8000 रुपये एकू् शकमतरीसाठरी, x रुपये 
करपात् शकंमत मानू. 

 \ 
x

8000
 = 100
118

  

 \ x = 
8000

118
 ´ 100 = 6779.66 रुपये 

 \ खरेदरीचया वेळरी भरिेिा GST = 8000 - 6779.66 

 \ इनपुट टरॅकस = 1220.34 रुपये.  \ ITC = 1220.34 रुपये.

 तयाचप्रमा्े 10,000 रु. एकू् शकमतरीसाठरी, y रुपये करपात् शकंमत मानू. 

 \ y
10000

 = 100
118

  

 \ y = 
10 00 000

118

, ,
 = 8474.58 रुपये 

 \ शवक्रीचया वेळरी गोळा केिेिा कर (आऊटपुट टरॅकस) = 10000.00 - 8474.58
             = 1525.42 रुपये

 \ देय कर = गोळा केिेिा कर - वजावटरीचरी रक्कम = 1525.42 - 1220.34 
          = 305.08 रुपये 
 \ केंद्राचा देय कर = राजयाचा देय कर = 305.08 ¸ 2 = 152.54 रुपये 
 उततर : जय केशमकलसचा केंद्राचा देय कर व राजयाचा देय कर प्रतयेकी 152.54 रुपये आ्हे. 

टीप : उदा. 2 व 3 काळजरीपूवमाक अभयासा. वयव्हारात तुम्हांिा या दोन्हरी प्रकारचरी कर बरीजके  
पा्हायिा शमळतात, म्ह्ून ददुकानदाराने वसतूचरी छापरीि शकंमत करास्ह शदिरी आ्हे का छापरीि 
शकमतरीवर  कर आकार्ार आ्हे, ्हे समजून घया व तयानंतर खरेदरी करा.   

ICT Tools or Links

ठरावरीक तारखेपयांत कराचा भर्ा करून तयानंतर शदिेलया तारखेचया आत करशववर् पत् (GST 
Returns) दाखि कर्े आवशयक असते. या सवमा गोष्री आता ‘ऑनिाइन’ करता येतात. 
www.gst.gov.in या वेबसाइटवर सवमा शववर्पत्के तुम्हांिा पा्हता येतरीि. (जरीएसटरी शववर्पत्े 
तयार करणयासाठरी ऑफिाइन युटरीशिटरीसुद्धा वापरता येते.) 
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उदा. (4) एका सायकि उतपादकाने, घाऊक वयापाऱयािा 4000 रुपये करपात् शकमतरीने सायकि शवकिरी. घाऊक  

 वयापाऱयाने तरी सायकि 4800 रुपये करपात् शकमतरीने ददुकानदारािा शवकिरी व ददुकानदाराने तरी सायकि  

 5200 रुपये करपात् शकमतरीने ग्ा्हकास शवकिरी. GST चा दर 12% ्होता, तर शवक्रीचया प्रतयेक  

 टपपयावर देय अस्ारा CGST व SGST काढणयासाठरी खािरीि कृतरी पू्मा करा. 

उकल :   वयवसाय साखळरी 

      

  उतपादकाने शवक्रीचया वेळरी गोळा केिेिा कर = 4000 चे 12%=  . . . ´ 
. . .
. . .   = 

 उतपादकाचा देय कर = 480 रुपये. 

 घाऊक वयापाऱयाने शवक्रीचया वेळरी गोळा केिेिा कर = 4800 चे 12% = 576 रुपये

 \ घाऊक वयापाऱयाचा देय कर = घाऊक वयापाऱयाने गोळा केिेिा कर - तयाने घेतिेिरी वजावट 

       = 576  - 480    

       =   96    रुपये 

     ददुकानदाराने शवक्रीचया वेळरी गोळा किेेिा कर = 5200 चे 12% = 

 \ ददुकानदाराचा देय GST = ददुकानदाराने गोळा केिेिा कर - ददुकानदाराने घेतिेिरी वजावट 

           =  -  

           =  

 वयवसाय साखळरीत GST चा भर्ा केलयाचे शववर् :
 

वयक्री देय GST देय CGST देय SGST

उतपादक `  480 `  240 `  

घाऊक वयापाररी `  96 `  `  

ददुकानदार `  `  `  

एकू् `  `  `  

` 4800 ` 5200
12% 12%

` 4000
12%
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 y समजा, एका वयापाऱयाचा जुिै मश्हनयातरीि गोळा केिेिा कर व वजावटरीचरी रक्कम समान आ्हे, तर 
देय कर शकतरी येईि? 

 y समजा, एका वयापाऱयाने गोळा केिेिा जुिै मश्हनयातरीि कर, तयाचया वजावटरीचया रकमेपेक्षा कमरी 
आ्हे. अशा वेळेस करग्ना कशरी ्होते? 

सरािसंच 4.2

1.  चेतना सटोअसमाने 01 जुिै 2017 ते 31 जुिै 2017 या कािावधरीत केिेलया खरेदरीवर 1,00,500 रुपये जरीएसटरी 
शदिा व शवक्रीवर 1,22,500 रुपये जरीएसटरी गोळा केिा. तर सदर कािावधरीत चेतना सटोअसमािा भरावा 
िाग्ारा देय जरीएसटरी काढा. 

2.  नझमा या जरीएसटरी कायदा अंतगमात नोंद्रीकृत ददुकानाचया मािकी् आ्हेत. तयांनरी खरेदरीवर एकू् जरीएसटरी
12,500 रुपये शदिा ्होता व शवक्रीवर एकू् जरीएसटरी 14,750 रुपये गोळा केिा आ्हे, तर तयांना शकतरी रुपये 
इनपुट टरॅकस क्रेशडट शमळेि व तयांचा देय जरीएसटरी काढा. 

3.  अमरीर एनटरप्राइझने चॉकिेट सॉसचया बाटलया खरेदरी करताना 3800 रुपये जरीएसटरी भरिा आश् तया अकबररी 
ब्दसमािा शवकताना 4100 रुपये जरीएसटरी गोळा केिा. मयंक फूड कॉनमारने अकबररी ब्दसमाकडून तया बाटलया 
4500 रुपये जरीएसटरी देऊन शवकत घेतलया, तर प्रतयेक वयव्हारात देय जरीएसटरी काढा. तयावरून प्रतयेकािा 
भरावा िाग्ारा केंद्राचा देय कर (CGST) व राजयाचा देय कर (SGST) काढा. 

4.  चंदरीगढ ्हे संघराजय आ्हे. येथरीि मशिक गरॅस एजनसरीने का्हरी गरॅस टाकया 24,500 रुपयांना खरेदरी केलया व 
तेथरीि ग्ा्हकांना 26,500 रुपयांना शवकलया. या वयव्हारात 5% दराने देय असिेिा एकू् जरीएसटरी काढा व 
तयावरून केंद्राचा देय कर (CGST) व संघराजयाचा देय कर (UTGST) काढा.  (संघराजयात SGST ऐवजरी 
UTGST असतो.)

5.  मे. बयूटरी प्रॉडकट् सने 6000 रुपयांवर 18% दराने जरीएसटरी देऊन स�दयमा प्रसाधनांचरी खरेदरी केिरी आश् एकाच 
ग्ा्हकास तरी सवमा 10,000 रुपयांना शवकिरी. तर या वयव्हारासाठरीचे मे. बयूटरी प्रॉडकट् सने तयार केिेलया 
करबरीजकात केंद्राचरी व राजयाचरी (CGST व SGST) देय अस्ाररी वसतू व सेवा कराचरी रक्कम शकतरी दाखविरी 
असेि ते काढा. 

6.  खािरी शदिेलया माश्हतरीवरून ददुकानदार ते ग्ा्हक (B2C) यासाठरीचे करबरीजक (Tax Invoice) तयार करा. 

 नाव, पतता, ताररीख इतयादरी तुमचया पसंतरीनुसार घया. 

  पुरवठादार : मे. - - -- -  पतता - - - - - राजय - - - - - ताररीख

 इनव्हॉइस क्रमांक - - - - - GSTIN - - - - - - -

 वसतूचा तपशरीि : मोबाइि बरॅटररीचा दर - ` 200 1 नग     GST चा दर 12%   HSN 8507,      

          ्हेडफोनचा दर - ` 750 1 नग     GST चा दर 18%     HSN 8518,      

समजा, एका वयापाऱयाचा जुिै मश्हनयातरीि गोळा केिेिा कर व 

णिचार क�या.
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7.  खािरी शदिेलया माश्हतरीवरून एका वयापाऱयाचे ददुसऱया वयापाऱयासाठरीचे (B2B) टरॅकस इनव्हॉइस तयार करा.
 नाव, पतता, ताररीख इतयादरी तुमचया पसंतरीनुसार घया.
  पुरवठादार - नाव, पतता, राजय, GSTIN,  शबि क्रमांक व ताररीख.   
  प्राप्कतामा - नाव, पतता, राजय, GSTIN. 
 वसतूंचा तपशरीि ः (1) पबेनसि बॉकस 100, HSN 3924,    दर 20 रु.,     GST 12%, 
           (2) शजग सॉ पझलस 50, HSN 9503,    दर 100 रु.,    GST 12%

अणधक िाणहतीसाठी 

आपसिेळ योजना (Composition Scheme)
जया वयक्रीचया वयवसायाचरी उिाढाि मागरीि आशथमाक वषामामधये 1.5 कोटरी रुपयांपेक्षा कमरी आ्हे तयांचयासाठरी 
आपसमेळ योजना (Composition Scheme) आ्हे. या योजनेअंतगमात करदाते शासनाने शनबशचत केिेलया 
दराने करभर्ा करतात. 

 आपसिेळ योजनेतील कराचे दर (GST rates for composition Scheme)

अनु. क्र. पुरवठादार जरीएसटरीचा दर (CGST + SGST)

     1.

     2.

उपा्हारगृ्हे

उतपादक व शवक्रेते

       5%

       1%

     2.5% + 2.5%

     0.5% + 0.5%

आपसिेळ योजनेतील वयापाऱयांसाठी णनयि ः

· आपसमेळ योजनेतरीि वयापाऱयास ग्ा्हकाकडून को्ता्हरी कर गोळा करता ये्ार ना्हरी म्ह्ून  
 या योजनेतरीि वयापाररी करबरीजक देऊ शक्ार ना्हरी. तयांनरी पुरवठ्याचे शबि (Bill of supply) 
 द्ायचे आ्हे.
· वयापाऱयाने दर 3 मश्हनयांनरी वर शदिेलया सार्रीनुसार शासनाकडे शवक्रीवररीि कराचा भर्ा करायचा  
 असतो. 
· या योजनेतरीि वयापाररी ददुसऱया राजयात शवक्री करू शक्ार ना्हरी; परंतु तो ददुसऱया राजयातून खरेदरी करू  
 शकेि. 
·  या योजनेतरीि वयापाऱयांना खरेदरीवररीि (शनशवष्) कराचरी वजावट म्ह्जेच (ITC) िाभ शमळ्ार ना्हरी. 
· या योजनेतरीि वयापाऱयांना आपलया ददुकानाचया पाटरीवर ‘आपसमेळ योजनेतरीि वयापाररी’ (Composition  
 taxable person) असे शि्हायचे आ्हे. 
· या योजनेतरीि वयापाऱयाने पुरवठा शबिावर (Bill of supply) ठळक अक्षरात ‘आपसमेळ योजनेतरीि  
 वयापाररी शवक्रीवर कर आकारणयास अपात्’ (Composition taxable person not eligible to  
 collect tax on supplies) असे छापायचे आ्हे. 
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1. CGST-SGST (UTGST):  
एका राज्ात खरेदी-विक्रीचे व्िहार  
करणाऱ्ा व्ापाऱ्ाांसाठी. 

2. आपसमेळ योजना (composition 
Scheme) : 

 ज्ाांची उलाढाल 20 लाखाांपासून 1.5  
 कोटी रुप्ाांप्यंत आहे अशा  
 व्ापाऱ्ाांना ्ा ्ोजनेचा लाभ घेता  
 ्ेतो. त्ाांना SGST ि CGST  
 िेगळ्ा दराने द्ािा लागतो. 

3. IGST : 

 आांतरराज्ी् (Inter State)  
 व्िहार करणाऱ्ा व्ापाऱ्ाांसाठी. 

GST ची ठळक वैशिष्ट्े (Features of GST)

·	 विविध अप्रत्क्ष कर सांपुष्ात.  
· िसतू ि सेिाांबद्दलचे िाद सांपुष्ात.
· व्ापाऱ्ाांसाठी राज्वनहा् नोंदणी.   
· GSTIN असणाऱ्ा व्ापाऱ्ाांना व्िहाराच्ा व्िससथित नोंदी ठिेून िेळेिर GST चा भरणा करािा लागतो. 
· व्िहारात पारदश्शकता.
·	 साधी ि समजण्ास सोपी करप्रणाली.   
· कराांिर कर भरािे लागत नाहीत. त्ामुळे िसतू ि सेिाांच्ा वकमती आिाक्ात.
· िसतू ि सेिाांची आांतरराष्ट्ी् बाजारपेठेशी तुलना महणून गुणिततेत िाढ.
· ‘मेक इन इांवि्ा’ला गती.
·	 ही करप्रणाली तांत्रज्ान आधाररत केल्ामुळे तिररत वनण्श् घेण्ास मदत.
· िसतू ि सेिा कर हा दुहेरी मॉिेल (Dual model) आहे.  महणजे केंद्र ि राज्ासाठी एकाच िेळी समान कर  
 आकारला जातो. 

वस्तू व सेवा कराचया अं्र्ग् येणारे कर
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अणधक िाणहतीसाठी 

एकाच्तिक िसतू ि सेिा कर - IGST (Integrated GST)
जया वेळरी शवक्रीचा वयव्हार दोन राजयांमधये ्होतो (Inter state) तया वेळरी जो जरीएसटरी आकारिा जातो तयास 
एकशत्त वसतू व सेवा कर (IGST) म्ह्तात व तो पू्माप्े केंद्र सरकारकडे भरिा जातो. 
एका राजयातरीि वयापाऱयाने ददुसऱया राजयातरीि वयापाऱयाकडून वसतू खरेदरी केलया व आपलया राजयात  
शवकलया, तर तयाने IGST म्ह्ून भरिेलया कराचरी वजावट (ITC) कशरी घेता येते ्ेह पाहू. 
उदाहरिाथमि ः वयापाररी M (म्हाराष्ट्रातरीि) यांनरी 20,000 रुपयांचे सकूटरचे सुटे भाग वयापाररी P (पंजाबमधरीि) 
यांचयाकडून शवकत घेतिे. तया वेळरी 28% दराने 5600 रुपये एकाबतमक वसतू व सेवा कर (IGST) वयापाररी 
P यांना शदिा.
 M ने ्हे सवमा सुटे भाग येथरीि सथाशनक ग्ा्हकांस 25,000 रुपयांस शवकिे. तया वेळरी 28% दराने 
7000 रुपये जरीएसटरी गोळा केिा. 

GST 7000 रुपये = CGST 3500 रुपये + SGST 3500 रुपये ग्ा्हकाकडून गोळा किेे. 
आता शासनाकडे कराचा भरिा करताना 5600 रुपयांची िजािट ITC कशी घेतात ते पाहा. 

टरीप : IGST चे क्रेशडट घेताना प्रथम ते IGST साठरी, तयानंतर CGST साठरी व उरिेिे क्रेशडट SGST 
साठरी घेतात. येथे M यांचया शवक्रीचया वयव्हारात IGST ना्हरी म्ह्ून आधरी CGST साठरी क्रेशडट घयायचे 
व उरिेिे SGST साठरी क्रेशडट घयायचे. 

\ देय CGST = 3500 - 3500 = 0  रुपये
म्ह्जे 5600 रुपयांपैकी 3500 रुपये क्रेशडट घेऊन झािे. उरिेिे 5600 - 3500 = 2100 रुपयांचे क्रेशडट 
SGST साठरी घेता येईि. 
\ देय SGST = 3500 - 2100 = 1400 रुपये 

‘M’ यांना 1400 रुपये SGST भरािा लागेल. 

िक्षात घया, की वयापाररी M यांना खरेदरीचया वेळरी शदिेलया 5600 रुपयांचरी पू्मा वजावट (ITC) शमळािरी. 
(म्ह्जेच इनपुट टरॅकसचे पू् मा क्रेशडट शमळािे.)

  खरेदरीचया वेळरी शदिेिा कर (ITC)  गोळा केिेिा कर (Output Liability)

IGST चे क्रेशडट घेताना (` 5600)

ITC असा घेतात

IGST साठरी वापरिे. 

CGST साठरी वापरिे. 

SGST साठरी वापरिे. 
(म्ह्ून ` 1400 SGST भरावा िागेि.)

प्रथम (` 0)
नंतर (` 3500) 

शेवटरी उरिेिे (` 2100) 
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जरा आठिूया.

 आप् मागरीि वषगी बचत व गुंतव्ुकीचे म्हत्व जा्ून घेतिे आ्हे. तयानुसार जे शकय असेि ते 
तुम्हरी अमिात आ्ायिा सुरुवात्हरी केिरी असेि. कार् ने्हमरी शनरोगरी रा्हणयासाठरी जशा आरोगयाचया सवयरी 
अंगरी बा्ावया िागतात, तसेच आशथमाक आरोगयासाठरी बचत व गुंतव्ुकीचरी सवय िावावरी िागते. सधया 
गुंतव्ुकीचया प्रकारात एवढे वैशवधय आ्हे की तयाचा अभयास व अनुभव दोन्हरी अस्े म्हत्वाचे ठरते. 

चला, चचामि क�या.

 शवेता एका कंपनरीत नोकररी करते. या मश्हनयापासून शतचा पगार 5% वाढिा व पुढरीि मश्हनयात 
बोनस्हरी शमळ्ार म्ह्ून तरी पगारातरीि ्हरी 
वाढरीव रक्कम योगय शठका्री गुंतवणयाचा 
शवचार करते. शतचरी मैत्री् ने्हा आशथमाक 
सल्ागाराकडे नोकररी करते म्ह्ून तरी 
गुंतव्ुकीबाबत आपलया मैशत््रीिा योगय 
सल्ा देऊ शकते. ने्हा सांगते, ‘आपलया 
गुंतव्ुकीत शवशवधता अस्े सवाांत 
म्हत्वाचे असते. जरीवन शवमा, आरोगय 
शवमा, सवत:चे घर अस्े, बँकेत एफ.डरी. 
व ररकररंग खाते अस्े या सवाांचा शवचार 
करावा.’ शवेता म्ह्ते, ‘माझा शवमा आ्हे 
व बँकेत एफ.डरी. प् केिेलया आ्हेत 
शशवाय पगारातून प्रॉशव्हडंट फंड कपात 
चािूच आ्हे तर अजून को्को्ते मागमा 
आ्हेत?’ ने्हा सांगते, ‘‘सधया शेअसमा, मयुचयुअि फंड (MF), शडबेंचसमा, बॉनड इतयादींमधये गुंतव्ूक 
कर्ाऱयांचरी संखया वाढिरी आ्हे. तसेच एस.आय.परी करणयाकडे्हरी िोकांचा कि वाढिा आ्हे. तुिा आता 
प्रतयेक मश्हनयात एक ठरावरीक रक्कम जासत शमळ्ार आ्हे, म्ह्ून शनयशमत आवतगी गुंतव्ूक योजनेत 
(SIP - Systematic Investment Plan) तू दरम्हा ठरावरीक रक्कम ठेवू शकतेस.’’ 

 असे संवाद आप् शठकशठका्री ऐकतो व तयाबद्दि अचूक माश्हतरी अस्े ‘बहुजन श्हताय, बहुजन 
सुखाय’ असते. 

या प्रकर्ात आप् शेअसमा, मयुचयुअि फंड, SIP यांबद्दि माश्हतरी शमळव्ार आ्होत. 

शपगरी बँक
बचत

गुं
त
व
्ु
की
चे 
मा
गमा

मयुचयुअि फंड

शडबेंचसमा

बॉनडस् 

सथावर मािमततामुदत ठेव

ररकररंग खाते

 शवशवध प्रकारचे शवमे

शेअसमा

भशवषय शनवामा्ह शनधरी

दाशगने
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जािून घेऊया.

 शेअसमि (Shares)  

 वयक्रीचे सवत:चे ददुकान अस्े म्ह्जे ददुकानाचरी मािकी (प्रोप्रायटरशरीप) अस्े. दोन-चार वयक्री एकत् 
येऊन वयापार कर्े म्ह्जे भागरीदाररी (पाटमानरशरीप), यासाठरी भांडवि कमरी िागते, परंतु एखादरी कंपनरी, उद्ोग शकंवा 
कारखाना सुरू करायचा असेि तर मोठ्या भांडविाचरी गरज असते. ्हे भांडवि समाजाकडून उभे करावे िागते. 

कारखाना शकंवा कंपनरी सुरू करणयासाठरी इचछुक असिेलया वयक्री एकत् येतात व समाजाकडून भांडवि उभे करून 
कंपनरी सथापन करतात. भारतरीय कंपनरी कायदा 1956 नुसार कंपनरीचरी नोंद्री ्होते. कंपनरी सथापन कर्ाऱया वयक्ींना 
कंपनरीचे प्रितमिक (प्रिोटसमि) म्ह्तात व अशरी कंपनरी म्ह्जेच मयामाशदत (पबबिक शिशमटेड) कंपनरी  ्होय. 

कंपनरी सुरू करणयासाठरी जेवढा पैसा िाग्ार आ्हे तयास भांडिल म्ह्तात. या भांडविाचे ि्हान ि्हान समान भाग 
करतात. ्हे भाग साधार्प्े ` 1, ` 2, ` 5, ` 10 शकंवा ` 100 इतयादरी शकमतरीचे असतात. या प्रतयेक भागािा 
शेअर म्ह्तात. ्हे शेअर शवकून कंपनरीसाठरी भांडवि उभे केिे जाते. 

शेअर (Share) : कंपनरीचया भाग भांडविातरीि एक भाग म्ह्जे एक शेअर. शेअर सशटमाशफकेट (share certificate) 
वर एका शेअरचरी शकंमत, शेअसमाचरी संखया, अनुक्रमांक इतयादरी छापिेिे असते. 

भागधारक णकंिा शेअरधारक -(Share holder) : कंपनरीचे शेअर शवकत घे्ाररी वयक्री तया कंपनरीचरी भागधारक 
म्ह्जेच शेअरधारक ्होते. भागधारक ्हा तयाचयाकडे असिेलया शेअसमाचया प्रमा्ात तया कंपनरीचा मािक असतो. 

सटलॉक एक्सच�ज (Stock Exchange) : जेथे शेअसमाचरी खरेदरी-शवक्री ्होते. तयास शेअरबाजार (‘सटॉक एकसचेंज’ 
शकंवा ‘सटारॅक माककेट’ शकंवा इबविटरी माककेट, कॅशपटि माककेट शकंवा शेअर माककेट) म्ह्तात. समाजाकडून भांडवि 
उभे करून सुरू केिेिरी, म्ह्जेच पबबिक शिशमटेड कंपनरी शेअरबाजारात सूचरीबद्ध (listed company) अस्े 
आवशयक असते. 
दशमिनी णकंित (Face Value - FV) : कंपनरीचया शेअर सशटमाशफकेटवर छापिेिरी एका शेअरचरी शकंमत 
म्ह्जे शेअरचरी दशमानरी शकंमत (FV) ्होय. 
बाजारभाि (Market Value - MV) : जया शकमतरीने शेअरबाजारात शेअसमाचरी खरेदरी-शवक्री ्होते तया 
शकमतरीिा तया शेअरचा बाजारभाव (MV) म्ह्तात. 
 कंपनरी सथापन झालयावर जर शतचरी कामशगररी अपेक्षेपेक्षा चांगिरी झािरी तर तया शेअरचरी िागिी  
बाजारात वाढत जाते. शेअसमाचरी संखया तर ठरावरीक असते. म्ह्जे पुरिठा वाढू शकत ना्हरी, म्ह्ून तया 
कंपनरीचया शेअसमाचे भाव वाढायिा िागतात. याउिट जर कंपनरीचरी कामशगररी खािाविरी तर शेअसमाचे भाव 
उतरतात. ्हा चढ-उतार अनुक्रमे ,  या शचन्हांनरी दाखवतात. या चढ-उताराचा परर्ाम म्ह्ून 
बाजारपेठेतरीि शनददेशांक वाढतो शकंवा कमरी ्होतो. 
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 शेअर बाजारात शेअसमाचे भाव प्रतयेक क्ष्री बदित असतात. 
 लाभांश (Dividend) : कंपनरीिा आशथमाक वषामात झािेलया नफयाचे वाटप शेअसमाचया संखयेनुसार 

भागधारकांना केिे जाते. भागधारकांना शमळ्ारा नफयाचा भाग (िाभाचा अंश) म्ह्जेच िाभांश 
्होय. 

 कंपनरीचरी कामशगररी चांगिरी ्होत गेिरी की पयामायाने कंपनरीचरी मािमतता्हरी वाढत जाते म्ह्ून शेअसमावररीि 
िाभांश्हरी चांगिा शमळतो. 

 शेअरधारकािा शमळािेलया िाभांशावर आयकर भरावा िागत ना्हरी. 

हे लक्षात ठेिूया.

शेअरचा बाजारभाव शकतरी्हरी कमरी-जासत झािा असिा तररी वषामाअखेर घोशषत िाभांश ्हा ने्हमरी 
शेअसमाचया संखयेचया प्रमा्ात (दशमानरी शकमतरीवर) शमळतो. 

अणधक िाणहतीसाठी : 

 मुंबईतरीि िुंबई शेअर बाजार (बलॉमबे सटलॉक एक्सच�ज BSE) व राष्ट्रीय शेअर बाजार (नॅशनल सटलॉक 
एक्सच�ज NSE) ्हे भारतातरीि दोन मुखय शेअर बाजार आ्हेत. मुंबई शेअर बाजार ्हा आशशयातरीि सवाांत 
जुना व राष्ट्ररीय शेअर बाजार ्हा भारतातरीि सवाांत मोठा शेअर बाजार आ्हे. 

 शेअर बाजारामधरीि चढ-उतार समजणयासाठरी SENSEX (सेनसेकस) व NIFTY (शनफटरी) असे दोन मुखय 
शनददेशांक (Index) आ्हेत. SENSEX = SENSitive + indEX या दोन शबदांनरी तयार झािा आ्हे. BSE ने 
1-1-1986 मधये SENSEX द्ायचरी सुरुवात केिरी. सवाांत जासत भाग-भांडवि असिेलया नामांशकत व 
प्रसथाशपत अशा 30 कंपनयांचया भावातरीि चढ-उतारानुसार SENSEX ठरतो. 

 ‘शनफटरी’ ्हा शबद तयाचया नावाप्रमा्े दोन शबदांनरी बनिा आ्हे. NIFTY = NSE + FIFTY. 

शनफटरी ्हा NSE मधरीि सवाांत उततम कामशगररी कर्ाऱया 50 कंपनयांवरून ठरतो.

ICT Tools or Links

SEBI चया वेबसाइटिा भेट द्ा, तसेच मुंबई शेअर बाजार, राष्ट्ररीय शेअर बाजार व दूरदशमानवररीि 
चरॅनलस शकंवा नेटवररीि शेअरबाजाराचरी माश्हतरी दे्ारे बव्हशडओ पा्हा व शेअरबाजार समजून घया. 
शेअरमधरीि भावांचा चढ-उतार दूरदशमानवर सतत दाखविा जातो, तो पा्हा. सामानयप्े वरचरी प�री 
मुंबई शेअर बाजारातरीि व खािचरी प�री राष्ट्ररीय शेअर बाजारातरीि शेअसमाचे बाजारभाव दाखवतात. 
शेअसमाचरी बुक व्हरॅलयू (Book Value) म्ह्जे काय याचरी माश्हतरी शमळवा. 
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 दशमिनी णकंित ि बाजारभाि तुलना (Comparison of FV and MV) : 

 (1) जर बाजारभाव > दशमानरी शकंमत असिे, तर तो शेअर अशधमूलयावर (share is at premium) आ्हे  
असे म्ह्तात. 

 (2) जर बाजारभाव = दशमानरी शकंमत असिे, तर तो शेअर सममूलयावर आ्हे (share is at par)  
असे म्ह्तात. 

 (3) जर बाजारभाव < दशमानरी शकंमत असेि, तर तो शेअर अवमूलयावर आ्हे (share is at discount)  
असे म्ह्तात.  

उदा्हर्ाथमा (1) समजा, शेअरचरी दशमानरी शकंमत = 10 रुपये व बाजारभाव = 15 रुपये असेि, तर ्हा शेअर 
   15 - 10 = 5 रुपये अशधमूलयावर म्ह्जेच  प्ररीशमयमवर आ्हे. 
  (2) समजा, शेअरचरी दशमानरी शकंमत = 10 रुपये व बाजारभाव = 10 रुपये असेि, तर ्हा शेअर
   10 - 10 = 0. म्ह्जे तो शेअर सममूलयावर म्ह्जेच ॲट पार आ्हे.
  (3) समजा, शेअरचरी दशमानरी शकंमत = 10 रुपये व बाजारभाव = 7 रुपये असेि, तर ्हा शेअर

   10 - 7 = 3 रुपये अवमूलयावर आ्हे म्ह्जेच तो शडसकाऊंटवर आ्हे.

एकिू गुंतििूक (Sum invested) :  शेअसमाचया खरेदरीसाठरी िागिेिरी एकू् रक्कम म्ह्जे एकू् गुंतव्ूक. 

    एकू्  गुंतव्ूक = शेअसमाचरी संखया ´ एका शेअरचा बाजारभाव

उदा.  100 रुपये दशमानरी शकंमत असिेिा एक शेअर 120 रुपये बाजारभावाने खरेदरी केिा, तर असे 50 शेअसमा 

घेणयासाठरी शकतरी रुपये गुंतव्ूक करावरी िागिे? 

उकल : एकू्  गुंतव्ूक = शेअसमाचरी संखया ´ एका शेअरचा बाजारभाव

        = 50 ´ 120 = 6000 रुपये 

  शेअसमििरील परतावयाचा दर (Rate of Return) : 

 आप् शेअसमामधये गुंतविेिरी रक्कम कािांतराने शकतरी परतावा देते, ्हे समज्े खूप म्हत्वाचे असते.

खािरीि उदा्हर्ावरून ्हे समजून घया. 

उदा. (1) श्रीयशने 100 रुपये दशमानरी शकंमत अस्ारा एक शेअर बाजारभाव 120 रुपये ्होता तेव्हा शवकत घेतिा.  

   तयावर तयािा कंपनरीने 15% िाभांश शदिा, तर गुंतव्ुकीवर शमळािेलया परतावयाचा दर काढा. 

उकल : दशमानरी शकंमत = 100 रुपये बाजारभाव = 120 रुपये िाभांश =  15%   प्रशतशेअर परतावयाचा दर x% मानू.

 येथे िक्षात घया, की 120 रुपये गुंतविे की 15 रुपये शमळतात.  

 \ 15
120 100

=
x

 \  x = 15 100
120

25

2

×
=  = 12.5%

उततर : श्रीयशिा परतावयाचा दर 12.5% शमळािा. 

जर, 120 : 15
तर, 100 :  x
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उदा. (2) दशमानरी शकंमत = 100 रुपये अशधमूलय = 65 रुपये तर तया शेअरचा बाजारभाव काढा.

उकल : बाजारभाव = दशमानरी शकंमत + अशधमूलय = 100 + 65 = 165 रुपये

   \ शेअरचा बाजारभाव 165 रुपये प्रशतशेअर

उदा. (3) खािरीि तक्ा योगय संखया शकंवा शबद शिहून पू्मा करा. 

उकल : (i) 10 + 7 = 17 रुपये, (ii) अवमूलय 25 - 16 = 9 रुपये, (iii) 5 रुपये. 

उदा. (4) नरीिभाईने खािरीिप्रमा्े शेअसमामधये गुंतव्ूक केिरी, तर तयाने एकू्  शकतरी गुंतव्ूक किेरी?

      कंपनरी A : 350 शेअसमा, दशमानरी शकंमत = 10 रुपये प्रशतशेअर अशधमूलय = 7 रुपये 

   कंपनरी  B : 2750 शेअसमा, दशमानरी शकंमत = 5 रुपये बाजारभाव = 4 रुपये 

     कंपनरी   C : 50 शेअसमा, दशमानरी शकंमत = 100 रुपये बाजारभाव = 150 रुपये 

उकल :  कंपनरी A : अशधमूलय = 7 रुपये म्ह्ून बाजारभाव = दशमानरी शकंमत + अशधमूलय

                   = 10 + 7 = 17 रुपये 

 \ कंपनरी  A मधरीि गुंतव्ूक = शेअसमाचरी संखया ´ बाजारभाव  = 350 ´ 17 = 5950 रुपये 

   कंपनरी B : दशमानरी शकंमत = 5 रुपये, बाजारभाव = 4 रुपये 

  \ कंपनरी B मधरीि गुंतव्ूक = शेअसमाचरी संखया ´ बाजारभाव  = 2750 ´ 4 = 11,000 रुपये

  कंपनरी C : दशमानरी शकंमत = 100 रुपये, बाजारभाव = 150 रुपये

  \ कंपनरी C मधरीि गुंतव्ूक = शेअसमाचरी संखया ´ बाजारभाव  = 50 ´ 150 = 7500 रुपये

उततर : नरीिभाईने शतन्हरी कंपनयांमधये केिेिरी एकू्  गुंतव्ूक = 5950 + 11000 + 7500  
         = 24,450 रुपये 

उदा. (5) बसमताने 12,000 रुपये गुंतवून 10 रुपये दशमानरी शकमतरीचे शेअसमा 2 रुपये  अशधमूलयाने घेतिे, तर शतिा 
शकतरी शेअसमा शमळतरीि ्हे काढणयासाठरी खािरीि कृतरी पू्मा करा.  

उकल : दशमानरी शकंमत = 10 रुपये, अशधमूलय = 2 रुपये.
   \ बाजारभाव = दशमानरी शकंमत +  =  +  = 

 \ शेअसमाचरी संखया = 
एकू् गुंतव्ूक 

बाजारभाव 
=

12000 
=   शेअसमा

उततर : बसमतािा  शेअसमा शमळतरीि. 

उदा. क्र. दशमिनी णकंित िूलयप्रकार बाजारभाि
(i) ` 10 अशधमूलय  ` 7
(ii) ` 25  ` 16 
(iii) सममूलय ` 5 
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उदा. (6) 10 रुपये दशमानरी शकमतरीचे 50 शेअसमा 25 रुपये बाजारभावाने शवकत घेतिे. तयांवर कंपनरीने 
30% िाभांश घोशषत किेा, तर (1) एकू्  गुंतव्ूक (2) शमळािेिा िाभांश व 

 (3) गुंतव्कीवररीि परतावयाचा दर काढा. 

उकल : शेअरचरी दशमानरी शकंमत = 10 रुपये बाजारभाव = 25 रुपये, शेअसमाचरी संखया = 50.

 \ एकू्  गुंतव्ूक 25 ´ 50 =1250 रुपये 

    िाभांश = 10 ´ 
30

100
= 3 रुपये प्रशतशेअर

 \ 50 शेअरवररीि एकू्  िाभांश = 50 ´ 3 =150 रुपये 

 \ परतावयाचा दर = 
शमळािेिा एकू् िाभांश 

एकू्  गुंतव्ूक ´ 100 

       = 
150

1250  ´ 100 = 12%

उततर : (1) एकू्  गुंतव्ूक 1250 रुपये  (2) 50 शेअसमावर शमळािेिा िाभांश 150 रुपये 

   (3) गुंतव्ुकीवर परतावयाचा दर 12%. 

1. पुढरीि तक्ा योगय संखया शकंवा शबद शिहून पू् मा करा.  

उदा. क्र. दशमिनी णकंित िूलयप्रकार बाजारभाि
(1) 100 रु. सममूलय . . . 
(2) . . . अशधमूलय = 500 रु. 575 रु.
(3) 10 रु. . . . 5 रु. 

2. बाजारभाव 80 रुपये ्होता तेव्हा अमोिने 100 रुपये दशमानरी शकमतरीचे 50 शेअसमा शवकत घेतिे. तयावषगी कंपनरीने 
20% िाभांश शदिा, तर गुंतव्ुकीवर शमळािेिा परतावयाचा दर काढा. 

3. जोसेफ यांनरी खािरीिप्रमा्े शेअसमामधये गुंतव्ूक किेरी, तर तयांनरी केिेिरी एकू् गुंतव्ूक काढा. 
 कंपनरी A : दशमानरी शकंमत 2 रुपये आश् अशधमूलय 18 रुपये असिेिे 200 शेअसमा. 
 कंपनरी B : बाजारभाव 500 रुपये असिेिे 45 शेअसमा. 
 कंपनरी C : बाजारभाव 10,540 रुपये अस्ारा 1 शेअर

4. श्रीमतरी देशपांडे यांनरी 20,000 रुपये गुंतवून 5 रुपये दशमानरी शकमतरीचे शेअसमा  20 रुपये अशधमूलय देऊन घेतिे, तर 
तयांना शकतरी शेअसमा शमळतरीि?

5.  श्री. शाशंतिाि यांनरी 100 रुपये दशमानरी शकमतरीचे 150 शेअसमा 120 रुपये या बाजारभावाने खरेदरी केिे. नंतर 7% 

िाभांश कंपनरीने शदिा. गुंतव्ुकीवररीि परतावयाचा दर शकतरी?

सरािसंच 4.3
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6. खािरीिपैकी को्तरी गुंतव्ूक फायदेशरीर आ्हे? दोन्हरी कंपनरीचया शेअसमाचरी दशमानरी शकंमत समान आ्हे. 
 कंपनरी A साठरी बाजारभाव 80 रुपये असून िाभांश 16% आश् कंपनरी B साठरी बाजारभाव 120 

रुपये असून िाभांश 20% आ्हे. 

ICT Tools or Links

को्तया्हरी पाच कंपनयांचया शेअसमाचरी दशमानरी शकंमत व बाजारभाव इंटरनेटवरून शकंवा अनय स्रोतांवरून 
शोधा व तयाचा जोडसतंभािेख काढा व तुिना करा.  (शकय असलयास ,  असे दोन्हरी प्रकारचे 
शेअसमा घया.) 

जािून घेऊया.

शेअसमिचया खरेदी-णिक्रीिर दलाली आणि कर (Brokerage and taxes on share trading)

 दलाली (Brokerage) : शेअसमाचरी खरेदरी-शवक्री खाजगरी ररीतरीने करता येत ना्हरी. तरी शेअरबाजारातरीि 
अशधकृत वयक्री शकंवा संसथांकडून केिरी जाते. तयांना ‘शेअर दलाल’ (Share Broker) म्ह्तात. 
दिािामाफ्कत शेअसमाचरी खरेदरी करताना व शवक्री करताना बाजारभावावर जया दराने दिाि रक्कम घेतो, 
शतिा ‘दलाली’ म्ह्तात. म्ह्जे शेअसमा शवक्ारा व खरेदरी कर्ारा दोघे्हरी दिािरी देतात. 

उदा (1) समजा, 100 रु. दशमानरी शकमतरीचया शेअरचा बाजारभाव 150 रुपये आ्हे. दिािरीचा दर 0.5% 
   आ्हे. असे 100 शेअर शवकत घेताना शकतरी रक्कम द्ावरी िागेि? असे 100 शेअर शवकिे 
   तर शकतरी रक्कम शमळेि? 

 हे शेअर खरेदी करताना -
एका शेअरचरी खरेदरी शकंमत = बाजारभाव + दिािरी 
       = 150 रुपय े + 150 रुपयांचे 0.5% = 150 + 0.75 
\ एका शेअरचरी खरेदरीचरी शकंमत  = 150.75 रुपये 
असे 100 शेअसमा खरेदरी केिे तर एकू् गुंतव्ूक 100 ´ 150.75 = 15075 रुपये 
यात 15000 रुपयांचे शेअसमा + 75 रुपये दिािरी आ्हे. 

 हे शेअर णिकताना -
एका शेअरचरी शवक्री शकंमत = बाजारभाव - दिािरी 
       = 150 रुपय े - 150 रुपयाचं े 0.5% = 150 - 0.75
\ एका शेअरचरी शवक्री शकंमत = 149.25 रुपये 
\ 100 शेअसमाचरी शवक्री शकंमत = 149.25 ´ 100 = 14925 रुपये
\ 100 शेअसमा शवकिे तर 14925 रुपये शमळतरीि.
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हे लक्षात घ्या.

· दिािरी ने्हमरी शेअसमाचया बाजारभावावर आकारिरी जाते. 
· शेअर खरेदरी-शवक्रीचया शववर्ात दिािरी व कर धरून शेअरचरी शकंमत ठरविरी जाते. 

उपक्रि I : तुमचया भागातरीि शेअर दिािरी सेवा दे्ाऱया वयक्री शकंवा संसथेचरी माश्हतरी शमळवा व ते आकारत 
असिेलया दिािरीचया दरांचरी माश्हतरी घया व तुिना करा. 

उपक्रि II : डरी-मरॅट खाते (Demat A/c) व टट्रेशडंग खातयाचे शववर्पत् (सटेटमेंट) शमळवा. तयात 
को्को्तया बाबींचा समावेश असतो तयाचरी माश्हतरी नेटवरून/दिािाचरी भेट घेऊन/वडरीिधाऱयांकडून 
शमळवा. शमत्ांबरोबर चचामा करा. 

अणधक िाणहतीसाठी : प्रतयेक शेअर दिाि सेबरी (SEBI - Securities and Exchange Board of 

India) कायदा 1992 अंतगमात नोंद्रीकृत असतो व तयावर सेबरी चे शनयंत्् असते. 

 शेअसमा, बॉंड् स्, मयुचयुअि फंड इतयादींचरी नोंद ठेवणयासाठरी डरी-मरॅट खाते व तयांचरी खरेदरी-शवक्री करणयासाठरी 

टट्रेशडंग खाते (Dematerialized Account, Trading Account) उघड्े आवशयक असते. ्हरी खातरी 

बँकेत शकंवा शेअर दिािाकडे उघडता येतात. DP म्ह्जे Depository Participants म्ह्तात. या DPs 

NSDL व CDSL या दोन Depositaries चया अधरीन असतात. डरी-मरॅट खातयात शेअसमाचया खरेदरी-शवक्रीचा 

श्हशोब ठेविा जातो. ्हे बँकेचया खातयासारखेच असते. शवकिेिे शेअसमा खचामाचया बाजूिा (Debit) नोंदिे 

जातात. खरेदरी केिेिे शेअसमा जमेचया बाजूिा (Credit) नोंदिे जातात. तयाचे शववर्पत् (statement) 

माग्री केलयास शमळते. यासाठरी ठरावरीक  शुलक भरावे िागते. या खातयात तुमचे शेअसमा इिेकटट्रॉशनक फॉममामधये 

जमा रा्हतात. या दोन्हरी खातयांना तुमचया बँकेचे सेव्हींग खाते जोडावे िाागते. शेअसमाचया खरेदरीचया वेळरी 

िाग्ारे पैसे गरजेनुसार तयातून टट्रेशडंग खातयात वगमा करता येतात. तसेच शवक्रीनंतर शमळािेिे पैसे तयात जमा 

्होतात. शेअर दिाि व बँका या सवमा गोष्ींसाठरी इचछुक वयक्ींना मागमादशमान करतात. 

जािून घेऊया.

दलालीिर िसतू ि सेिा कर (GST on brokerage services)

 शअेर दिाि तयाचंया खातदेाराचंया वतरीन े शअेसमाचरी खरदेरी-शवक्री करून देणयाचरी सवेा परुवतात. दिािरी  
सवेवेररीि कराचा दर 18% आ्ह.े तयाचा SAC क्रमांक शोधा. 

टीप :- वसतू व सेवा करावयशतररक् ग्ा्हकांचया सुरशक्षततेसाठरी शेअसमाचया खरेदरी-शवक्रीवर आ्खरी का्हरी 
अलप दराचे कर आ्हेत. उदा.शसकयुररीटरी टट्ररॅनझरॅकशन टरॅकस (STT), SEBI शुलक, सटँप ड्ुटरी इतयादरी.  तयाचा 
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आप् येथे शवचार कर्ार ना्हरी. फक् ब्ोकरेजवररीि वसतू सेवा कराचा शवचार कर्ार आ्होत. 

उदा. (2) समजा, उदा्हर् 1 नुसार, एका वयक्रीने 15075 रु. शेअसमाचया खरेदरीसाठरी शदिे. या रकमेत 75 रुपये  
     दिािरी आ्हे, तर तयांना 75 रुपयांवर 18% दराने शकतरी कर द्ावा िागेि, तो काढा व तयाचे शववर्पत्  
     तयार करा. 

उकि : 18% दराने 75 रुपयांवर GST = 
18

100
´ 75 

         = 13.50 रुपये 

शेअर खरेदरीचे शववर्पत् (B म्ह्जे खरेदरी केिे.) 

शेअसमाचरी 
संखया

शेअसमाचा 
बाजारभाव

शेअरचरी दशमानरी 
शकंमत 

दिािरी
0.5%

दिािरीवर 9% 
CGST

दिािरीवर 9% 
SGST 

शेअसमाचरी एकू् 
खरेदरी शकंमत 

100(B) 150 रुपये 15000 रुपये 75 रुपये 6.75 रुपये 6.75 रुपये 15088.50 रुपये

उदा. (3) बशरीरखान यांनरी 40 रु. बाजारभावाचे 100 शेअसमा खरेदरी केिे. दिािरीचा दर 0.5% व दिािरीवर  
   वसतू सेवा कराचा दर 18% आ्हे, तर तयांना 100 शेअसमासाठरी एकू् खचमा शकतरी करावा िागेि?

उकल : 100 शेअसमाचरी बाजारभावानुसार शकंमत 40 ´ 100 = 4000 रुपये

    एका शेअरवररीि दिािरी = 
0 5

100

.
´ 40 = 0.20 रुपये 

 \ एका शेअरचरी खरेदरी शकंमत = बाजारभाव + दिािरी

          = 40 + 0.20 = 40.20 रुपये 

 \ 100 शेअसमाचरी खरेदरीचरी शकंमत = 40.20 ´ 100 = 4020 रुपये 

    100 शेअसमावररीि दिािरी 0.20 ´ 100 = 20 रुपये

 \ वसतू सेवा कर =  
18

100
 ´ 20  

     = 3.60 रुपये

उततर : बशरीरखान यांना 100 शेअसमा खरेदरीसाठरी आिेिा एकू् खचमा 

     = 4020 + 3.60 = 4023.60 रुपये 

उदा. (4) पंकजरावांनरी 1,25,295 रुपये गुंतवून 10 रुपये दशमानरी शकमतरीचे, बाजारभाव 125 रुपये असताना 
100 शेअर शवकत घेतिे. या वयव्हारात दिािरीचा दर 0.2% व दिािरीवर 18% GST शदिा, 
तर (1) शकतरी शेअसमा शवकत घेतिे? (2) एकू् शकतरी दिािरी शदिरी? (3) या वयव्हारात 
वसतू सेवा कर शकतरी शदिा?

उकल : गुंतव्ूक = 1,25,295 रुपये, बाजारभाव = 125 रुपये, दिािरी = 0.2%, कराचा दर = 18%. 

   एका शेअरवर दिािरी = 125 ´ 
0 2

100

.
= 0.25 रुपये 
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   एका शेअरचया दिािरीवर कर = 0.25 चे 18%  = 0.045 रुपये

 \ एका शेअरचरी खरेदरीचरी शकंमत = बाजारभाव + दिािरी + कर

        = 125 + 0.25 + 0.045 = 125.295 रुपये 

 \ शेअसमाचरी संखया = 
125295

125 295.
= 1000

    एकू्  दिािरी  = प्रशतशेअर दिािरी ´ शेअसमाचरी संखया 

                 \  = 0.25 ´ 1000 = 250 रुपये 

    एकू्  कर = 1000 ´ 0.045 = 45 रुपये  

उततर (1) 1000 शेअसमा शवकत घेतिे. (2) दिािरी 250 रुपये शदिरी. (3) दिािरीवर कर 45 रुपये शदिा.

उदा. (5) नशिनरीताईंनरी 10 रुपये दशमानरी शकमतरीचया शेअरचा बाजारभाव 60 रुपये असताना 6024 रुपये गुंतविे. 
तयावर 60% िाभांश शमळालयानंतर 50 रुपये बाजारभावाने सवमा शेअसमा शवकून टाकिे. प्रतयेक वयव्हारात 0.4%  
दिािरी शदिरी. तर या वयव्हारात तयांना झािेिा नफा शकंवा तोटा शकतरी ्हे काढणयासाठरी खािरीि चौकटरी भरा.  

उकल : येथे कराचा दर शदिेिा ना्हरी म्ह्ून शेअसमाचया खरेदरी-शवक्रीचया वेळरी कराचा शवचार किेेिा ना्हरी. 

    10 रु. दशमानरी शकमतरीचा शेअर 60 रुपयांना खरेदरी केिा. 

       प्रशतशेअर दिािरी = 
0 4

100

.
´ 60 =  रुपये 

 \ एका शेअरचरी शकंमत = 60 + 0.24 =  रुपये 

 \ 6024 रुपयांना 
6024

60 24.  = 100 शेअसमा खरेदरी केिे. 

   10 रुपये दशमानरी शकमतरीचे शेअसमा 50 रुपये बाजारभावाने शवकिे. 

 \ प्रशतशेअर दिािरी = 
0 4

100

.
 ´ 50 = 0.20 रुपये 

 \ एका शेअरचरी शवक्री शकंमत = 50 - 0.20 =  रुपये 

 \ 100 शेअसमाचरी शवक्री शकंमत = 100 ´ 49.80 =  रुपये

    िाभांश 60% शमळािा. 

 \ 1 शेअरवररीि िाभांश = 
60

100  ´ 10 = 6 रुपये 

 \ 100 शेअरवररीि िाभांश = 6 ´ 100 =  रुपये

 \ नशिनरीताईंना शेअर शवक्रीचे व िाभांशाचे एकू्  उतपन् =  +  = 5580 रुपये 

  परंतु नशिनरीताईंनरी किेेिरी गुंतव्ूक = 6024 रुपये ्होतरी. 

  \ नशिनरीताईंना झािेिा तोटा =  -  =  रुपये

उततर : नशिनरीताईंना या खरेदरी-शवक्रीचया वयव्हारात 444 रुपये तोटा झािा. 
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क�ती : उदाहरण 5 मध्ये खरेदी- िव��च्या वेळी Xbmcrdarc कर 18% दराने िदला असेल तर तोटा 
िकती होईल तो काढा. तुमचे उत्तर 451.92 �पये येते का याचा पडताळा घ्या. 

जाणून घेऊया.

     म्युच्युअल फ�ड (Mutual Fund - MF)

 शेअसर्चा अभ्यास करताना आपण पािहले, क� क�पनी स्थापन करण्यासाठी इच्छ�क व्य�ी एक� 
येतात आिण समाजाचा सहभाग घेऊन मोठे भांडवल उभे करतात. क�पनीची कामिगरी सरस ठरली तर या 
सवर् शेअरधारकांना त्याचा फायदा होतो. त्यांना लाभांश िमळतो. शेअसर्चे बाजारभाव वाढतात म्हणून लाभ 
होतो. क�पनीचे भांडवल वाढते. पयार्याने देशाच्या �गतीला हातभार लागतो. थोडक्यात समाजशास्�ाचे त�व 
आहे. ‘Together we can progress’, परंतु �त्येक नाण्याला दोन बाजू असतात. शेअसर्मध्ये फायदा 
होण्याऐवजी कधी कधी तोटाही होऊ शकतो. हा तोटा कमी करता येईल का? गुंतवणूकदारासाठी ही जोखीम 
कमी करता येते का? होय. त्यासाठी आजकाल ब�तेक लोक म्युच्युअल फ�डात गुंतवणूक करतात.

 म्युच्युअल फ�ड म्हणजे अनेक गुंतवणूकदारांचे पैसे एक� गोळा क�न उभी क�लेली र�म. ती र�म 
एकाच �कारच्या शेअसर्मध्ये न गुंतवता गुंतवणुक�च्या िविवध �कारांत गुंतवली जाते म्हणजे जोखीम कमी 
होते व एक�ण लाभांश सवर् गुंतवणूकदारांमध्ये िवभागला जातो. म्युच्युअल फ�डामध्ये गुंतवणूक कशी करावी? 
त्यात परतावा कसा िमळतो? िकती कालावधीसाठी गुंतवणूक करावी? त्यातील िविवध �कार कोणते? अशा 
अनेक �श्नांची सिवस्तर उत्तरे आिथर्क स�ागार देऊ शकतात. 

Investments in Mutual Funds are subject to Market risks. Read all scheme 
related documents carefully. हे वाक्य तुम्ही बऱ्�याचदा ऐकले असेल िक�वा वाचले असेल. 
त्याचा अथर् नीट समजून घ्या. �िचत �संगी म्युच्युअल फ�डामध्ये क�लेल्या गुंतवणुक�वर नफ्याएेवजी 
तोटा होतो आिण तो गुंतवणूकदारांना सोसावा लागतो. 

 म्युच्युअल फ�ड म्हणजे तज्ज्ञ व्यावसाियक लोकां�ारे िनमार्ण करण्यात आलेली फ�ड योजना. या 
तज्ज्ञांना AMC म्हणजे ‘असेट मॅनेजम�ट क�पनी’ म्हणतात. ते बाजाराचा अंदाज घेऊन इच्छ�क लोकांचे पैसे 
वेगवेग�ा योजनांत [जसे, इ��टी फ�ड (शेअसर्), डेब्ट फ�ड (िडब�चसर् बाँड् स इत्यादी.) अथवा दोन्ह�चा 
बॅलन्स फ�ड] गुंतवणूकदारांच्या सूचनेनुसार गुंतवतात. 

 आपण शेअरबाजारात पैसे गुंतवले क� शेअसर् िमळतात, तसे म्युच्युअल फ�डात पैसे गुंतवले क� 
‘युिनट् स’ िमळतात. 

 �ितयुिनट जो बाजारभाव असेल त्याला त्या युिनटचे न� मालमत्ता मूल्य (Net asset value - 
NAV) म्हणतात. 

 एका युिनटचे न� मूल्य × युिनट् सची संख्या   = म्युच्युअल फ�ड योजनेचे एक�ण गुंतवणूक मूल्य.
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टीप :  शेअसमाचया भावाप्रमा्े मयुचयुअि फंडातरीि यशुनट् सचे नक्मूलय प् सतत बदित रा्हते. गरज असेि 
तेव्हा ्ेह यशुनट् स शवकता येतात.  

 राष्ट्ररीयकृत बँक असो वा भारतरीय पोसट सेवा असो तयातरीि गुंतव्ूक ्हरी जासत सुरशक्षत  
असते. मात् या गुंतव्ुकीतून शमळ्ारा परतावा स्हसा म्हागाईचा योगय सामना करणयास अपुरा पडतो. ्हे  
िक्षात घेतिे पाश्हजे, की योगय ररीतरीने गुंतविेिा पैसासदु्धा पैसा शनमामा् करू शकतो. तयासाठरी ्हवे असते  
ते पैशांचे शनयोजन म्ह्जेच अथमाशनयोजन. (Financial Planning) 

सारासार शवचार करता गुंतव्ुकीचे योगय वेळरी योगय शन्माय घे्े म्हत्वाचे असते. तयाचा शनयशमत अभयास 
करणयाचरी सवय असावरी िागते. 

 णनयणित आितती गुंतििूक योजना (SIP -Systematic Investment Plan) 

 समजा, आपलयािा मयुचयुअि फंडात एकदम मोठ्या रकमेचरी गुंतव्ूक कर्े शकय नसिे, तर आप् 
छोट्ा ्हपतयांत दरम्हा गुंतव्ूक करू शकतो. जसे शकमान 500 रुपये दरम्हासुद्धा मयुचयुअि फंडात गुंतवू 
शकतो. अशा प्रकारे शनयशमतररीतया माशसक शकंवा त्ैमाशसक गुंतव्ूक करता येते. या योजनेमुळे बचतरीचरी शशसत 
िागते व भशवषयातरीि आशथमाक उद् शदष्े स्हज गाठता येतात. ्हरी योजनासदु्धा दरीघमा मुदतरीसाठरी फायदेशरीर 
ठरू शकते. तयाचे कार् शेअर बाजारातरीि चढ-उताराचा या योजनेमधरीि गुंतव्ुकीवर परर्ाम कमरी ्होतो. 
कमरीत कमरी 3 ते 5 वषदे, शकय असलयास 10-15 वषाांसाठरी या योजनेत गुंतव्ूक केलयास उततम. 

मयुचयुअल फंडाचे फायदे 

· अनुभवरी, तजज् फंड मरॅनेजसमा    · गुंतव्ुकीत वैशवधय (diversifications of funds)

· पारदशमाकता - गुंतव्ुकीत पुरेशरी सुरशक्षतता. · तरिता - पाश्हजे तेव्हा शवक्रीचरी सोय. 

· मयामाशदत जोखरीम     · अलप व दरीघमा मुदतरीचे फायदे शमळतात.

· का्हरी ठरावरीक फंडांतरीि (ELSS) मधरीि गुंतव्ुकीवर आयकर किम 80C खािरी वजावट शमळते. 

ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिेÒÒÒ  

उदा. (1) मयुचुअि फंड योजनेचे बाजारमूलय 200 कोटरी रुपये असून कंपनरीने 8 कोटरी युशनट् स केिरी  
    असतरीि, तर एका युशनटचे नक् मािमतता मूलय काढा. 

उकल :  एका यशुनटचे नक् मािमतता मूलय = 200 कोटरी रुपये / 8 कोटरी युशनट् स = 25 रुपये   
    प्रशतयुशनट.

उदा. (2) उदा. 1 मधरीि कंपनरीत समजा तुम्हरी रु. 10,000 चरी गुंतव्ूक केिरी तर तुम्हांिा शकतरी युशनट् स  
    शमळतरीि? 

उकल :  यशुनट् सचरी संखया = केिेिरी गुंतव्ूक / एका यशुनटचे नक् मूलय 
       = 10,000/25 = 400 यशुनट् स शमळतरीि. 
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1. एका शेअरचा बाजारभाव 200 रुपये आ्हे. तो खरेदरी करताना 0.3% दिािरी शदिरी, तर या शेअरचरी 
खरेदरीचरी शकंमत शकतरी ?

2. एका शेअरचा बाजारभाव 1000 रुपये असताना तो शेअर शवकिा, व तयावर 0.1% दिािरी शदिरी, 
तर शवक्रीनंतर शमळ्ाररी रक्कम शकतरी ?

3. खािरीि शेअर खरेदरी-शवक्रीचया शववर्पत्ातरीि ररकामया जागा भरा. (B - शवकत घेतिे, 
S - शवकिे) 

शेअसमाचरी 
संखया

 शेअसमाचा 
बाजारभाव

शेअसमाचरी 
शकंमत

दिािरीचा दर 
0.2%

दिािरीवर 
CGST 9%

दिािरीवर 
SGST 9%

शेअसमाचरी 
एकू् शकंमत

100   B 45 रु.
75   S 200 रु.

4. श्रीमतरी देसाई यांनरी 100 रुपये दशमानरी शकमतरीचे शेअसमा, बाजारभाव 50 रुपये असताना शवकिे तेव्हा 
तयानंा 4988.20 रुपये शमळािे. दिािरीचा दर 0.2% व दिािरीवररीि जरीएसटरीचा दर 18% आ्हे, 
तर तयांनरी शकतरी शेअसमा शवकिे ते काढा. 

5. शमसटर डरीसोझा यांनरी 50 रुपये दशमानरी शकमतरीचे 200 शेअसमा 100 रुपये अशधमूलयावर खरेदरी किेे. 
तयावर कंपनरीने 50% िाभांश शदिा. िाभांश शमळालयावर तयातरीि 100 शेअसमा 10 रुपये अवमूलयाने 
शवकिे व उरिेिे शेअसमा 75 रुपये अशधमूलयाने शवकिे. प्रतयेक वयव्हारात 20 रुपये दिािरी शदिरी, 
तर तयांना या वयव्हारात नफा झािा का तोटा ? शकतरी रुपये ?

संकीिमि प्रशनसंग्रह 4 A

सरािसंच 4.4

 1. खािरीि प्रशनांसाठरी उततराचा अचूक पयामाय शनवडा. 
 (1) जरीवनावशयक वसतूंवररीि वसतू व सेवा कराचा दर . . .  आ्हे. 
   (A) 5% (B) 12% (C) 0% (D) 18%
 (2) एकाच राजयातरीि वयापारात केंद्र शासनाकडून . . . आकारिा जातो. 
   (A) IGST (B) CGST (C) SGST (D) UTGST
 (3) आपलया देशात . . . . या तारखेपासून वसतू व सेवा कर ्हरी करप्र्ािरी अमिात आिरी. 
   (A) 31 माचमा 2017  (B) 1 एशप्रि 2017 
    (C) 1 जानेवाररी 2017  (D) 1 जिुै 2017
 (4) सटरीिचया भांड्ावंररीि वसतू व सेवा कराचा दर 18% आ्हे, तर तयांवर राजय वसतू सेवा कराचा दर 

  . . .  आकारणयात येतो. 
   (A) 18% (B) 9% (C) 36% (D) 0.9%
 (5) GSTIN मधये एकू्  . . .  अंकाक्षरे असतात. 
   (A) 15 (B) 10 (C) 16 (D) 9
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 (6) जेव्हा एखादा नोंद्रीकृत वयापाररी ददुसऱया नोंद्रीकृत वयापाऱयास वसतू शवकतो तेव्हा तयािा GST अंतगमात  
 . . . . वयव्हार म्ह्तात. 

   (A)  BB (B) B2B  (C) BC  (D) B2C
2. 25,000 रुपये शकमतरीचया एका वसतूवर वयापाऱयाने 10% सूट देऊन उरिेलया रकमेवर 28% GST 

आकारिा. तर एकू् शबि शकतरी रुपयांचे असिे? तयात CGST व SGST शरीषमाकाखािरी शकतरी रक्कम 
असायिा ्हवरी? 

3. एका तयार कपड्ांचया ददुकानात 1000 रुपये शकमतरीचया डट्रेसवर 5% सूट देऊन उरिेलया रकमेवर 5% 
GST िावून तो शवकिा, तर तो ग्ा्हकािा शकतरी रुपयांना पडेि? 

4. सुरत, गुजरातमधरीि एका वयापाऱयाने 2.5 िाख करपात् शकमतरीचे सुतरी कपडे राजकोट, गुजरात येथरीि   
वयापाऱयािा शवकिे, तर या वयव्हारात राजकोटमधरीि वयापाऱयािा 5% दराने शकतरी रुपये जरीएसटरी द्ावा 
िागेि? 

5. श्रीमतरी मल्होत्ा यांनरी 85,000 रुपये करपात् शकमतरीचे सोिार ऊजामा संच शवकत घेतिे व 90,000 रुपयांना 
शवकिे. वसतू व सेवा कराचा दर 5% असलयास तयांना या वयव्हारात शकतरी रुपयांचरी वजावट (ITC) व शकतरी 
रुपये कर भरावा िागेि?

6. Z-शसकयुररटरी सबव्हमासेस दे् ाऱया कंपनरीने 64,500 रुपये करपात् शकमतरीचरी सेवा पुरविरी. वसतू सेवा कराचा 
दर 18% आ्हे. या शसकयुररटरी सबव्हमासेस पुरवणयासाठरी कंपनरीने िॉनडट्ररी सबव्हमासेस व यशुनफॉममास्  इतयादरी बाबींवर 
एकू्  1550 रुपये वसतू सेवा कर भरिा आ्ेह, तर या कंपनरीचा (इनपुट टरॅकस क्रेशडट)  ITC शकतरी? तयावरून देय 
सरीजरीएसटरी व देय एसजरीएसटरी काढा. 

7. एका वयापाऱयाने पोिरीस शनयंत्् कक्षासाठरी वसतू सेवा करास्ह 84,000 रुपये शकमतरीचे वॉकीटॉकी संच पुरविे. 
वसतू सेवा कराचा दर 12% असलयास तयाने आकारिेलया करातरीि केंद्ररीय जरीएसटरी व राजय जरीएसटरी काढा. 
वॉकीटॉकी संचांचरी करपात् शकंमत काढा. 

8. एका ठोक वयापाऱयाने 1,50,000 रुपये करपात् शकमतरीचे शवद्ुत साश्हतय खरेदरी केिे. ते सवमा साश्हतय शकरकोळ 
वयापाऱयास 1,80,000 रुपये करपात् शकमतरीिा शवकिे. शकरकोळ वयापाऱयाने ते सवमा साश्हतय ग्ा्हकािा 
2,20,000 रुपये करपात् शकमतरीिा शवकिे, तर 18% दराने(1)ठोक व शकरकोळ शवक्रीचया करबरीजकांतरीि  
करांचरी आकार्री करा.(2)ठोक वयापाऱयाचा तसेच शकरकोळ वयापाऱयाचा देय सरीजरीएसटरी व देय एसजरीएसटरी 
काढा. 

9. अण्ा पाटरीि (ठा्े, म्हाराष्ट्र) यांनरी 14,000 रु. करपात् शकमतरीचा एक व्हरॅकयुम क्रीनर वसई (मुंबई) येथरीि 
एका वयापाऱयास 28% GST दराने शवकिा. वसईतरीि वयापाऱयाने ग्ा्हकास तो व्हरॅकयुम क्रीनर 16,800 रु. 
करपात् शकमतरीस शवकिा. तर या वयव्हारातरीि खािरीि शकमतरी काढा. 

 (1) अण्ा पाटिांनरी शदिेलया कर बरीजकातरीि केंद्राचा व राजयाचा कर शकतरी रुपये दाखविा असिे?
 (2) वसईचया वयापाऱयाने ग्ा्हकास केंद्राचा व राजयाचा शकतरी कर आकारिा असेि? 
 (3) वसईचया वयापाऱयासाठरी शासनाकडे करभर्ा करताना केंद्राचा देय कर व राजयाचा देय कर शकतरी येईि ते  

काढा. 

ê

ê
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संकीिमि प्रशनसंग्रह 4 B

10. खािरीि एका वसतूचया शवतर् वयवसाय साखळरीतरीि कर बरीजक A, B, C मधरीि वसतू व सेवा कराचया 
आकार्रीचे ग्न करा. GST दर 12% आ्हे.

  उतपादक       शवतरक          ररटेिर       ग्ा्हक 
                                                        
  

 (1) उतपादकाने, शवतरकाने व शकरकोळ वयापाऱयाने (ररटेिरने) शासनाकडे शकतरी रुपये वसतू व सेवा 
कर को्तया शरीषमाकाखािरी भरिा ्हे दाखव्ारे शववर्पत्क तयार करा. 

 (2) अंतत: ग्ा्हकास तरी वसतू शकतरी रुपयांना पडेि? 

 (3) या साखळरीतरीि B2B व B2C बरीजके को्तरी ते शि्हा. 

1. खािरीि प्रतयेक प्रशनासाठरी अचूक पयामाय शनवडा. 

 (1) दशमानरी शकंमत 100 रुपये असिेलया शेअरचा बाजारभाव 75 रुपये आ्हे. तर खािरीिपैकी को्ते 
वाकय योगय आ्हे?

    (A) ्हा शेअर 175 रुपये अशधमूलयावर आ्हे.   (B) ्हा शेअर 25 रुपये अवमूलयावर आ्हे.

    (C) ्हा शेअर 25 रुपये अशधमूलयावर आ्हे.  (D) ्हा शेअर 75 अवमूलयावर आ्हे. 

 (2) 50% िाभांश घोशषत किेेलया कंपनरीचया 10 रुपये दशमानरी शकमतरीचया एका शेअरवर शकतरी 
िाभांश शमळेि? 

    (A) 50 रुपये  (B) 5 रुपये  (C) 500 रुपये  (D) 100 रुपये 

 (3) एका मयुचयुअि फंडाचे एका युशनटचे नक् मूलय 10.65 रुपये असिे तर 500 युशनट् सचया 
खरेदरीसाठरी िाग्ाररी रक्कम शकतरी रुपये असेि? 

    (A) 5325  (B) 5235  (C) 532500  (D) 53250

 (4) दिािरीवर वसतू व सेवा कराचा दर . . .  आ्हे. 

    (A) 5% (B) 12% (C) 18%  (D) 28%

 (5) शेअसमा शवकत घेताना एका शेअरचरी शकंमत काढणयासाठरी बाजारभाव, दिािरी व GST यांचरी ....

     (A) बेररीज करावरी िागते.  (B) वजाबाकी करावरी िागते.

    (C) गु् ाकार करावा िागतो.  (D) भागाकार करावा िागतो. 

2. 100 रुपये दशमानरी शकमतरीचा शेअर 30 रुपये अशधमूलयावर खरेदरी केिा. दिािरीचा दर 0.3% आ्हे, तर एका 
शेअरचरी खरेदरीचरी शकंमत काढा. 

ê

करपात् शकंमत 
रु. 5000

कर बरीजक I कर बरीजक II कर बरीजक III

करपात् शकंमत 
रु. 6000

करपात् शकंमत 
रु. 6500

?
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3. प्रशांतने 100 रुपये दश्शनी किमतीचे 50 शेअर 180 रुपये बाजारभावाने खरेदी िेले. तयावर िंपनीने 40% लाभांश
कदला, तर प्रशांतचया गुंतवणुिीवरील परतावयाचा दर िाढा.

4. जर 100 रुपये दश्शनी किमतीचे 300 शेअर्श 30 रुपये अवमूलयावर कविले, तर किती रुपये कमळतील?

5. 100 दश्शनी किमतीचया व 120 रुपये बाजारभावाचया शेअर्शमधये 60,000 रुपये गुंतवले, तर किती शेअर्श 
कमळतील?

6. श्ीमती मीता अग्रवाल यांनी 100 रुपये बाजारभावाने 10,200 रुपयांचे शेअर्श खरेदी िेले. तयांपैिी 60 शेअर्श 
125 रुपये बाजारभावाने कविले व उरलेले शेअर्श 90 रुपये बाजारभावाने कविले. प्रतयेि वेळी दलाली 0.1%
दराने कदली, तर या वयवहारात तयांना फायदा झाला िी तोटा? किती रुपये?

7. शेअर बाजारात 100 रुपये दश्शनी किमतीचे दोन िंपनयांचे शेअर्श खालीलप्रमाणे बाजारभाव व लाभांशाचया दराने 
आहेत, तर िोणतया िंपनीतील गुंतवणिू फायदेशीर होईल हे रिारण कलहा.
(1) िंपनी A - 132 रुपये 12%   (2) िंपनी B - 144 रुपये  16%

8. श्ी.आकदतय रंघवी यांनी 100 रुपये दश्शनी किमतीचे शेअर्श 50 रुपये बाजारभाव अरताना 50118
रुपये गुंतवून खरेदी िेले. या वयवहारात तयांनी 0.2% दलाली कदली. दलालीवर 18% दराने GST
कदला, तर तयांना 50118 रुपयांत किती शेअर्श कमळतील? 

9. श्ी. बाटलीवाला यांनी एिा कदवरात एिूण 30,350 रुपये किमतीचया शेअर्शची कवक्ी िेली व
69,650 रुपये किमतीचया शेअर्शची खरेदी िेली. तया कदवशीचया एिूण खरेदी-कवक्ीवर 0.1% दराने 
दलाली व दलालीवर 18% वसतू व रेवा िर कदला. तर या वयवहारात दलाली आकण वसतू व रेवा 
िरावरील एिूण खच्श िाढा. 

10. श्ीमती अरुणा ठक्कर यांनी एिा िंपनीचे 100 रुपये दश्शनी किमतीचे 100 शेअर्श 1200 रुपये 
बाजारभावाने कवित घेतले. प्रकतशेअर 0.3% दलाली व दलालीवर 18% GST कदला, तर

(1) शेअर्शराठी एिूण गुंतवणूि किती रुपये िेली? (2) गुंतवणिुीवर दलाली किती कदली?

(3) दलालीवरील जीएरटी िाढा.

(4) 100 शेअर्शराठी एिूण किती रुपये खच्श झाले?

11. श्ीमती अनघा दोशी यांनी 100 रुपये दश्शनी किमतीचे 660 रुपये बाजारभावाचे 22 शेअर्श घेतले.
तर तयांनी एिूण किती रुपये गुंतवणूि िेली? तया शेअर्शवरती 20% लाभांश घेतलयावर 650 रुपये 
बाजारभावाने ते कविले. प्रतयेि वयवहारात 0.1% दलाली कदली, तर या वयवहारांत तयांना किती
टक्के नफा किंवा तोटा झाला तो िाढा. (उततर जवळचया पूणाांिात कलहा.)

ê

ê

ê

ê
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5 संभावयता 

चला, चचामि क�या.

शशक्षक :  शवद्ाथगी शमत््हो, आपलया वगामातरीि शवद्ाशथमासंखयेएवढा शचठ्ठ्या या खोकयात ठेवलया आ्हेत.   
प्रतयेकाने एक शच�री उचिावरी. शचठ्ठ्यांवर वेगवेगळ्ा वनसपतींचरी नावे शिश्हिरी  आ्हेत. को्तया्हरी 
दोन शचठ्ठ्यांवर एकाच वनसपतरीचे नाव शदस्ार ना्हरी.  ‘तुळस’ या वनसपतरीचरी  शच�री को्ािा शमळते 
ते पाहू. सवमाज् ्हजेररी क्रमांकाप्रमा्े रांगेत उभे र्हा. शेवटचरी शच�री उचिेपयांत को्री्हरी शच�री उघडून 
प्हायचरी ना्हरी. 

अरु्ा : सर, रांगेत मरी पश्हलयांदा आ्हे, प् मरी पश्हलयांदा शच�री उचि्ार ना्हरी कार् एवढा सवमा शचठ्ठ्यांतून, 
तरी शच�री मिाच येईि याचरी शकयता फार कमरी आ्हे. 

झररीना :   सर, रांगेत मरी सवाांत शेवटरी आ्हे, मरी शेवटरी शच�री उचि्ार ना्हरी कार् ‘तुळस’ ्हे नाव असिेिरी शच�री 
बहुधा मरी उचिणयापूवगीच उचििरी गेिरी असेि.   

थोडकयात पश्हलया व शेवटचया शवद्ारयाांना वाटत आ्हे, की तयांना तुळस ्हे नाव असिेिरी शच�री 
शमळणयाचरी शकयता फार कमरी आ्हे.  
वररीि संवादामधये शकयता कमरी शकंवा जासत असणयाचा शवचार झािा आ्हे. 

 शकयता वतमावणयासंबंधरी आप् दैनंशदन संभाष्ात पुढरीि शबद्हरी वापरतो.
 · संभवतः  · बहुतेक   · अशकय
  · शनबशचत  · जवळपास  · 50 - 50
 भशवषयातरीि शकयतांशवषयरीचरी खािरीि शवधाने पा्हा.
 ·  बहुतेक आजपासून पाऊस पडेि. 
 ·  म्हागाई वाढणयाचा संभव खूप आ्हे. 
 ·  भारतािा पुढरीि शक्रकेट सामनयात ्हरव्े अशकय आ्हे. 
 ·  शनबशचतच मिा प्रथम श्े्री शमळ्ार.
 · बािकािा वेळेवर पोशिओचे डोस शदिे, तर तयािा पोशिओ ्होणयाचा संभव नसतो. 

 · संभावयता  ः ओळख   · यादृबचछक प्रयोग व शनषपततरी   
 · नमुना अवकाश व घटना   · घटनेचरी संभावयता 

चला, णशकूया.
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 सोबतचया शचत्ात शक्रकेटचया सामनयासाठरी ना्ेफेक चािू आ्हे. 
 तयामधये को्को्तया शकयता आ्हेत?

   शकंवा  

 

 
 म्ह्जेच, ना्ेफेकीचरी    फशिते असतात. 

 
कृती 1 :  एक ना्े वगामातरीि प्रतयेकाने एकदा फेकून पा्हा. तुम्हांिा काय आढळिे?
   (शशक्षक फळ्ावर खािरीि तक्ा तयार करतात व तो भरून घेतात.) 

शकयता छाप (H ) काटा ( T)
शवद्ाथगी संखया . . . . . . 

कृती 2 :  आता, प्रतयेकाने ते ना्े दोनदा फेकून पा्हा. को्को्तया शकयता आ्हेत?

शकयता H H HT TH TT
शवद्ाथगी संखया 

कृती 3 : तुमचयाजवळ अस्ारा फासा एकदाच फेका, वरचया पृष्ठभागावर शटंबे येणयाचया को्को्तया शकयता 
आ्हेत याचा शवचार करा.

                     

्हरी प्रतयेक शकयता म्ह्जे फासा फेकणयाचे एक - एक संभावय फशित आ्हे. 

जािून घेऊया.

   या�च्चछक प्रयोग  (Random Experiment)
 जया प्रयोगात सवमा संभावय फशिते अगोदर मा्हरीत असतात, प् तयांपैकी को्तया्हरी फशिताबद्दि 
शनबशचत भाकीत आप् करू शकत ना्हरी, सवमा फशिते सतय असणयाचरी शकयता समान असते, अशा प्रयोगािा 
‘यादृबचछक प्रयोग’ असे म्ह्तात. उदा्हर्ाथमा ना्े फेक्े, फासा फेक्े, 1 ते 50 संखया शिश्हिेलया 
काडाांचया संचातून एक काडमा काढ्े, खेळातरीि पत्यांचया योगय ररीतरीने शपसिेलया पत्यांमधून एक पतता 
काढ्े इतयादरी.

· ·
·

· · ·
· · ·

·   ·
·   ·

·    ·
·    ·

·   ·      · ·
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       णनष्पतती (Outcome) 

  यादृबचछक प्रयोगाचया फशितािा ‘शनषपततरी’ म्ह्तात.  
उदा्हर्ाथमा, (1) एक ना्े फेक्े या यादृबचछक प्रयोगाचया दोनच शनषपततरी आ्हेत. 
    छाप (H) शकंवा काटा (T)  
      (2)  एक फासा फेक्े या यादृबचछक प्रयोगात तयाचया 6 पृष्ठभागांवर अस्ाऱया शटंबांचया संखयेवरून 

6 शनषपततरी शकय आ्हेत.
       1  शकंवा  2  शकंवा  3  शकंवा   4  शकंवा   5  शकंवा  6 

 (3) 1 ते 50 संखया  शिश्हिेलया काडाांचया संचातून एक काडमा काढ्े, या प्रयोगात 50 शनषपततरी शकय 
आ्ेहत.

  (4) योगय ररीतरीने शपसिेलया खेळातरीि पत्यांमधून एक पतता काढ्े या यादृबचछक प्रयोगात 52 पतते 
असतात, ते खािरीिप्रमा्े दाखविे आ्हेत.

एकू्  पतते 52
    

        26 िाि पतते      26 काळे पतते   
 

 13 बदाम पतते  13 चौकट पतते   13 शकिवर पतते  13 इबसपक पतते 
 
                

इबसपक
एक्का

बदाम
एक्का

शकिवर
एक्का

चौकट
एक्का

 पत्याचंया कॅटमधये चौकट, बदाम, शकिवर आश् इबसपक 
असे चार संच असतात. प्रतयेक संचात राजा, रा्री, गुिाम, 10, 9, 
8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 आश् एक्का असे 13 पतते असतात.
 राजा, रा्री, गुिाम यांना शचत्युक् पतते म्ह्तात. प्रतयेक 
कॅटमधय े राजाचया शचत्ाचे चार, रा्रीचया शचत्ाचे चार आश् 
गुिामाचया शचत्ाचे चार असे 12 शचत्युक् पतते असतात.   

        सिसंभावय णनष्पतती   (Equally likely outcomes) 

 जर आप् एक फासा फेकिा, तर फाशाचया वरचया पृष्ठभागावर 1, 2, 3, 4, 5, 6 यांपैकी एक 
संखया शमळणयाचरी शकयता समान असते. म्ह्जेच तया समसंभावय शनषपततरी असतात. तथाशप, जर फासा 
असा असिे की शवशशष् अंकच वरचया पृष्ठभागावर वारंवार शमळतो तर तो फासा असमतोि (biased) 
असतो. अशा बाबतरीत शनषपततरी समसंभावय नसतात.
 यापुढे आप् यादृबचछक प्रयोगांत वापरिेलया बाबरी या समतोि  (fair शकंवा unbiased) आ्हेत, 
असे ग्ृहरीत धर्ार आ्होत.
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सरािसंच 5.1

 शदिेलया शनषपततींपैकी को्तरी्हरी शनषपततरी प्राधानय क्रमाने शमळत नसेि शकंवा सवमा शनषपततींचरी समान शकयता 

असेि, तर तया समसंभावय शनषपततरी आ्हेत असे म्ह्तात.  उदा. जर आप् एक ना्े फेकिे तर छाप शकंवा काटा 

शमळणयाचरी शनषपततरी समसंभावय असते. तसेच 1 ते 6 संखया शवशवध पृष्ठांवर अस्ारा फासा फेकिा तर तयांतरीि 

को्ता्हरी एक अंक वरचया पृष्ठावर येणयाचरी शकयता तपासा. येथे सगळ्ा शनषपततरी समसंभावय आ्हेत. 

1. खािरीि प्रतयेक बाबतरीत, शकतरी शकयता आ्हेत?

 (1) वशनतािा म्हाराष्ट्रातरीि खािरीि प्रेक्ष्रीय शठका्ांचरी माश्हतरी आ्हे. तयांतरीि एका शठका्री मे मश्हनयाचया 
सु�रीत तरी जा्ार आ्हे. 

  अशजंठा, म्हाबळेशवर, िो्ार सरोवर, ताडोबा अभयारणय, आंबोिरी, रायगड, माथेरान, आनंदवन.

  (2) एका आठवड्ातरीि वार यादृबचछक पद् धतरीने शनवडायचा आ्हे.

 (3) पत्यांचया कॅटमधून एक पतता यादृबचछक पद् धतरीने शनवडायचा आ्हे.

 (4) प्रतयेक काडामावर एक संखया याप्रमा्े 10 पासून 20 पयांतचया 

       संखया शिश्हलया आ्हेत. तयांतून एक काडमा यादृबचछक पद्धतरीने शनवडायचे आ्हे. 

णिचार क�या.

 खािरीि प्रयोगांपैकी को्तया प्रयोगात अपेशक्षत शनषपततरी शमळणयाचरी शकयता जासत आ्हे?

  (1)  एक फासा टाकून 1 शमळ्े.

  (2)  एक ना्े फेकून छाप शमळ्े.

जािून घेऊया.

 निुना अिकाश  (Sample Space)

 यादृबचछक प्रयोगात, शकय अस्ाऱया सवमा शनषपततींचया संचािा नमुना अवकाश म्ह्तात.

नमुना अवकाश ‘S’ शकंवा ‘Ω’ (्हे ग्रीक अक्षर असून उच्चार ओमेगा आ्हे.)  या शचन्हाने संचाचया सवरूपात दशमावतात. 
नमुना अवकाशातरीि प्रतयेक घटकािा ‘नमुना घटक’ म्ह्तात. नमुना अवकाश  ‘S’  मधरीि एकू् घटकांचरी संखया 
n(S) ने दशमावतात. जर n(S) सांत असेि तर तयािा सांत नमुना अवकाश म्ह्तात. सांत नमुना अवकाशाचरी का्हरी 
उदा्हर्े पुढरीि सार्रीत शदिेिरी आ्हेत.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



117

अ.
क्र.

यादृबचछक प्रयोग नमुना अवकाश नमुना घटकांचरी 
संखया

1 एक ना्े फेक्े S = {H, T} n(S) = 2
2 दोन ना्री फेक्े S = { HH, HT, TH, TT} n(S) = 

3 तरीन ना्री फेक्े S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT} n(S) =  8

4 एक फासा टाक्े S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} n(S) = 

5 दोन फासे टाक्े S = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6),                             
         (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), 
         (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), 
         (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), 
         (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), 
         (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} 

n(S) = 36

6 1 ते 25 संखया 
शिश्हिेलया 
काडाांचया संचातून 
एक काडमा काढ्े.

S = {1, 2, 3, 4, .. .. ... .. .. .. .. .. .. .. .., 25} n(S) = 

7 योगय ररीतरीने 
शपसिेलया बावन् 
पत्यांचया कॅट 
मधून एक   पतता 
काढ्े.

चौकट   : एक्का, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, गुिाम, रा्री, राजा
इबसपक  : एक्का, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, गुिाम, रा्री, राजा
बदाम    : एक्का, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, गुिाम, रा्री, राजा
शकिवर : एक्का, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, गुिाम, रा्री, राजा

n(S) = 52

हे लक्षात ठेिूया.

 (i) एक ना्े दोनदा फेक्े शकंवा दोन ना्री एकाच वेळरी फेक्े या दोन्हरी यादृबचछक प्रयोगात
                नमुना अवकाश सारखाच असतो. ्हेच तरीन नाणयांचया बाबतींत्हरी सतय असते.
 (ii) एक फासा दोनदा फेक्े शकंवा दोन फासे एकाच वेळरी फेक्े या दोन्हींसाठरी नमुना अवकाश
       सारखाच असतो.

सरािसंच 5.2
1. खािरीि प्रतयेक प्रयोगासाठरी नमुना अवकाश ‘S’  व तयातरीि नमुना घटकांचरी संखया n(S) शि्हा.
 (1) एक फासा व एक ना्े एकाच वेळरी फेक्े 
 (2) 2, 3, 5  या अंकांपासून, अंकांचरी पुनरावृततरी न करता, दोन अंकी संखया तयार कर्े. 
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2. स्हा रंगांचया तबकडरीवररीि बा् शफरवलयावर तो 
को्तया रंगावर बसथर ्होतो ्हे पा्ह्े. 

4.  दोन मुिगे  (B1, B2) व दोन मुिरी (G1, G2) यांचयातून दोघांचरी एक रसता सुरक्षा सशमतरी बनवायचरी आ्हे. तर 
यासाठरी नमुना अवकाश शिश्हणयासाठरी खािरीि कृतरी पू्मा करा. 

 (1) दोन मुिांचरी सशमतरी =  (2) दोन मुिींचरी सशमतरी =  

 (3)  एक मुिगा व एक मुिगरी यांनरी शमळून तयार ्हो्ाररी सशमतरी =    

 (4) \ नमुना अवकाश = {..., ..., ..., ..., ..., ...}

जािून घेऊया.

    घटना (Event)
        शवशशष् अट पू्मा कर्ाऱया शनषपततरीिा अपेशक्षत शनषपततरी (favourable outcome) म्ह्तात.
 नमुना अवकाश शदिा असेि तर अपेशक्षत शनषपततींचया संचािा ‘घटना’ म्ह्तात. घटना ्हा नमुना अवकाशाचा 
उपसंच असतो. 
 या घटना इंग्जरीतरीि पश्हलया शिशपतरीि A, B, C, D यांसारखया अक्षरांनरी दशमावतात.
 उदा. दोन ना्री फेकिरी असता समजा A ्हरी घटना, कमरीत कमरी एक काटा शमळणयाचरी आ्हे.
        येथे अपेशक्षत शनषपततरी खािरीिप्रमा्े,
   A = {TT, TH, HT}
 घटना A मधरीि घटकांचरी संखया n(A) ने दशमावतात. येथे n(A) = 3

अणधक िाणहतीसाठी    घटनेचे प्रकार
  (i)   शनबशचत घटना (Certain event)  (iv) पूरक घटना (Complement of an event)
  (ii)  अशकय घटना (Impossible event)  (v)  परसपर अपवजगी घटना (Mutually exclusive event)
  (iii) एकघटकी घटना (Simple event)  (vi) सवमासमावेशरी घटना (Exhaustive event)

3.  वषमा 2019 चया माचमा मश्हनयातरीि 5 चया पटरीत 
ये्ाऱया तारखेचा वार शमळव्े. (सोबतचे 
कॅिेंडरचे पान पा्हा.) 

B1 G1

िाि
केशररी

शपवळा

शनळा

श्हरवा

जांभळा
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ÒÒÒ सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) दोन ना्री एकाच वेळरी फेक्े या प्रयोगासाठरी नमुना अवकाश  ‘S’ शि्हा. तयातरीि नमुना घटकांचरी संखया 
n(S) शि्हा. या प्रयोगासंबंधरी खािरीि घटना संच सवरूपात शि्हा आश् तयातरीि नमुना घटकांचरी संखया 
शि्हा.  

 (i) घटना A साठरी अट, कमरीत कमरी एक छाप शमळणयाचरी आ्ेह. 

 (ii) घटना B साठरी अट, एकच छाप शमळणयाचरी आ्हे.

 (iii) घटना C साठरी अट, जासतरीत जासत एक काटा शमळणयाचरी आ्ेह.

 (iv) घटना D साठरी अट, एक्हरी छाप न शमळणयाचरी आ्हे.

उकल ः दोन ना्री एकाच वेळरी फेकिरी असता,

      S = {HH, HT, TH, TT}  n(S) = 4

 (i) घटना A साठरी अट, कमरीत कमरी एक छाप शमळणयाचरी आ्ेह.

      A = {HH, HT, TH}   n(A) = 3

 (ii) घटना B साठरी अट, एकच छाप शमळणयाचरी आ्हे.

  B = { HT, TH}   n(B) = 2

 (iii) घटना C साठरी अट, जासतरीत जासत एक काटा शमळणयाचरी आ्ेह. 

       C = {HH, HT, TH}   n(C) = 3

 (iv) घटना D  साठरी अट, एक्हरी छाप न शमळणयाचरी आ्हे.

  D = {TT}   n(D) = 1

उदा. (2) एका शपशवरीत 50 काडदे आ्हेत. प्रतयेक काडामावर 1 ते 50 यांपैकी एक संखया शिश्हिरी आ्हे. तयांतून 
को्ते्हरी एक काडमा यादृबचछक पद् धतरीने काढिे तर नमुना अवकाश ‘S’ शि्हा. 

     घटना A, B व तयांतरीि नमुना घटकांचरी संखया शि्हा.

  (i) घटना A साठरी अट, काडामावररीि संखयेिा 6 ने भाग जा्े, ्हरी आ्हे.

  (ii) घटना B साठरी अट, काडामावरचरी संखया पू्मा वगमा अस्े, ्हरी आ्हे.

उकल ः नमुना अवकाश, S = {1, 2, 3, . . .,  49, 50}  n(S) = 50

 (i) घटना A साठरी अट,  काडामावररीि संखयेिा 6 ने भाग जा्े ्हरी आ्हे.

  A = {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48},  n(A) = 8

 (ii) घटना B साठरी अट, काडामावरचरी संखया पू्मा वगमा अस्े ्हरी आ्हे.

  B = {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49},  n(B) = 7
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उदा. (3) 3 मिुे व 2 मिुरी यांतून दोन शवद्ारयाांचरी वृक्षसंवधमान सशमतरी खािरीि अटींप्रमा्े बनवायचरी आ्हे. नमुना 

अवकाश ‘S’ व नमुना घटकांचरी संखया शि्हा. तसेच खािरीि घटना संच सवरूपात शि्हा आश् नमुना 

घटकांचरी संखया शि्हा. 

 (i) घटना A साठरी अट, सशमतरीत कमरीत कमरी एक मिुगरी अस्े, ्हरी आ्हे. 

 (ii) घटना B साठरी अट, सशमतरीत एक मुिगा व एक मुिगरी अस्े, ्हरी आ्हे.

 (iii) घटना C साठरी अट, सशमतरीत फक् मुिगे अस्े, ्हरी आ्हे. 

 (iv) घटना D साठरी अट, सशमतरीत जासतरीत जासत एक मिुगरी अस्े, ्हरी आ्हे.

उकल ः समजा, B1़, B2, B3 ्हे तरीन मुिगे व G1, G2 या दोन मिुरी आ्हेत. 

 या मुिा-मुिींतून दोन सभासदांचरी सवचछता सशमतरी बनवायचरी आ्हे.

 S = {B1B2, B1B3, B2B3, B1G1, B1G2, B2G1, B2G2, B3G1, B3G2, G1G2}      n(S) = 10

 (i) घटना A साठरी अट सशमतरीत कमरीत कमरी एक मुिगरी अस्े ्हरी आ्हे.

        A = {B1G1, B1G2, B2G1, B2G2, B3G1, B3G2, G1G2}   n(A) = 7

 (ii) घटना B साठरी अट सशमतरीत एक मुिगा व एक मिुगरी अस्े ्हरी आ्हे.

        B = {B1G1, B1G2, B2G1, B2G2, B3G1, B3G2}  n(B) = 6

 (iii) घटना C साठरी अट सशमतरीत फक् मुिगे अस्े ्हरी आ्हे. 

         C = {B1B2, B1B3, B2B3}  n(C) = 3

 (iv) घटना D साठरी अट सशमतरीत जासतरीत जासत एक मुिगरी अस्े ्हरी आ्हे.

        D = {B1B2, B1B3, B2B3, B1G1, B1G2, B2G1, B2G2, B3G1, B3G2}  n(D) = 9

उदा. (4) दोन फासे फेकिे असता नमुना अवकाश  ‘S’ व नमुना अवकाशातरीि घटकांचरी संखया n(S) शि्हा. 

    खािरीि अटरी पू्मा कर्ाररी घटना संच सवरूपात शि्हा आश् तयातरीि नमुना घटकांचरी संखया शि्हा.

  (i) वरचया पृष्ठभागावर ये्ाऱया अंकांचरी बेररीज मूळ संखया असेि.

  (ii) वरचया पृष्ठभागावर ये्ाऱया अंकांचरी बेररीज 5 चया पटरीत आ्हे.

  (iii) वरचया पृष्ठभागावर ये्ाऱया अंकांचरी बेररीज 25 आ्हे.

  (iv) पश्हलया फाशावर शमळािेिा अंक ददुसऱया फाशावररीि अंकापेक्षा ि्हान आ्ेह.
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उकल ः नमुना अवकाश,  

 S = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6),

          (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6),

           (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6),

           (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6),

           (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6),

           (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}  n(S) = 36

 (i) समजा, वरचया पृष्ठभागावर ये् ाऱया अंकांचरी बेररीज मूळ संखया अस्े, ्हरी घटना E चरी अट आ्हे. 

  E = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (1, 6), (2, 1), (2, 3), (2, 5), (3, 2), (3, 4),  
   (4, 1), (4, 3), (5, 2), (5, 6), (6, 1), (6, 5)}   n(E) = 15

 (ii) वरचया पृष्ठभागावर ये्ाऱया अंकांचरी बेररीज 5 चया पटरीत अस्े, ्हरी घटना F चरी अट आ्हे. 

  F = { (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (4, 6), (5, 5), (6, 4) }     n(F) = 7

 (iii) घटना G साठरी अट वरचया पृष्ठभागावर ये् ाऱया अंकांचरी बेररीज 25 अस्े, ्हरी आ्हे. 

  G = {   } =  f n (G) =  0

 (iv) घटना H साठरी  अट पश्हलया फाशावर शमळािेिा अंक ददुसऱया फाशावररीि अंकापके्षा ि्हान अस्े ्हरी 
आ्हे.

  H = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), 

            (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 5), (4, 6), (5, 6) }     n(H) = 15  
सरािसंच 5.3

1. खािरीि प्रतयेक प्रयोगासाठरी नमुना अवकाश ‘S’ तयातरीि नमुना घटकांचरी संखया n(S) तसेच घटना A, B, C 
संच सवरूपात शि्हा आश् n(A), n(B) आश् n(C) शि्हा.

 (1) एक फासा टाकिा असता, 

  घटना A  साठरी अट, वरचया पृष्ठभागावर सम संखया शमळ्े अशरी आ्हे.

  घटना B  साठरी अट, वरचया पृष्ठभागावर शवषम संखया शमळ्े अशरी आ्हे. 

  घटना C साठरी अट, वरचया पृष्ठभागावर मूळ संखया शमळ्े अशरी आ्हे. 

  (2) दोन फासे एकाच वेळरी टाकिे असता, 

  घटना A साठरी अट, वरचया पृष्ठभागावररीि अंकांचरी बेररीज 6 चया पटरीत अस्े अशरी आ्हे.

  घटना B  साठरी अट, वरचया पृष्ठभागावररीि अंकांचरी बेररीज कमरीत कमरी 10 अस्े अशरी आ्हे.

  घटना C साठरी अट, दोन्हरी फाशांवररीि अंक समान अस्े अशरी आ्हे.
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 (3) तरीन ना्री एकाच वेळरी फेकिरी असता, 

  घटना A  साठरी अट, कमरीत कमरी दोन छाप शमळ्े अशरी आ्हे.

  घटना B  साठरी अट, एक्हरी छाप न शमळ्े अशरी आ्हे

  घटना C साठरी अट, ददुसऱया नाणयावर छाप शमळ्े अशरी आ्हे.

 (4) अंकांचरी पुनरावृततरी न करता 0, 1, 2, 3, 4, 5  या अंकांपासून दोन अंकी संखया तयार केलया आ्हेत.

  घटना A  साठरी अट, तयार झािेिरी संखया सम संखया शमळ्े अशरी आ्हे. 

  घटना B  साठरी अट, तयार झािेिरी संखया 3 ने भाग जा्ाररी अस्े अशरी आ्हे. 

  घटना C साठरी अट, तयार झािेिरी संखया 50 पेक्षा मोठरी अस्े अशरी आ्हे. 

 (5) तरीन पुरुष व दोन बसत्या यांचयातून दोघांचरी ‘पयामावर् सशमतरी’ बनवायचरी आ्हे.

  घटना A  साठरी अट, सशमतरीत कमरीत कमरी एक सत्री असावरी अशरी आ्हे.

  घटना B  साठरी अट, सशमतरीत एक पुरुष व एक सत्री असावरी अशरी आ्हे.

  घटना C साठरी अट, सशमतरीत एक्हरी सत्री नसावरी अशरी आ्हे.

 (6) एक ना्े व एक फासा एकाच वेळरी फेकिे.

  घटना A  साठरी अट, छाप आश् शवषम संखया शमळ्े अशरी आ्हे .

  घटना B  साठरी अट, H शकंवा T आश् समसंखया शमळ्े अशरी आ्हे.

  घटना C साठरी अट, फाशावररीि संखया 7 पेक्षा मोठरी आश् नाणयावर काटा शमळ्े अशरी आ्हे.

जािून घेऊया.

 घटनेची संभावयता (Probability of an event)

 एक सोपा प्रयोग शवचारात घेऊ. एका शपशवरीत समान आकाराचे चार चेंडू आ्हेत. तयांतरीि तरीन चेंडू पांढरे व 
चौथा चेंडू काळा आ्हे. डोळे शमटून तयांतरीि एक चेंडू काढायचा आ्हे. 

 काढिेिा चेंडू पांढरा असणयाचरी शकयता जासत आ्हे, ्हे स्हज कळते. 

 गणिती भाषेत एखाद्ा अपेणक्षत घटनेची शक्यता दशमिििाऱया संखयेला संभावयता असे महितात. 
ती पुढील सूत्र िाप�न संखयेने णकंिा शतिानात दशमिितात. 

 एखाद्ा यादृबचछक प्रयोगासाठरी नमुना अवकाश S असेि आश् A ्हरी तया प्रयोगासंबंधरी अपेशक्षत घटना 
असेि, तर तया घटनेचरी संभावयता ‘P(A)’ अशरी दशमावतात आश् पुढरीि सूत्ाने ठरवतात.

 P(A) =   
घटना ‘A’ मधरीि नमुना घटकांचरी संखया 

नमुना अवकाशातरीि एकू् घटकांचरी संखया 
 = 

n(A)
n(S)
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 वररीि प्रयोगात, ‘उचििेिा चेंडू पांढरा अस्े’ ्हरी घटना A असेि, तर n(A) = 3, कार् पांढरे चेंडू  तरीन 
आ्ेहत आश् एकू् चेंडू चार असलयाने n(S) = 4

 \ उचििेिा चेंडू पांढरा अस्े, याचरी संभावयता P(A) = 
n(A)
n(S)

= 3
4

 

 तसेच‘उचििेिा चेंडू काळा अस्े’ ्हरी घटना B असेि, तर n(B) = 1 \ P(B) = 
n(B)
n(S)

=  1
4

ÒÒÒ   सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1)  एक ना्े फेकिे असता, खािरीि घटनांचरी संभावयता काढा.

    (i)   छाप शमळ्े.  (ii)  काटा शमळ्े. 

उकल ः समजा, ‘S’  नमुना अवकाश आ्ेह.

  S  = {H, T}   n(S) = 2

 (i) समजा, घटना A साठरी अट छाप शमळणयाचरी आ्हे.

  A = {H}        n(A) = 1

  P(A) = 
n(A)
n(S)

= 
1
2

               

 (ii)  समजा, घटना B साठरी अट काटा शमळणयाचरी आ्ेह. 

  B = {T}      n(B) = 1

  P(B) = 
n(B)
n(S)

 = 
1
2

उदा. (2)  एक फासा टाकिा असता खािरीि प्रतयेक अट पू्मा कर्ाऱया घटनेचरी संभावयता काढा.
 (i)  वरचया पृष्ठभागावर मूळ संखया शमळ्े. (ii) वरचया पृष्ठभागावर शमळािेिरी संखया सम अस्े. 
उकल ः समजा, ‘S’  नमुना अवकाश आ्हे.
 S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}  n(S) = 6
 (i)  घटना A ः वरचया पृष्ठभागावर मूळ संखया शमळ्े.

       A = {2, 3, 5}       n(A) = 3

      P(A) = 
n(A)
n(S)

  

      P(A) = 
3
6

  = 
1
2
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 (ii) घटना B ः वरचया पृष्ठभागावर सम संखया शमळ्े. 
         B = {2, 4, 6}       n(B) = 3

      P(B) = 
n(B)
n(S)

  

      P(B) = 
3
6

  = 
1
2

उदा. (3) योगय ररीतरीने शपसिेलया  52 पत्यांचया कॅटमधून एक पतता काढिा, तर  खािरीि घटनांचरी संभावयता काढा.  
 (i) तो पतता िाि अस्े.   (ii) तो पतता शचत्युक् अस्े. 
उकल ः समजा, ‘S’  नमुना अवकाश आ्ेह.   \ n(S) = 52
 (i) घटना A ः काढिेिा पतता िाि अस्े.
  एकू्  िाि पतते =   13 चौकट पतते + 13 बदाम पतते

     n(A) = 26  

    P(A) = 
n(A)
n(S)

=
26
52

  = 
1
2

 (ii) घटना B ः काढिेिा पतता शचत्युक् अस्े.
   कॅटमधये राजा, रा्री आश् गुिाम ्हे शचत्युक् पतते असतात. एकू्  12 शचत्युक् पतते असतात. 
       \ n(B) = 12  

      P(B) = 
n(B)
n(S)

=
12
52

= 
3

13

उदा. (4)  एका खोकयात 5 सटट्रॉबेररीचरी, 6 कॉफीचरी व 2 पेपरशमंटचरी चॉकिेट् स आ्हेत.तया खोकयातून एक चॉकिेट 
काढिे, तर - (i) काढिेिे चॉकिेट कॉफीचे अस्े, आश्  

   (ii) काढिेिे चॉकिेट पेपरशमंटचे अस्े यांचरी  संभावयता काढा.
उकल ः समजा ‘S’  नमुना अवकाश आ्हे.   \ n(S) = 5 + 6 + 2 = 13

 घटना A ः काढिेिे चॉकिेट कॉफीचे अस्े   घटना B ः काढिेिे चॉकिेट पेपरशमंटचे अस्े

    n(A) =  6                                  n(B) = 2   

  P(A) = 
n(A)
n(S)

          P(B) = 
n(B)
n(S)

 

  P(A) = 
6

13
                  P(B) = 

2
13
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    हे लक्षात ठेवूया.

 • संभाव्यता सांगताना िक�वा िलिहताना  अपूणा�काचा िक�वा शतमानाचा वापर क�ला जातो.
 • कोणत्याही घटनेची संभाव्यता  ही 0 ते 1 िक�वा 0% ते 100% असते. 
    g_Om, KQ>Zm E Agoc, Va 0 ≤ P(E) ≤ 1 िक�वा 0 %  ≤  P(E) ≤ 100 % 

              उदा. 1
4

 ही संभाव्यता 25% अशी िलिहता येते. 
  • पाठाच्या सु�वातीला वगार्तील मुलांना वनस्पत�च्या नावांच्या िचठ्ठ्या उचलायला सांिगतले, 

त्या वेळी तुळस हे नाव असलेली िच�ी िव�ाथ्यार्ला िमळण्याच्या संभाव्यतेचा िवचार क�ला.  
एकाच िच�ीवर तुळस हे नाव आहे. जर 40 िव�ाथ� �त्येक� एक िच�ी उचलणार असतील 

तर �त्येकाला तुळस हे नाव िलिहलेली िच�ी येण्याची संभाव्यता 
1

40
 आहे. पिहल्याने, तसेच 

मध्ये कोणीही िक�वा शेवटी िच�ी उचलणाऱ्�याला ती िच�ी िमळण्याची संभाव्यता तेवढीच 
आहे.  

सरावसंच 5.4
 

1. दोन नाणी फ�कली असता खालील घटनांची संभाव्यता काढा.
 (1) कमीत कमी एक छाप िमळणे.  (2) एकही छाप न िमळणे. 

2. दोन फासे एकाच वेळी टाकलेे असता खालील घटनांची संभाव्यता काढा.
 (1) पृ�भागावरील अंकांची बेरीज कमीत कमी 10 असणे.  
 (2) पृ�भागावरील अंकांची बेरीज 33 असणे.
 (3) पिहल्या फाशावरील अंक द�सऱ्�या फाशावरील अंकापेक्षा मोठा असणे.

3. एका पेटीत 15 ितिकटे आहेत. �त्येक ितक�टावर 1 ते 15 पैक� एक संख्या िलिहलेली आहे. त्या पेटीतून एक 
ितक�ट या��च्छक पद् धतीने काढले तर ितिकटावरची संख्या ही

 (1) सम संख्या असणे.   (2)  संख्या 5  च्या पटीत असणे, या घटनoची संभाव्यता काढा.

4. अंकांची पुनरावृत्ती न करता 2, 3, 5, 7, 9  या अंकांपासून दोन अंक� संख्या तयार क�ली, तर खालील घटनांची 
संभाव्यता काढा.

 (1) ती संख्या िवषम असेल.  (2) ती संख्या 5  च्या पटीत असेल. 

5. योग्य रीतीने िपसलेल्या 52 प�यांच्या क�टमधून एक पत्ता काढला तर खालील घटनांची संभाव्यता काढा. 
 (1) ए�ा िमळणे.   (2)   इ�स्पक पत्ता िमळणे. 
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संकीिमि प्रशनसंग्रह - 5
1. खािरीि प्रतयेक प्रशनासाठरी अचूक पयामाय शनवडा. 

 (1) खािरीि पयामायांपैकी को्तरी संभावयता असू शक्ार ना्हरी?

  (A)   2
3

  (B) 1.5   (C) 15 %  D) 0.7 

 (2) एक फासा फेकिा तर वरचया पृष्ठभागावर 3 पेक्षा कमरी संखया येणयाचरी संभावयता ..... असते. 

  (A)   1
6

  (B) 1
3

   (C) 1
2

  D) 0

 (3) 1 ते 100 यांमधून शनवडिेिरी संखया मूळ संखया असणयाचरी संभावयता . . . . . असिे. 

  (A)   1
5

  (B) 6
25

   (C) 1
4

  D) 13
50

 (4) प्रतयेक काडामावर एक संखया, याप्रमा्े 1 ते 40 या संखया शिश्हिेिरी 40 काडदे एका शपशवरीत आ्हेत. 
तयापंैकी एक काडमा उचििे असता तया काडामावरचरी संखया 5 चया पटरीत असणयाचरी संभावयता ..... 
असिे. 

  (A)   1
5

  (B) 3
5

   (C) 4
5

  D) 1
3

 (5) जर n(A) = 2,   P(A) = 1
5

, तर  n(S) = ?

  (A)   10  (B) 
5

2
   (C) 2

5
  D) 1

3

2. बासकेटबॉि खेळाडू  जॉन, वसरीम व आकाश एका ठरावरीक जागेवरून बासकेटमधये बॉि टाकणयाचा सराव करत 
्होते. बासकेटमधये बॉि पडणयाचरी जॉनचरी संभावयता 4

5
,  वसरीमचरी  0.83 व आकाशचरी 58%  आ्हे, तर 

को्ाचरी संभावयता सवाांत जासत आ्हे?
3. एका ्हॉकी संघात 6 बचाव कर्ारे, ़4 आक्रमक व एक गोिरक्षक असे खेळाडू  आ्ेहत. यादृबचछक पद् धतरीने 

तयातंरीि एक खेळाडू संघनायक म्ह्ून शनवडायचा आ्हे. तर खािरीि घटनांचरी संभावयता काढा.
 (1) गोिरक्षक  ्हा संघनायक अस्े.  
 (2) बचाव कर्ारा खेळाडू संघनायक अस्े. 
4.  जोसेफने एका टोपरीत प्रतयेक काडामावर इगं्जरी व्मामािेतरीि एक अक्षर याप्रमा्े सवमा अक्षरांचरी 26 काडदे ठेविरी 

आ्ेहत. तयांतून अक्षराचे एक काडमा यादृबचछक पद् धतरीने काढायचे आ़्ेह, तर काढिेिे अक्षर सवर असणयाचरी 
संभावयता काढा.

5.  फुगेवािा 2 िाि, ़ 3 शनळे आश् 4 श्हरवे अशा रंगरीत फुगयांतरीि एक फुगा प्र्ािरीिा यादृबचछक पद ्धतरीने दे् ार 
आ्ेह. तर खािरीि घटनांचरी संभावयता काढा.

 (1)  शमळािेिा फुगा िाि अस्े.  
 (2) शमळािेिा फुगा शनळा अस्े. 
 (3) शमळािेिा फुगा श्हरवा अस्े. 

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



127

6. एका खोकयात 5 िाि पेनं, 8 शनळरी पेनं आश् 3 श्हरवरी पेनं आ्हेत.  यादृबचछक पद् धतरीने ऋतुजािा एक पेन  
काढायचे आ्हे. तर काढिेिे पेन शनळे असणयाचरी संभावयता काढा.

7.  एका फाशाचरी स्हा पषृ्ठे खािरीिप्रमा्े आ्हेत.

  
A

 
B

 
C

 
D

 
E

 
A

 ्हा फासा एकदाच टाकिा तर पुढरीि घटनांचरी संभावयता काढा.

  (1) वरचया पृष्ठभागावर  ‘A’ शमळ्े. (2) वरचया पृष्ठभागावर  ‘D’ शमळ्े.

8. एका खोकयात 30 शतशकटे आ्हेत. प्रतयेक शतशकटावर 1 ते 30 पैकी एकच संखया शिश्हिरी आ्हे. तयांतून को्ते्हरी 
एक शतकीट यादृबचछक पद् धतरीने काढिे तर खािरीि घटनांचरी संभावयता काढा. 

  (1) शतशकटावररीि संखया शवषम अस्े.  (2) शतशकटावररीि संखया पू्मा वगमा अस्े.

77 मरी

50 मरी

1 2
3

4
56

7

8

9. एका बागेचरी िांबरी व रुंदरी अनुक्रमे 77 मरी व  
50 मरी आ्हे. बागेत 14 मरीटर वयासाचे तळे आ्हे. 
बागेजवळरीि इमारतरीचया गच्चरीवर वाळत घातिेिा 
टॉवेि वाऱयामुळे उडून बागेत पडिा. तर तो बागेतरीि 
तळ्ात पडिा असणयाचरी संभावयता काढा. 

10.  संधरीचया एका खेळामधये ़1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 यांपैकी एका अंकावर बा् बसथरावतो आश् तया समसंभावय 
शनषपततरी आ्हेत. खािरीि घटनांचरी संभावयता काढा.

  (1)  तो बा् 8 या अंकावर बसथराव्े.

  (2) तो बा् शवषम अंकावर बसथराव्े. 

  (3) बा्ाने दशमाविेिरी संखया 2 पेक्षा मोठरी अस्े. 

  (4) बा्ाने दशमाविेिरी संखया 9 पेक्षा ि्हान अस्े. 

11. प्रतयेक काडामावर एक याप्रमा्े 0 ते 5 या पू्ाांक संखया शिहून तयार केिेिरी स्हा काडदे खोकयात ठेविरी आ्हेत. 
तर खािरीि प्रतयेक घटनेचरी संभावयता काढा. 

  (1) काढिेलया काडामावररीि संखया ्हरी नैसशगमाक संखया अस्े. 

  (2) काढिेलया काडामावररीि संखया 1 पेक्षा ि्हान अस्े.

  (3) काढिेलया काडामावररीि संखया ्हरी पू्मा संखया अस्े.

  (4) काढिेलया काडामावररीि संखया 5 पेक्षा मोठरी अस्े. 
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12. एका बॅगेत 3 लाल, 3 पांढरे व 3 िहरवे च�ड� आहेत. बॅगेतून 1 च�ड� या��च्छक प�तीने काढला असता खालील
�त्येक घटनेची संभाव्यता काढा.

(1) काढलेला च�ड� लाल असणे.  (2) काढलेला च�ड� लाल नसणे.

(3) काढलेला च�ड� लाल िक�वा पांढरा असणे.

13. �त्येक काडार्वर एक या�माणे mathematics या शब्दातील सवर् अक्षरे िलिहली आिण ती काड� पालथी ठेवली.
त्यांतून एक काडर् उचलल्यास ते अक्षर ‘m’ असण्याची संभाव्यता काढा.

14. एका शाळेतील 200 िव�ाथ्या�पैक� 135 िव�ाथ्या�ना कब�ी हा खेळ आवडतो व इतरांना हा खेळ आवडत
नाही. सवर् िव�ाथ्या�तून 1 िव�ाथ� िनवडला तर त्याला कब�ी हा खेळ आवडत नसण्याची संभाव्यता काढा.

15. 0, 1, 2, 3, 4 यांपैक� अंक घेऊन दोन अंक� संख्या तयार करायची आहे. अंकांची पुनरावृत्ती क�लेली चालेल
तर खालील घटनांची संभाव्यता काढा.

(1) ती संख्या मूळ असणे. (2) ती संख्या 4 च्या पटीत असणे.

(3) ती संख्या 11 च्या पटीत असणे.

16. एका फाशाच्या पृ�भागावर 0, 1, 2, 3, 4, 5, या संख्या आहेत. हा फासा दोनदा फ�कला, तर वरच्या पृ�ांवर
िमळालेल्या संख्यांचा गुणाकार शून्य असण्याची संभाव्यता काढा.

17. खालील क�ती करा -
क�ती I :  तुमच्या वगार्चा एक�ण पट  n(S) =
वगार्तील चश्मा वापरणाऱ्�या िव�ाथ्या�ची संख्या  n(A) =
सवर् िव�ाथ्या�मधून चश्मा घालणारा एक िव�ाथ� या��च्छक प�तीने िनवडण्याची संभाव्यता    P(A) =
सवर् िव�ाथ्या�मधून चश्मा न घालणारा एक िव�ाथ� या��च्छक प�तीने िनवडण्याची संभाव्यता P(B) =
क�ती II : नमुना अवकाश स्वत: ठरवून खालील चौकटी भरा. 





नमुना अवकाश

 S = {              }
 A = {              }

 n(S) = 
 n(A) = 

 P(A) = = 

घटना A साठी अट ‘सम 
संख्या िमळणे’ ही आहे. 
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6 सांच्खयकी

मानवरी जरीवनात सांबखयकी अनेक शाखांत उपयुक् ठरते जसे, शेतरी, अथमाशासत्, वाश्जय, औषधशासत् 
वनसपशतशासत्, जैवतंत्ज्ान, भौशतकशासत्, रसायनशासत्, शशक्ष्शासत्, समाजशासत्, वयवसथापन इतयादरी. एखाद्ा 
प्रयोगानंतर शमळ्ाऱया शनषपततींचया अनेक शकयता असतात. जेव्हा तयांचरी शकयता तपासायचरी असते, तेव्हा 
मोठ्या प्रमा्ावर प्रयोग करून, सवमा बाबतींत वयवबसथत नोंदरी केलया जातात. या नोंदींचा उपयोग करून शवशवध 
शनषपततींचया संभावयता तपासता येतात. यासाठरी संखयाशासत्ात म्ह्जेच सांबखयकीत शनयम तयार केिे आ्हेत. 

फ्ाच्नसस गालटन (1822-1911) या शब्शटश शासत्ज्ाने संखयाशासत्ात मूिभूत काम केिे. ते 
प्रशनाविरी तयार करून शतचे वाटप अनेक िोकांमधये करत असत व तरी 
भरून देणयास शवनंतरी करत असत. या ररीतरीने खूप िोकांचरी माश्हतरी गोळा 
करून तयांचरी पूवमापरीशठका, आशथमाक बसथतरी, आवडरी-शनवडरी, आरोगय 
इतयादींचरी मोठ्या प्रमा्ावर नोंद करत असत. वेगवेगळ्ा िोकांचया 
बोटांचे ठसे वेगवेगळे असतात ्हे मा्हरीत झािे ्होते. गालटन यांनरी अनेक 
िोकांचया बोटांचे ठसे तपासून तयांचे वगगीकर् करणयाचरी पद्धत ठरविरी. 
संखयाशासत्ाचा उपयोग करून दोन वेगळ्ा वयक्ींचया बोटांचे ठसे 
सारखे असणयाचरी शकयता जवळपास शूनय असते ्हे दाखविे. तयामुळे बोटांचया ठशांवरून एखाद्ा 
वयक्रीचरी ओळख पटव्े शकय झािे. गुन्हेगारांना शोधणयासाठरी ्हरी पद्धत नयायाियात्हरी मानय 
झािरी. प्राणयांचया व मानवाचया अनुवंशशासत्ात तयांनरी खूप काम केिे. 

जरा आठिूया.

सवदेक्ष्ातून  शमळािेलया सांबखयक सामग्रीमधये सवमासाधार्प्े एक गु्धममा आढळतो, तो म्ह्जे सवमा 
प्राप्ांक एका शवशशष् प्राप्ांकाभोवतरी शकंवा तयाचया आसपास केंशद्रत ्होणयाचरी प्रवृततरी. ्हा  शवशशष् प्राप्ांक 
तया समू्हाचरी प्राशतशनशधक संखया असते. या संखयेिा ‘केंद्ररीय प्रवृततरीचे पररमा्’ म्ह्तात.  

अवगगीकृत सार्रीसाठरी, मधय, मधयक व बहुिक या पररमा्ांचा अभयास आप् यापूवगी केिा आ्हे. 

· क�द्रीय प्रिृततीची पररिािे - िगतीकृत िारंिारता सारिीि�न िधय, िधयक, ब�लक.
· सांच्खयक िाणहतीचे आलेखां�ारे सादरीकरि - आयतालेख, िारंिारता ब�भुज, िृततालेख.

चला, णशकूया.

फ्ाच्नसस गालटन
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प्रातयणक्षक 1 : तुमचया वगामातरीि सवमा मुिांचरी उंचरी मोजून सेंशटमरीटरमधये नोंदवा. आपलयािा असे आढळते,  
की अनेक मुिांचरी उंचरी ्हरी एखाद्ा शवशशष् संखयेभोवतरी शकंवा तयाचया आसपास केंशद्रत झािेिरी असते. 

प्रातयणक्षक 2 : शपंपळाचया झाडाखािरी पडिेिरी पाने गोळा करा. प्रतयेक शवद्ारयामािा एकेक पान द्ा. 
आपापलया पानाचरी िांबरी देठापासून टोकापयांत मोजा व नोंदवा. सवमा शनररीक्ष्े (प्राप्ांक) नोंदवलयावर आपलया 
असे िक्षात येईि, की एका शवशशष् संखयेभोवतरी ्हरी शनररीक्ष्े केंशद्रत झािेिरी आ्हेत. 

 
 आता अाप् सांबखयक सामग्रीचया केंद्ररीय प्रवृततींचया पररमा्ांचा ‘मधय’, ‘मधयक’ व ‘बहुिक’ यांचा 
अशधक अभयास कर्ार आ्होत. तयासाठरी तयातरीि पररभाषा आश् शचन्हे यांचरी माश्हतरी करून घेऊ. 

 सांबखयक सामग्रीचा मधय = 
सवमा प्राप्ांकाचरी बेररीज 

एकू् प्राप्ांक 
= 

xi
i

N

=
∑

1

N   (येथे xi ्हा i वा प्राप्ांक आ्हे.)

 मधय X ने दशमावतात आश् तरी शदिेलया सामग्रीचरी सरासररी असते. 

  X  = 

xi
i

N

=
∑

1

N
जािून घेऊया.

  िगतीकृत िारंिारता णितरि सारिीि�न िधय  (Mean from grouped frequency distribution)

 जेव्हा प्राप्ांकांचरी संखया मोठरी असते तेव्हा वररीि सूत्ात सवमा संखया शिहून बेररीज कर्े शजशकररीचे ्होते. 
तयासाठरी आप् अनय का्हरी पद्धतींचा वापर करतो. 

 कधरी कधरी मोठ्या प्रमा्ात केिेलया प्रयोगाचरी सामग्री वगगीकृत सार्रीत शदिेिरी असते. अशा वेळरी सांबखयक 
माश्हतरी तपासणयाचया संखयांचा मधय अचूक काढता येत ना्हरी, म्ह्ून तयाचया जवळपासचरी संखया काढणयाचरी शकंवा 
अंदाजे मधय काढणयाचरी ररीत अभयासू. 

   सरळ पद्धती (Direct method)

 आता आप् वगगीकृत सांबखयक माश्हतरीचा मधय काढणयाचरी ररीत उदा्हर्ाने अभयासू.

उदा. : खािरीि सार्रीत एक काम पू्मा करणयास प्रतयेक कामगारािा िाग्ाऱया वेळेचे वारंवारता शवतर् शदिे आ्हे, 
तयावरून ते काम पू्मा करणयास एका कामगारास िाग्ाऱया वेळेचा मधय काढा. 

प्रतयेकािा काम पू्मा करणयास िागिेिा वेळ (तास) 15-19     20-24     25-29     30-34     35-39
कामगारांचरी संखया     10          15          12           8             5
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वगमा 

(वेळ तासात)

वगमामधय 

xi

वारंवारता 
(कामगारांचरी 

संखया)

fi

वगमामधय ́ वारंवारता

xi  fi

15-19

20-24

25-29

30-34

35-39

17

22

27

32

37

10

15

12

8

5

170

330

324

256

185

एकू् å fi = 50 å xi  fi = 1265

उकल :

 (1) सार्रीत दाखवलयाप्रमा्े उभ ेसतभं घतेिे. 

(2) पश्हलया सतभंात वगमा शिश्हि.े 

(3) ददुसऱया सतभंात वगमामधय xi शिश्हिा. 

(4) शतसऱया सतभंात तया वगामातरीि 

 कामगाराचंरी वारवंारता (fi) शिश्हिरी. 

(5) चौरया सतभंात प्रतयके वगामासाठरी 

 (xi ´ fi) ्हा गु् ाकार शिश्हिा. 

(6) नतंर 
i

N

=
∑

1
xi  fi शिश्हिे.

(7) सतू् वापरून मधय काढिा. 

मधय =  X  = 
å xi  fi 

N
  = 1265

50
 = 25.3  

\
 å fi  =  N

 एका कामगारास काम पू्मा करणयास िाग्ाऱया वेळेचा मधय = 25.3 तास (अंदाजे)

ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) खािरीि सार्रीत 50 शवद्ारयाांचया चाच्री पररीक्षेचया गु्ांचरी टक्केवाररी शदिरी आ्हे. तयावरून गु्ांचया 
टक्केवाररीचा मधय काढा. 

गु्ांचरी टक्केवाररी           0-20     20-40     40-60     60-80      80-100
शवद्ाथगी संखया               3 7 15 20 5

उकल : पायऱयांचया आधारे खािरीि सार्री तयार केिरी. 

वगमा 
(गु्ांचरी टक्केवाररी)

वगमामधय 
xi

वारंवारता 
(शवद्ाथगी संखया)

fi

वगमामधय ́  वारंवारता
xi fi

0-20
20-40
40-60
60-80

80-100

10
30
50
70
90

3
7

15
20
5

    30
  210
  750
1400
  450

एकू् N = å fi = 50 å xi  fi =  2840

X = 
å xi  fi
å fi 

   

    = 2840
50

 

    = 56.8
  \ गु् ांचया  
       टक्केवाररीचा 
        मधय = 56.8
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उदा. (2) मागरीि उन्हाळ्ात म्हाराष्ट्रातरीि 30 श्हरांतरीि एका शदवसाचे कमाि तापमान °C मधये खािरीि सार्रीत 
शदिे आ्ेह, तयावरून कमाि तापमानाचा मधय काढा. 

कमाि तापमान 24-28 28-32 32-36 36-40   40-44            

श्हरांचरी संखया 4 5 7 8 6

उकल :

वगमा 
(तापमान  °C)

वगमामधय 

xi

वारंवारता (श्हरांचरी संखया) 
fi

वगमामधय ´ वारंवारता

xi  fi
24-28

28-32

32-36

36-40

40-44

26

30

34

38

42

4

5

7

8

6

104

150

238

304

252

एकू्  N = å fi = 30 å xi fi = 1048

 मधय =  X  = 
å xi  fi
å fi 

   = 
1048

30
 = 34.9 °C 

     गृहीतिधय पद्धती (Assumed mean method)

 सोडविेलया वररीि उदा्हर्ांवरून आपलया िक्षात येते, की कधरीकधरी xi fi ्हा गु्ाकार खूप मोठरी संखया 
येते. तयामुळे सरळ पद्धतरीने मधय काढ्े थोडे कठरी् ्होते. तयासाठरी आप् आ्खरी एक पद्धत ‘गृ्हरीतमधय 
पद्धतरी’ जा्ून घेऊ. या पद्धतरीने मधय काढताना ि्हान संखयांचरी बेररीज व भागाकार केलयामुळे काम सोपे ्होते. 

उदा्हर्ाथमा, 40, 42, 43, 45, 47, 48 ्ेह प्राप्ांक आ्ेहत. यांचा मधय काढायचा आ्हे. 

 या उदा्हर्ातरीि संखयांचे शनररीक्ष् केलयास आपलया असे िक्षात येते, की या सामग्रीचा मधय 40 पके्षा जासत 
आ्हे म्ह्ून आप् 40 ्हरी संखया मधय मानू. ्हा ग्ृहरीतमधय आ्हे. 40-40 = 0, 42 - 40 = 2, 43-40 = 3,  
45-40 = 5, 47 - 40 = 7, 48 - 40 = 8 ्हे फरक पा्हा. तयांना शवचिन म्ह्तात. तयांचा मधय काढू. 
तो 40 या मानिेलया गृ्हरीतमधयात शमळवलयास आपलयािा या सामग्रीचा मधय शमळतो. 

 म्ह्जेच, मधय = गृ्हरीतमधय + गृ्हरीतमधयापासूनचया शवचिनांचा मधय 

 X  = 40 + 
0 2 3 5 7 8

6

+ + + + +





      = 40 + 

25

6
  = 40 + 4 1

6
     = 44 1

6
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 गृ्हरीतमधयासाठरी A, ग्ृहरीतमधयापासूनचया शवचिनासाठरी d आश् शवचिनांचया मधयासाठरी d ्हरी शचन्हे 

मानून    X = A + d  ्हे सूत् शमळते. 

 ्ेहच उदा्हर् आप् ग्ृहरीतमधय 43 घेऊन करून पाहू. प्रतयेक प्राप्ांकातून 43 वजा करून वजाबाकी, 

म्ह्जेच गृ्हरीतमधयापासूनचे शवचिन शमळवू. 

 40 - 43 = -3, 42 - 43 = -1, 43 - 43 = 0, 45 - 43 = 2, 47 - 43 = 4, 48 - 43 = 5 

 गृ्हरीतमधयापासूनचया शवचिनांचरी बेररीज = -3 -1 + 0 + 2 + 4 + 5 = 7

 आता  X = A + d   

       = 43 + 
7
6






   (येथे एकू्  शवचिने 6 आ्हेत.)

       = 43 + 1 1
6

       = 44 1
6

 आपलया िक्षात येते, की याप्रमा्े ग्ृहरीतमधय वापरून उदा्हर् सोडवलयास आकडेमोड कमरी ्होते. तसेच 

प्राप्ाकंांतरीि शकंवा सोईचरी अनय को्तरी्हरी संखया गृ्हरीतमधय मानिरी तररी सामग्रीचा मधय बदित ना्हरी. 

 आता अाप् शदिेलया वारंवारता सार्रीसाठरी ्हरी पद्धत कशरी वापरता येते ्हे  एका उदा्हर्ाने अभयासू. 

उदा. :  100 भाजरी शवक्रेतयांचरी रोजचया शवक्रीचरी वारंवारता सार्री खािरी शदिरी आ्हे. गृ्हरीतमधय पद्धतरीने दैनशंदन 

शवक्रीचा मधय काढा. 

दैनंशदन शवक्री रुपये                 1000-1500     1500-2000        2000-2500 2500-3000
शवक्रेतयांचरी संखया                          15 20                                      35 30

उकल : ग्ृहरीतमधय A = 2250 घेऊ. di = xi -  A ्हे शवचिन आ्हे. 

वगमा 
दैनंशदन शवक्री (रुपये)

वगमामधय 
xi

di = xi- A
= xi- 2250

वारंवारता 
(शवक्रेतयांचरी संखया )

fi

वारंवारता ´ शवचिन
fi di

1000-1500

1500-2000

2000-2500

2500-3000

1250

1750

2250 A

2750

-1000

-500

0

500

15

20

35

30

-15000

-10000

0

15000
एकू् N = å fi = 100 å fi di  =  -10000
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 पायऱया वापरून सार्री तयार केिरी. 

 (1) गृ्हरीतमधय A = 2250 घेतिा. (साधार्प्े जासतरीत जासत वारंवारता अस्ाऱया वगामाचा वगमामधय ्हा 
गृ्हरीतमधय मानतात. )

 (2) शवक्रीचे वगमा पश्हलया सतंभात शिश्हिे. 

 (3) ददुसऱया सतंभात वगमामधय शिश्हिे. 

 (4) शतसऱया सतंभात di = xi- A = xi- 2250 चया शकमतरी शिश्हलया. 

 (5) चौरया सतंभात प्रतयेक वगामातरीि शवक्रेतयांचरी संखया शिश्हिरी व बेररीज å fi शिश्हिरी. 

 (6) पाचवया सतंभात (fi ´ di ) ्हे गु्ाकार करून तयांचरी बेररीज å fi di केिरी.

  सूत् वापरून आता d  व X काढिा.

 d  = 
å fi di

å fi

   = -
10000

100
 = -100      \  मधय X = A + d   = 2250 - 100 = 2150

 दैनंशदन शवक्रीचा मधय = 2150 रुपये आ्ेह. 

 कृती : ्हेच उदा्हर् सरळ पद्धतरीने सोडवा.

ÒÒÒ  सोडिलेले उदाहरि ÒÒÒ

उदा. (1) खािरीि सार्रीत एका वयावसाशयकाकडरीि 50 कामगारांचया दैनंशदन पगारांचे वारंवारता शवतर् शदिे 

आ्ेह. तयावरून एका कामगाराचया दैशनक पगाराचा मधय, ग्ृहरीतमधय पद्धतरीने काढा. 

      दशैनक पगार (रुपये) 200-240  240-280 280-320     320-360   360-400

कामगारांचरी संखया (वारंवारता) 5 10 15 12 8

उकल : ग्ृहरीतमधय A = 300 मानू. 

वगमा 
(पगार रुपये)

वगमामधय 
xi

 di =  xi- A
di=  xi-300

वारंवारता 
(कामगार संखया) 

fi

वारंवारता ´ शवचिन
fi di

200-240
240-280
280-320
320-360
360-400

220
260

300 A
340
380

-80
-40

0
40
80

5
10
15
12
8

-400
-400

0
480
640

एकू् å fi = 50 å fi di =  320
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                  = 
å fi di

å fi

   = 
320

50
 = 6.4

  मधय,  X = A +   

                = 300 + 6.4

      = 306.40

  कामगारांचया दैशनक पगाराचा मधय = 306.40 रुपये आ्हे. 

   िधयप्रिाि णिचलन पद्धती (Step deviation method) 

 आप् मधय काढणयाचया सरळ पद्धतरी व गृ्हरीतमधय पद्धतरी यांचा अभयास केिा. अशधक सुिभतेने मधय 

काढणयाचरी आ्खरी एक पद्धत उदा्हर्ातून अभयासू. 

• प्रथम A ्हा गृ्हरीतमधय वजा करून di चा सतंभ तयार करू. 

• सवमा di चा मसाशव g ्हा स्हज शमळत असेि तर  ui =  
d
gi  यांचा सतंभ तयार करू. 

• सवमा ui या संखयांचा मधय u ्हा काढू. 

•  X = A + u g या सूत्ाने मधय काढू

उदाहरि    ः  100 कुटुंबांनरी आरोगयशवमयासाठरी गुंतविेिरी वाशषमाक रक्कम वारंवारता सार्रीत शदिरी आ्हे. मधय- 

         प्रमा् शवचिन पद्धतरीने कुटुंबांचया वाशषमाक गुंतव्ुकीचा मधय काढा. 

प्रतयेक कुटुंबाचरी 
शवमयाचरी रक्कम 

(रुपये)        
800-1200 1200-1600 1600-2000 2000-2400 2400-2800 2800-3200

कुटुंबांचरी संखया         3 15 20 25 30 7

उकल : A = 2200 मानू, सवमा di पाहून  g = 400 आ्हे.  

d

d
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वगमा 
शवमयाचरी रक्कम(रुपये)

वगमामधय 

xi

di = xi- A

= xi- 2200
ui = 

d
gi

वारंवारता 
(कुटुंबांचरी संखया)

fi
fi ui

800-1200

1200-1600

1600-2000

2000-2400

2400-2800

2800-3200

1000

1400

1800

2200 A

2600

3000

-1200

-800

-400

0

400

800

-3

-2

-1

0

1

2

3

15

20

25

30

7

-9

-30

-20

0

30

14

एकू् å fi = 100 å fi ui =  -15

 वररीि सार्री पुढरीि पायऱयांचया आधारे किेरी. 

 (1) सार्रीचया पश्हलया सतंभात शवमयाचया गुंतव्ुकींचे वगमा शिश्हिे. 

 (2) ददुसऱया सतंभात वगमामधय xi शिश्हिा. 

 (3) शतसऱया सतंभात di = xi- A यांचया शकमतरी शिश्हलया.  

 (4) di या सवमा शकमतींचा मसाशव 400 आ्हे. म्ह्ून g = 400 घेतिा. चौरया सतंभात  

ui = 
d
gi  = 

di

400
 या शकमतरी शिश्हलया. 

 (5) पाचवया सतंभात प्रतयेक वगामाचरी वारंवारता (कुटुंबांचरी संखया) शिश्हिरी. 

 (6) स्हावया सतंभात fi ´ ui ्हा गु्ाकार प्रतयेक वगामासाठरी शिश्हिा. 

   ui चा मधय खािरीि सूत्ाने काढिा. 

  u   = 
å fi ui

å fi

   = 
-15
100

= -0.15

  X = A + u  g 

       = 2200 + (-0.15) (400)

       = 2200 + (-60.00)

 = 2200 - 60 = 2140

 \ कुटुंबांचया शवमयाचया वाशषमाक गुंतव्ुकीचा मधय 2140 रुपये आ्हे. 

कृती : सरळ पद्धतरीने, गृ्हरीतमधय पद्धतरीने वररीि उदा्हर् सोडवा. को्तया्हरी पद्धतरीने काढिेिा मधय सारखाच 
असतो ्ेह अनुभवा. 
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ÒÒÒ  सोडिलेले  उदाहरि ÒÒÒ

उदा. (1) शाळेतरीि 50 शवद्ारयाांनरी पूरग्सतांसाठरी जमविेलया शनधींचरी वारंवारता सार्री शदिरी आ्हे. तयावरून जमा 

किेेलया शनधींचा मधय काढा. 

शनधरी
(रुपये)  

0-500 500-1000 1000-1500 1500-2000 2000-2500 2500-3000

शवद्ाथगी         2 4 24 18 1 1

 िगतचया वगामात खूप कमरी प्राप्ाकं असिे, तर तयांचा शमळून एक वगमा कर्े सोईचे असते. या उदा्हर्ात 

0 - 500 व 500 - 1000 यांचा एक वगमा आश् 2000 - 2500 व 2500 - 3000 यांचा एक वगमा केिा. 

शनधरी (रुपये)        0-1000 1000-1500 1500-2000 2000-3000
    शवद्ाथगी         6 24 18 2

उकल : A = 1250 मानू, सवमा di अभयासून  g = 250 घेऊ.

वगमा 
शनधरी (रुपये)

वगमामधय 
xi

di = xi- A
= xi- 1250

ui = 
d
gi

वारंवारता 
fi fi ui

0-1000 500 -750 -3 6 -18

1000-1500 1250 A 0 0 24 0
1500 - 2000 1750 500 2 18 36
2000-3000 2500 1250 5 2 10

एकू् å fi = 50 å fi ui =  28

     u   = 
å fi ui

å fi

   = 28
50

= 0.56, 

     u g  = 0.56 ´ 250 = 140 

     X  = A + g u  = 1250 + 140 = 1390

 \ जमा केिेलया नरीधींचा मधय 1390 रुपये आ्हे. 

 कृती - 

 1. ्हेच उदा्हर् सरळ पद्धतरीने सोडवा. 

 2. वररीि उदा्हर्ात काढिेिा मधय गृ्हरीतमधय पद्धतरीने काढून पडताळून पा्हा. 

 3. A = 1750 घेऊन वररीि पद्धतरीने उदा्हर् सोडवा. 
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सरािसंच 6.1
1. इयतता 10 वरीचया 50 शवद्ारयाांनरी रोजचया अभयासासाठरी वयतरीत केिेिे तास व शवद्ाथगी संखया यांचरी वारंवारता 

शवतर् सार्री शदिेिरी आ्हे. तयावरून शवद्ारयाांनरी अभयासासाठरी शदिेलया वेळेचा मधय सरळ पद्धतरीने काढा. 

वेळ (तास) 0-2 2-4 4-6 6-8 8-10
शवद्ाथगी संखया         7 18 12 10 3

2. एका म्हामागामावररीि टोिनाकयावर सकाळरी 6 ते संधयाकाळरी 6 या वेळेत जमा ्हो्ारा कर (रुपयांत) व वा्हनसंखया 
यांचरी वारंवारता सार्री शदिरी आ्हे. तयावरून जमा ्हो्ाऱया कराचे ‘गृ्हरीतमधय’ पद्धतरीने मधय काढा. 

जमा कर (रुपये)        300-400 400-500 500-600 600-700 700-800
वा्हन संखया         80 110 120 70 40

3. एका शदवशरी दूध शवक्री केंद्रावरून 50 ग्ा्हकांना शवतररत केिेलया ददुधाचरी वारंवारता शवतर् सार्री शदिेिरी आ्हे.
तयावरून शवतररत केिेलया ददुधाचा मधय सरळ पद्धतरीने काढा. 

दूध शवतर् (िरीटर) 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6
ग्ा्हक संखया         17 13 10 7 3

4. का्हरी बागाइतदारांचया संतयांचया उतपन्ाचरी वारंवारता शवतर् सार्री शदिरी आ्ेह. तयावरून उतपन्ाचा मधय, 
‘गृ्हरीतमधय’ पद्धतरीने काढा. 

उतपन् (्हजार रुपये)        25-30 30-35 35-40 40-45 45-50
बागाइतदारांचरी संखया 20 25 15 10 10

5. एका कंपनरीतरीि 120 कममाचाऱयांकडून ददुषकाळग्सतांसाठरी जमा केिेलया शनधरीचरी वारंवारता शवतर् सार्री शदिरी 
आ्हे. कममाचाऱयांचया जमा शनधरीचे मधय, ‘मधय प्रमा् शवचिन’ पद्धतरीने काढा. 

शनधरी (रुपये) 0-500 500-1000 1000-1500 1500-2000 2000-2500
कममाचाररी संखया         35 28 32 15 10

6. एका कारखानयातरीि 150 कामगारांचरी साप्ाश्हक पगाराचरी वारंवारता शवतर् सार्री शदिरी आ्हे. तयावरून 
कामगारांचया साप्ाश्हक पगाराचा मधय, ‘मधयप्रमा् शवचिन’ पद्धतरीने काढा. 

साप्ाश्हक पगार रुपये        1000-2000 2000-3000 3000-4000 4000-5000
कामगारांचरी  संखया         25 45 50 30
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जरा आठिूया.

 शवज्ान प्रदशमानात भाग घेणयासाठरी एका शाळेतून दोन शवद्ाथगी व दोन शवद्ाशथमानरी दोन शदवसांसाठरी वेगळ्ा 
श्हरात गेिे ्होते. तयांना आपिे संधयाकाळचे जेव् कोठे घयावे ्हे ठरवायचे ्होते. कामाचया जागेपासून एक शकिोमरीटर 
अंतराचया आत भोजन दे्ाररी द्हा ्हॉटेलस ्होतरी. तयांचे जेव्ाचे दर रुपयांत, चढतया क्रमाने खािरीिप्रमा्े ्होते.  

40, 45, 60, 65, 70, 80, 90, 100 आश् 500

 सवमा ्हॉटेिांतरीि जेव्ाचरी सरासररी शकंमत 
1130

10
= 113 रु. ्होतरी. 

 शवद्ारयांानरी को्तया ्हॉटेिात जेव् घेणयाचे ठरविे असावे? 500 रुपये दराचे जेव् दे्ारे ्हॉटेि सोडून 
इतर सवमा ्हॉटेिांचा दर 113 रु. पेक्षा कमरी ्होता. शवद्ारयाांनरी मधयम दराचे ्हॉटेि शनवडायचे ठरविे. पश्हलया शदवशरी 
70 रु. दराचे व ददुसऱया शदवशरी 80 रु. दराचे जेव् घेतिे. 

   का्हरी वेळा प्राप्ांकांचया सरासररीपेक्षा तयांचा मधयक वापरिा जातो याचे ्हे उदा्हर् आ्हे. 

  मागरीि इयततेत अवगगीकृत सामग्रीसाठरी ‘मधयक’ ्हरी संकलपना आप् अभयासिरी आ्हे. 

 y शदिेलया सामग्रीतरीि संखया चढतया शकंवा उतरतया क्रमाने मांडलया असता, मांड्रीतरीि मधयभागरी ये्ाऱया 
संखयेिा सामग्रीचा मधयक म्ह्तात. 

 y मधयक ्हा शदिेलया सामग्रीचे दोन समान भागांत शवभाजन करतो. म्ह्जेच शदिेलया सामग्रीसाठरी मधयकाचया वर 
आश् खािरी दोन्हरी बाजूंना समान प्राप्ांक असतात. 

 y शदिेिे प्राप्ांक k1 ≤ k2 ≤ k3 . . .  . . ≤ kn अशा ररीतरीने शिश्हतात. 

 y सामग्रीतरीि प्राप्ांक  शवषम असताना n +1
2

  वा प्राप्ांक सामग्रीचा मधयक असतो, कार् k n+1
2

 चया आधरी  
n -1
2

   इतके प्राप्ांक व तयानंतर्हरी  n -1
2

  इतके प्राप्ांक असतात.  n = 2m + 1 घेऊन ्हे पडताळा. 

 y सामग्रीतरीि प्राप्ांक n ्हा सम असताना सामग्रीचा मधयक ्हा मधयावररीि दोन संखयांचरी सरासररी असतो. कार्     
k n

2
 चया आधरी व  k n+2

2

चया नंतर प्रतयेकी n - 2
2   प्राप्ांक असतात. n = 2m घेऊन ्हे पडताळा. 

 y म्ह्जेच 
n
2  वरी संखया व  n + 2

2  वरी संखया यांचरी सरासररी घेतलयावर ये्ाररी संखया ्हरी तया सामग्रीचा मधयक 
असते. 

उदा. (1) 32, 33, 38, 40, 43, 48, 50 या प्राप्ांकांचया मांड्रीत चौथरी संखया मधयावर येते, म्ह्ून शदिेलया 
सामग्रीचा मधयक = 40

उदा. (2) 61, 62, 65, 66, 68, 70, 74, 75 येथे प्राप्ांकांचरी संखया 8 म्ह्जे सम आ्हे, म्ह्ून चौथरी 
व पाचवरी अशा दोन संखया मधयावर आ्हेत, तया 66 व 68 या आ्हेत. म्ह्ून शदिेलया सामग्रीचा 
मधयक = 66 68

2

+  = 67
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जािून घेऊया.

   िगतीकृत िारंिारता णितरि सारिीि�न िधयक (Median from grouped frequency distribution)

  प्राप्ांकांचरी संखया मोठरी असते, तेव्हा अशा प्रकारे मांड्री करून मधयक काढ्े शजशकररीचे ्होते. म्ह्ून 
आता आप् वगगीकृत वारंवारता शवतर्ाचे अंदाजे मधयक काढणयाचरी ररीत उदा्हर्ांचया सा्हाययाने अभयासू. 

उदा. 6, 8, 10.4, 11, 15.5, 12, 18 या प्राप्ांकांचरी वगगीकृत सार्री पुढे शदिरी आ्हे.

वगमा ताळ्ाचया खु्ा वारंवारता
6-10 ।। 2
11-15 ।। 2

16-20 । 1

 पश्हलया सार्रीत 10.4 व 15.5 ्हे दोन प्राप्ांक समाशवष् करता आिे ना्हरीत. कार् या संखया 
6-10, 11-15, 16-20 यांपैकी को्तयाच वगामात समाशवष् ्होत ना्हरीत.

 अशा वेळरी वगमा सिग करून घेतात ्हे आपलयािा मा्हरीत आ्हे. 

या सार्रीत खािचरी वगमामयामादा 0.5 ने कमरी व वरचरी वगमामयामादा 0.5 ने वाढविरी असता, शमळािेिरी ददुसररी 

शवतर् सार्री तयार ्होईि. येथे 15.5 ्हा प्राप्ांक 15.5 - 20.5 या वगामात समाशवष् ्होईि.

 वगगीकर्ाचरी पद् धत बदििरी तर वारंवारता बदिू शकते ्हे वररीि सार्ींवरून िक्षात येते. 

हे लक्षात ठेिूया.

वररीि सार्ींत 6-10 या वगामाचा मधय = 
6 10

2

+
 = 
16

2
 = 8; 

तसेच 5.5-10.5 या वगामाचा  मधय = 5 5 10 5

2

. .+  = 
16

2  = 8. 

म्ह्जे वगाांचरी रचना वेगळ्ा पद्धतरीने केिरी तररी वगमामधय बदित ना्हरी ्हे िक्षात घया.

सोडिलेले उदाहरि

इयतता 10 वरीचया सराव पररीक्षेत प्राप् केिेलया 100 शवद्ारयाांचया गु्ांचरी वारंवारता सार्री पुढे शदिरी 

आ्हे. शवद्ारयाांचया गु्ांचे मधयक काढा.

पररीक्षेतरीि गु् 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100
शवद्ाथगी संखया 4 20 30 40 6

वगमा ताळ्ाचया खु्ा वारंवारता
5.5-10.5 ।।। 3

10.5-15.5 ।। 2

15.5-20.5 ।। 2
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उकल : N = 100

N
2  = 50 म्ह्ून 50 वरी संखया ्हा अंदाजे मधयक अस्ार. यासाठरी 50 वरी संखया को्तया वगामात येते, 

्हे आपलयािा शोधावे िागेि. ‘वरचया वगमामयामादेपेक्षा कमरी’ प्रकारचया संशचत वारंवारता सार्रीवरून ्हे 

शोधता येईि. तयासाठरी आप् वररीि वारंवारता सार्रीवरून ‘पके्षा कमरी’ सशंचत वारंवारता शवतर् सार्री 

तयार करू.

वगमा 
(शवद्ारयाांचे गु् )

वारंवारता 
शवद्ाथगी संखया 

fi

संशचत वारंवारता 
(पेक्षा कमरी) 

cf

0-20 4 4

20-40 20 24

40-60 30 54

60-80 40 94

80-100 6 100

या सार्रीवरून,

 y
N
2  = 50 या क्रमांकाचा प्राप्ाकं 40-60 या वगामात आ्हे. जया वगामामधये मधयक येतो, तया वगामािा 

िधयकिगमि म्ह्तात. येथे 40 - 60 ्हा मधयकवगमा आ्हे. 

 y 40-60 या वगामाचरी खािचरी मयामादा 40 आ्हे व वारंवारता 30 आ्हे.

 y पश्हलया 50 प्राप्ाकंांपैकी सुरुवातरीचे 24 प्राप्ांक ्हे 40 पके्षा कमरी आ्ेहत. उरिेिे 50  -  24  =  26 

प्राप्ाकं (40 - 60) या वगामात आ्हेत. तयातरीि 50 वया प्राप्ाकंाचा अंदाज पुढरीिप्रमा्े करतात. 

 y या वगामातरीि एकू् 30 पैकी 26 प्राप्ांक 50 वया प्राप्ाकंापयांत आ्हेत व वगाांतर 20 आ्हे म्ह्ून 

50 वा प्राप्ांक, 40 पके्षा 26
30

 ´ 20 ने मोठा आ्हे असे मानतात.  

 तो अंदाजे 40 + 26
30

 ´ 20 = 40 + 52
3

 = 57
1

3
 आ्हे.

  \ मधयक = 57
1

3
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 y सूत्रूपाने ्हे आप् खािरीिप्रमा्े शिहू शकतो.

   मधयक = L + 
N cf

f
h2

−














×

 या सूत्ात L = मधयकवगामाचरी खािचरी सरीमा,  N = एकू् वारंवारता

  h = मधयक वगामाचे वगाांतर,   f = मधयक वगामाचरी वारंवारता

  cf = मधयक वगामाचया आधरीचया वगामाचरी संशचत वारंवारता.

      वररीि उदा्हर्ात; 
N
2 = 50, cf = 24, h = 20, f = 30, L = 40,

   मधयक =  L + 
N cf

f
h2

−














×  . . . . . . (सूत्)

    = 40 + 50 24

30

−





  ´ 20  

    = 40 + 26 20

30

´

    = 40 + 17 1
3

    = 57
1

3

हे लक्षात ठेिूया.

 Ê मधयक काढणयासाठरी शदिेिे वगमा सिग नसतरीि तर ते सिग करून घयावे िागतात. 

 Ê प्राप्ांकांचरी संखया खूप मोठरी असताना चढतया क्रमाने प्रतयेक प्राप्ांक शिश्ह्े अवघड 

असते. म्ह्ून सामग्रीचरी मांड्री वगगीकृत सवरूपात करतात. अशा वगगीकृत सामग्रीचा मधयक 

अचूक काढ्े शकय नसते, परंतु अंदाजे मधयक काढणयासाठरी पुढरीि सूत् वापरतात. 

मधयक =  L + 
N cf

f
h2

−














×
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ÒÒÒ  सोडिलेली  उदाहरिे ÒÒÒ

उदा. (1) सावमाजशनक वा्हतूक सेवेचया 60 बसेसनरी एका शदवसात कापिेलया अंतराचरी वारंवारता सार्री 

शदिरी आ्हे. बसेसनरी एका शदवसात कापिेलया अंतराचा मधयक काढा.

दैनंशदन कापिेिे अंतर (शकमरी) 200-209 210-219 220-229 230-239 240-249
बसेसचरी संखया 4 14 26 10 6

उकल :   सार्रीत शदिेिे वगमा सिग ना्हरीत, 

    एका वगामाचरी वरचरी मयामादा व पुढरीि वगामाचरी खािरीि मयामादा यांतरीि फरक 1 आ्हे.

 \ 1 ¸ 2 = 0.5 ्हरी शकंमत प्रतयेक वगामाचया खािचया मयामादेतून वजा करू आश् वरचया  

    वगमामयामादेत शमळवून वगमासरीमा ठरवू. तयानुसार वगमा सिग करू व नवरी सार्री शिहू. 

    नंतर तयात ‘पके्षा कमरी’चा सशंचत वारंवारतेचा सतंभ तयार करू. 

शदिेिे वगमा सिग केिेिे वगमा
वारंवारता

fi

संशचत वारंवारता 
पेक्षा कमरी

200-209 199.5-209.5 4 4
210-219 209.5-219.5 14 18 ®  cf
220-229 219.5-229.5 26 ® f 44
230-239 229.5-239.5 10 54
240-249 239.5-249.5 6 60

 येथे एकू् वारंवारता = Sfi = N = 60 \ 
N
2  = 30. \ मधयक ्हा अंदाजे  30 वा प्राप्ांक.

 पश्हिे 18 प्राप्ाकं 219.5 पेक्षा कमरी व उरिेिे, 30 - 18 = 12 प्राप्ांक 219.5 - 229.5  

 या वगामात आ्हेत. म्ह्ून ्हा मधयकवगमा आ्हे. 

 219.5-229.5 या वगामाचरी संशचत वारंवारता 44 आ्हे.

 सूत्ामधये,

 L = मधयक वगामाचरी खािचरी मयामादा = 219.5, h = मधयक वगामाचे वगाांतर = 10

 cf = मधयक वगामाचया आधरीचया वगामाचरी संशचत वारंवारता = 18,

 f = मधयक वगामाचरी वारंवारता = 26

 मधयक = L + 
N cf

f
h2

−














×
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 \ मधयक = 219.5+ 30 18

26
10

−





×

     = 219.5 + 12 10

26

×







     = 219.50 + 4.62

     = 224.12

 बसेसचया दैनशंदन अंतरांचे मधयक = 224.12 शकिोमरीटर

उदा.(2) खािरीि सार्रीत एका शदवशरी एका वसतुसंग््हाियािा भेट दे्ाऱया वयक्ींचरी वये शदिेिरी आ्हेत. 

तयावरून वयक्ींचया वयांचे मधयक काढा.

वय (वषदे) वयक्ींचरी संखया
10 पके्षा कमरी 3
20 पेक्षा कमरी 10
30 पके्षा कमरी 22
40 पेक्षा कमरी 40
50 पके्षा कमरी 54
60 पके्षा कमरी 71

उकल : येथे पके्षा कमरी सशंचत वारंवारता शवतर् शदिेिे आ्हे. प्रथमतः या सवमा वगाांचया खऱया वगमामयामादा 

शमळवावया िागतरीि. आपलयािा मा्हरीत आ्हे, की ‘पेक्षा कमरी’ संशचत वारंवारता ्हरी वगामाचया 

वरचया वगमामयामादेशरी शनगशडत असते.  पश्हलया वगामाचरी वरचरी मयामादा 10 आ्हे. को्ा्हरी वयक्रीचे 

वय धन संखया असते म्ह्ून पश्हिा वगमा 0-10 असा असिे. ददुसऱया वगामाचरी वरचरी मयामादा 20 

आ्हे, म्ह्ून ददुसरा वगमा 10-20  ्होईि. अशा प्रकारे वगाांतर 10 घेऊन क्रमाने वगमा तयार केिे. 

याप्रमा्े शेवटचा वगमा 50-60 झािा. अशा प्रकारे आपलयािा खािरीिप्रमा्े वगमा शिश्हता येतात.

वय वषदे वगमा
वयक्ींचरी संखया 

वारंवारता
संशचत वारंवारता

पेक्षा कमरी
10 पेक्षा कमरी 0-10 3 3
20 पेक्षा कमरी 10-20 10 - 3 = 7 10
30 पेक्षा कमरी 20-30 22 - 10 = 12 22 ® cf
40 पेक्षा कमरी 30-40       40 - 22 = 18 ® f 40
50 पेक्षा कमरी 40-50 54 - 40 = 14 54
60 पेक्षा कमरी 50-60 71 - 54 = 17 71
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सरावसंच 6.2

  येथे N = 71 \ 
N
2  = 35.5 आणि h = 10

 35.5 ही संखयया 30-40 यया वरयागात आहे. महिून हया मधयकवरगा आहे. तययाआधीचयया वरयागाची संणचत 

वयारंवयारतया 22 आहे, महिून cf = 22, L = 30, f = 18. 

 मधयक =  L + 
N cf

f
h2

−














×

  = 30 + (35.5-22) 10
18

  = 30 + (13.5) 10
18

  = 30 + 7.5

  = 37.5

 \ भेट देियाऱयया वयक्तींचयया वययांचे मधयक = 37.5 वर्षे

1. खयालील सयारिीत एकया सॉफटवेअर कंपनीतील दैनणंदन कयामयाचे तयास व तेवढया वेळ कयाम करियाऱयया 

कमगाचयाऱययांची संखयया णदली आहे. तययावरून कंपनीतील कमगाचयाऱययांचयया दैनणंदन कयामयाचयया तयासयांचे मधयक 

कयाढया. 

दैनंणदन कयामयाचे तयास       8-10         10-12           12-14          14-16
कमगाचयाऱययांची संखयया      150           500             300             50

2. एकया आमरयाईतील आंबययाची झयाडे व प्रतयेक झयाडयापयासून णमळयालेलयया आंबययांची संखयया ययांचे वयारंवयारतया 

णवतरि णदले आहे. तययावरून णदलेलयया सयामग्ीचे मधयक कयाढया. 

आंबययांची संखयया 50-100 100-150 150-200 200-250 250-300
झयाडयांची संखयया      33 30 90 80 17

3. मुंबई-पिुे द्रुतरतीमयारयागाचयया वयाहतुकीचे णनयंत्रि करियाऱयया पोलीस चौकीवर केलेलयया सवषेक्षियात 

पुढीलप्रमयािे णनरीक्षिे आढळली. णदलेलयया नोंदतींचे मधयक कयाढया. 

वयाहनयांची रती
(णकमी/तयास)

60-64 65-69 70-74 75-79 80-84 85-89

वयाहनयांची संखयया 10 34 55 85 10 6
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4. शवशवध कारखानयांमधये उतपादन ्हो्ाऱया शदवयांचरी संखया खािरीि सार्रीत शदिरी आ्हे. तयावरून 

शदवयांचया उतपादनाचा मधयक काढा. 

शदवयांचरी संखया 
(्हजार)

30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100

कारखानयांचरी
संखया 

12 35 20 15 8 7 8

 

 
जािून घेऊया.

 िगतीकृत िारंिारता णितरिाि�न ब�लक (Mode from grouped frequency distribution)

 शदिेलया प्राप्ांकांत जासतरीत जासत वेळा ये्ारा प्राप्ांक म्ह्जे तया समू्हाचा बहुिक असतो ्हे 

आप् जा्तो. 

उदा्हर्ाथमा, एखादरी ददुचाकी उतपादक कंपनरी शवशवध रंगांमधये ददुचाकी गाड्ा तयार करते. को्तया रंगाचया 

गाड्ांचरी पसंतरी सवामाशधक आ्हे ्हे जा्ून घेणयासाठरी तया कंपनरीिा रंगाचे बहुिक मा्हरीत अस्े आवशयक 

असते. तयाचप्रमा्े शवशवध उतपादने अस्ाऱया एखाद्ा कंपनरीिा सवामाशधक माग्री को्तया उतपादनासाठरी 

आ्हे ्हे जा्ून घेणयाचरी आवशयकता वाटेि. अशा वेळरी तया उतपादनाचा बहुिक काढावा िागेि. 

 आप् अवगगीकृत वारंवारता सार्रीवरून बहुिक कसा काढायचा ्हे पाश्हिे आ्हे. 

 आता आप् वगगीकृत वारंवारता शवतर्ावरून अंदाजे बहुिक कसा काढायचा ते अभयासू.

 तयासाठरी पुढरीि सूत् वापरतात. 

 बहुिक = L f f
f f f

+
−

− −










1 0

1 0 22  ´ h

 वररीि सूत्ात, L = बहुिकीय वगामाचरी खािचरी मयामादा

       f1 = बहुिकीय वगामाचरी वारंवारता

       f0 = बहुिकीय वगामाचया आधरीचया वगामाचरी वारंवारता 

       f2 = बहुिकीय वगामाचया पुढचया वगामाचरी वारंवारता

       h = बहुिकीय वगामाचे वगाांतर

 ्हे सूत् वापरून अंदाजे बहुिक कसा काढतात, ्हे उदा्हर्ांवरून अभयासू. 
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ÒÒÒ   सोडिलेली उदाहरिे   ÒÒÒ
उदा.(1) खािरीि वारंवारता शवतर् सार्रीत क्रीडांग्ावर खेळायिा ये्ाऱया मुिांचरी संखया व तयांचे 

वयोगट शदिे आ्हेत. तयावरून क्रीडांग्ावर खेळ्ाऱया मुिांचया वयाचे बहुिक काढा.

मिुांचा वयोगट (वषदे) 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16

मुिांचरी संखया 43 58 ® f0 70 ® f1 42 ® f2 27

 वररीि सार्रीवरून असे िक्षात येते, की 10-12 या वयोगटांतरीि शवद्ाथगी संखया सवाांत जासत 

आ्हे, म्ह्जेच 10-12 ्हा बहुिकीय वगमा आ्हे.  

उकल : येथे f1 = 70, आश् 10-12 ्हा बहुिकीय वगमा.

 \ शदिेलया उदा्हर्ात,

 L = बहुिकीय वगामाचरी खािचरी मयामादा   = 10

 h = बहुिकीय वगामाचे वगाांतर    = 2

 f1 = बहुिकीय वगामाचरी वारंवारता    = 70

 f0 = बहुिकीय वगामाचया आधरीचया वगामाचरी वारंवारता = 58

 f2 = बहुिकीय वगामाचया पुढचया वगामाचरी वारंवारता  = 42

 बहुिक =  L f f
f f f

+
−

− −










1 0

1 0 22  ´ h 

  = 10 + 70 58

2 70 58 42

−
− −











( )
´ 2

  = 10 + 12

140 100−






´ 2

  = 10 + 
12

40






 ´ 2

  = 10 + 24
40

  = 10 + 0.6

  = 10.6

 \ क्रीडांग्ावर खेळ्ाऱया मुिांचया वयाचे बहुिक = 10.6 वषदे
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उदा. (2) खािरीि वारंवारता शवतर् सार्रीत एका पेटट्रोिपंपावर पेटट्रोि भर्ाऱया वा्हनांचरी संखया आश् 

वा्हनांमधये भरिेिे पेटट्रोि याचरी माश्हतरी शदिरी आ्हे. तयावरून वा्हनात भरिेलया पेटट्रोिचया 

आकारमानाचे  बहुिक काढा.

भरिेिे पेटट्रोि (िरीटर) 1-3 4-6 7-9 10-12 13-15

वा्हनांचरी संखया 33 40 27 18 12

उकल : येथे शदिेिे वगमा सिग ना्हरीत. ते आप् सिग करून घेऊ आश् वारंवारता सार्री तयार करू.

वगमा सिग केिेिे वगमा वारंवारता

1-3 0.5-3.5 33 ® f0

4-6 3.5-6.5 40 ® f1

7-9 6.5-9.5 27 ® f2

10-12 9.5-12.5 18

13-15 12.5-15.5 12

येथे  f1 = बहुिकीय वगामाचरी वारंवारता = 40, बहुिकीय वगमा 3.5-6.5

 बहुिक = L f f
f f f

+
−

− −










1 0

1 0 22  ´ h 

 बहुिक = 3.5 + 
40 33

2 40 33 27

−
− −











( )
 ´ h

  = 3.5 + 
7

80 60−





 ´ 3

  = 3.5 + 21
20

  = 3.5 + 1.05

  = 4.55

 \ वा्हनात भरिेलया पेटट्रोिचया आकारमानाचा बहुिक = 4.55 िरीटर
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सरािसंच 6.3

1. एका दूध संकिन केंद्रावर शेतकऱयांकडून संकशित केिेिे दूध व िरॅकटोमरीटरने मोजिेिे ददुधातरीि (फॅटचे) 
बसनगधांशाचे प्रमा् शदिे आ्हे. तयावरून ददुधातरीि बसनगधांशाचया प्रमा्ाचे बहुिक काढा.

ददुधातरीि बसनगधांश (%) 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7

संकशित दूध (िरीटर) 30 70 80 60 20

2. का्हरी कुटुंबांचा माशसक वरीजवापर पुढरीि वगगीकृत वारंवारता सार्रीत शदिा आ्हे. तयावरून वरीजवापराचे 
बहुिक काढा.

वरीजवापर (युशनट) 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100 100-120

कुटुंबांचरी संखया 13 50 70 100 80 17

3. च्हाचया 100 ्हॉटेिांना पुरविेिे दूध व ्हॉटेिांचरी संखया यांचरी वगगीकृत वारंवारता सार्री शदिरी आ्हे. 
तयावरून पुरविेलया ददुधाचे बहुिक काढा.

दूध (िरीटर) 1-3 3-5 5-7 7-9 9-11 11-13

्हॉटेिांचरी संखया 7 5 15 20 35 18

4. खािरीि वारंवारता शवतर् सार्रीत 200 रुग्ाचंरी वये आश् उपचार घे् ाऱया रुग्ांचरी एका आठवड्ातरीि 

संखया शदिरी आ्हे. तयावरून रुग्ांचया वयाचे बहुिक काढा

वय (वषदे) 5 पके्षा कमरी 5-9 10-14 15-19 20-24 25-29

रुग्संखया 38 32 50 36 24 20

कृती :-

 · तुमचया वगामातरीि 20 मिुांचया वजनाचा मधय काढा. 

 · तुमचया वगामातरीि मुिांचया शटाांचया मापाचा बहुिक काढा. 

 · वगामातरीि प्रतयेक शवद्ारयामाने आपलया नाडरीचे एका शमशनटात पड्ारे ठोके मोजावेत व 
तयाचरी नोंद करावरी. या नोंदींचरी सार्री करा व तयावरून नाडरीचया ठोकयांचा बहुिक काढा. 

 · वगामातरीि प्रतयेक शवद्ारयामाचया उंचरीचरी नोंद करा. तया नोंदींचे वगगीकर् करा. उंचरीचा 
मधयक काढा. 
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खेळाडू

धा
वा

   
हे लक्षात ठेिूया.

 आप् केंद्ररीय प्रवृततरीचया मधय, मधयक व बहुिक या पररमा्ांचा अभयास केिा. केंद्ररीय प्रवृततरीचे 
को्ते पररमा् शनवडायचे ्हे ठरवणयासाठरी, ते शनवडणयासाठरीचा ्हेतू आपलयािा सपष्प्े मा्हरीत अस्े 
आवशयक असते. 
 समजा, एका शाळेतरीि 10 वरी चया पाच तुकड्ांपैकी को्तरी तुकडरी अंतगमात पररीक्षेत जासत सरस 
आ्हे ्हे ठरवणयासाठरी तया प्रतयेक तुकडरीचा अंतगमात पररीक्षेतरीि गु्ांचा ‘मधय’ काढावा िागेि. 
 एखाद्ा वगामातरीि मुिांचे तयांचया पररीक्षेतरीि गु्ांवरून दोन गट करायचे असतरीि, तर तया 
वगामातरीि मुिांचया गु्ांचा ‘मधयक’ ्हे पररमा् शनवडावे िागेि. 
 खडू तयार कर्ाऱया एखाद्ा बचत गटािा को्तया रंगाचया खडूंना सवामाशधक माग्री आ्हे ्हे 
शोधायचे असेि, तर केंद्ररीय प्रवृततरीचे ‘बहुिक’ ्हे पररमा् शनवडावे िागेि. 

    सांबखयक माश्हतरीचा मधय, मधयक, बहुिक यांवरून शकंवा माश्हतरीचे शवशिेष् करून तयाचा 
उपयोग का्हरी शवशशष् शनषकषमा शमळवणयासाठरी ्होतो. 

 सांबखयक माश्हतरी संशक्षप् रूपात सादर करणयाचरी एक पद्धत म्ह्जे सार्रीचया रूपात सामग्री मांड्े 
्हे आपलयािा मा्हरीत आ्हे, परंतु सार्रीचया रूपात असलयामुळे तयावरून का्हरी बाबरी झटकन िक्षात येत 
ना्हरीत. सामानय मा्सांना तया समजणयासाठरी, म्ह्जेच सवमासामानय िोकांचे िक्ष सामग्रीतरीि म्हत्वाचया 
बाबींकडे वेधणयासाठरी, तया माश्हतरीचे सादररीकर् वेगळ्ा प्रकारे करता येईि का असा शवचार करू. 
उदा्हर्ाथमा, अथमासंकलपातरीि बाबरी, खेळातरीि माश्हतरी इतयादरी. 

उधाररी व इतर 
दाशयतव

केंद्ररीय प्रायोशजत 
योजना

H °$mnm}o

केंद्ररीय योजना

वयाज फेड
संरक्ष्

इतर खचमा
कर आश् शुलकात 

राजयाचा श्हससा
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अथमासा्हायय

सांच्खयक सािग्रीचे णचत्र�प सादरीकरि (Pictorial representation of statistical data)
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 सािग्रीचे सादरीकरि (Presentation of data)

 शचत्रूप व आिेखरूप सादररीकर् ्हे सामग्रीचा अथमाबोध ्होणयासाठरी वापरिे जा्ारे िक्षवेधरी प्रकार आ्हेत. 

सामग्री सादररीकर्ाचया शवशवध पद्धतरी दशमाव्ाररी शाखाकृतरी (tree chart) खािरी दाखविरी आ्हे. 

सामग्री सादररीकर्

  सार्रीकर्     शचत्रूप पद्धतरी             आिेख पद्धतरी

अवगगीकृत  वगगीकृत    सतंभािेख          वृततािेख                  रेषािेख 

 साधा   जोड   शवभाशजत   शतमान  आयतािेख वारंवारता  
                बहुभुज

   मागरीि इयततांमधये आप् यांपैकी का्हरी पद्धतींचा व आिेखांचा अभयास केिा आ्हे. आता आप् 
आयतािेख, वारंवारता बहुभुज व वृततािेख यांचया सा्हाययाने सामग्रीचे प्रशतरूप् कसे करायचे ते पाहू. 

फ्लॉरेनस नाइणटंगेल (1820-1910) या थोर सत्रीिा उतकृष् व 
धयेयशनष्ठ पररचाररका म्ह्ून ओळखिे जाते. H«$sशमयन यदु्धातरीि 
जखमरी सशैनकांचरी शुश्ूषा करून तयांनरी अनेकांचे प्रा् वाचविे. 
संखयाशासत्ात देखरीि फ्ॉरेनस नाइशटंगेि यांनरी पायाभूत काम केिे 
आ्हे. अनेक सैशनकांचरी अवसथा, तयांचयावर केिेिे उपचार व तयांचा 
उपयोग या सवाांचरी वयवबसथत नोंद करून तयांनरी म्हत्वाचे शनषकषमा 
काढिे. सशैनकांचया मृतयूंना तयांचया जखमांपेक्षा टायफॉइड, कॉिरा 
यांसारखे रोग जासत कार्रीभूत ्होते. तयांचरी कार्े पररसराचरी असवचछता, शपणयाचे असवचछ पा्री, 
रुग्ांना दाटरीवाटरीने रा्हायिा िाग्े ्हरी, ्होतरी. ्हरी कार्मरीमांसा चटकन धयानात यावरी म्ह्ून फ्ॉरेनस 
यांनरी पायचाटमासारखे आिेख तयार केिे. योगय उपचार आश् सवचछतेचे शनयम पाळून तयांनरी सैशनकांचा 
मृतयुदर खूप कमरी करून दाखविा. श्हराचे आरोगय राखणयासाठरी, वयवबसथत मिशनससार् कर्ारे 
डट्रेनेज आश् शपणयासाठरी सवाांना शुद्ध पा्री आवशयक आ्हे, ्हे तयांचे शनररीक्ष् नगरपाशिकांना पटिे. 
अनेक शनररीक्ष्ांचरी केिेिरी उततम नोंेद, साबंखयकीचया आधारे शवशवासा्हमा शनषकषमा काढणयास मदत 
करते, ्हे तयांचया कामावरून शदसिे. 
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जािून घेऊया.

  आयतालेख : Histogram   आयतािेख व तो काढणयाचरी ररीत आप् एका उदा्हर्ाने समजून घेऊ. 

उदा : खािरीि सार्रीत शवशवध कंपनयांचया मयुचयुअि फंडांचे एका युशनटचे नक् मािमतता मूलय (Net asset 

value) शदिे आ्हे. 

 तयावरून आयतािेख काढा. 

नक् मािमतता मूलय 
(रुपये) (NAV) 8-9 10-11 12-13 14-15 16-17

मयुचयअि फंडाचरी 
संखया 20 40 30 25 15

उकल : वररीि सार्रीसाठरी शदिेिे वगमा सिग ना्हरीत. ते सवमाप्रथम सिग करून घेऊ. 

सिग केिेिे वगमा 7.5-9.5 9.5-11.5 11.5-13.5 13.5-15.5 15.5-17.5
वारंवारता 20 40 30 25 15

आयतालेख काढणयाची कृती 

1.  वगमा सिग नसलयास ते सिग करून घयावेत. अशा वगाांना वशधमात वगमा (extended class intervals) म्ह्तात. 

2.  ्हे वशधमात वगमा X- अक्षावर योगय प्रमा् घेऊन दशमावा. 

3. Y- अक्षावर वारंवारता योगय प्रमा् घेऊन दशमावा. 

4. X- अक्षावर प्रतयेक वशधमात वगमा ्हा पाया घेऊन तयावर आयत काढा.  आयतांचरी उंचरी संगत वारंवारतांएवढरी घया. 

आकृतरी  6.1
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7.5 9.5 11.5 13.5 15.5 17.5

वा
रंव

ारत
ा

वगमा

प्रमा् 
X-अक्ष :1 सेमरी = 2 रुपये
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सरािसंच 6.4

लक्षात घ्या. 

 X-अक्षावर अारंभशबंदू आश् पश्हिा वगमा यांचयामधये ‘ ’ अशरी खू् आ्हे. (या खु्ेस अक्षसंकोच, 

krink mark, असे म्ह्तात.) याचा अथमा आरंभशबंदूपासून पश्हलया वगामापयांत को्तरी्हरी शनररीक्ष्े ना्हरीत. तयामुळे 

X- अक्षाचरी घडरी घातलयासारखरी ्हरी खू् आ्हे. आवशयकतेनुसार Y- अक्षावर्हरी ्हरी खू् वापरतात. तयामुळे योगय 

आकाराचा आिेख काढता येतो.

1. पुढरीि सामग्री आयतािेखाद्ारे दशमावा. 

शवद्ारयाांचरी उंचरी (सेमरी.) 135-140 140-145 145-150 150-155
शवद्ाथगी संखया 4 12 16 8

2. खािरीि सार्रीत जवाररीचे एकररी उतपन् शदिे आ्हे. तयावरून आयतािेख काढा. 

एकररी उतपन् (बविंटि) 2-3 4-5 6-7 8-9 10-11
शेतकऱयांचरी संखया 30 50 55 40 20

3. खािरीि सार्रीत 210 कुटुंबांचरी वाशषमाक गुंतव्ूक शदिरी आ्हे. तयावरून आयतािेख काढा. 

गुंतव्ूक 
(्हजार रुपये)

10-15 15-20 20-25 25-30 30-35

कुटुंबांचरी संखया 30 50 60 55 15

4. खािरीि सार्रीत शवद्ारयाांनरी पररीक्षेचया तयाररीसाठरी शदिेिा वेळ दशमाविा आ्हे. तयावरून आयतािेख काढा. 

वेळ (शमशनटांत) 60-80 80-100 100-120 120-140 140-160
शवद्ाथगी संखया 14 20 24 22 16

 
जािून घेऊया.

     िारंिारता ब�भुज (Frequency polygon)

 वारंवारता सार्रीतरीि माश्हतरी शवशवध प्रकारे दशमावता येते. आप् आयतािेखाचा अभयास केिा आ्हे. ददुसरा 

प्रकार ‘वारंवारता बहुभुज’ ्हा आ्हे.

 वारंवारता बहुभुज काढणयाचया दोन पद्धतींचा अभयास करू. 

 (1) आयतािेखाचया मदतरीने (2) आयतािेख न वापरता. 

 (1) आयतािेखाचया मदतरीने वारंवारता बहुभुज काढणयाचरी ररीत समजून घेणयासाठरी आप् आकृतरी 6.1 मधये 
दाखविेलया आयतािेखाचाच उपयोग करू. 
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1. आयतािेखातरीि प्रतयेक आयताचया वरचया बाजूचा मधयशबंदू दशमावा. 

2. पश्हलया आयताचया आधरी शूनय उंचरीचा आयत आ्हे असे माना व तयाचा मधयशबंदू दशमावा. तसेच शेवटचया 
आयतानंतर एक शूनय उंचरीचा आयत मानून तयाचया्हरी मधयशबंदूवर खू्  करा. ्हे शबंदू X- अक्षावर येतरीि. 

3. सवमा मधयशबंदू क्रमाने सरळ रेघांनरी जोडा. 

4. तयार झािेिरी बंशदसत आकृतरी म्ह्जेच वारंवारता बहुभुज ्होय. 

(2) आयतािेख न काढता, वारंवारता बहुभुज काढणयासाठरी शबंदूंचे शनददेशक कसे ठरवतात ्हे खािरीि सार्रीवरून 
समजून घया. 

वगमा सिग वगमा वगमामधय वारंवारता शबंदूंचे शनददेशक
6 - 7 5.5 - 7.5 6.5 0 (6.5, 0)
8 - 9 7.5 - 9.5 8.5 20 (8.5, 20)

10 - 11 9.5 - 11.5 10.5 40 (10.5, 40)
12 -13 11.5 - 13.5 12.5 30 (12.5, 30)
14 - 15 13.5 - 15.5 14.5 25 (14.5, 25)
16 - 17 15.5 - 17.5 16.5 15 (16.5, 15)
18 - 19 17.5 - 19.5 18.5 0 (18.5, 0)

 सार्रीतरीि पाचवया सतंभातरीि शनददेशकांशरी संगत शबंदू आिेख कागदावर सथापन करतात. ते क्रमाने जोडिे, की 

वारंवारता बहुभुज शमळतो. ्हा बहुभुज आकृतरी 6.3 मधये दाखविा आ्हे. तयाचे शनररीक्ष् करा. 

25

10

30

15

20

35

40

5

7.5 9.5 11.5 13.5 15.5 17.5

वा
रंव

ारत
ा (

मय
ु. फ

ंडा
ंचरी

 स
ंखय

ा)

आकृतरी  6.2
वगमा    (नक् मािमततामूलय)

प्रमा् 
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उदा. (1) सोबतचया आकृतरीत दाखविेलया वारंवारता 

बहुभुजाचया आधारे पुढरीि प्रशनांचरी उततरे 

शि्हा. 

(1) 50-60 या वगामाचरी वारंवारता शि्हा. 

(2)  जया वगामाचरी वारंवारता 14 आ्हे असा वगमा शि्हा. 

(3) वगमामधय 55 असिेिा वगमा शि्हा. 

(4) सवामाशधक वारंवारता असिेिा वगमा शि्हा. 

(5) शूनय वारंवारता अस्ारे वगमा शि्हा. 
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उकल :

(1) वर्गमध्य X- अक्षावर दर्गवले आहेत. x- निददेरक 55 असलेल्यषा निंदूचषा, (50-60 ्यषा वरषा्गचषा मध्य 55 आहे.) 

y- निददेरक 10 आहे, महणूि 50-60 ्यषा वरषा्गची वषारंवषारतषा 10 आहे. 

(2) वषारंवषारतषा Y- अक्षावर  दर्गवल्यषा आहेत. y- निददेरक 14 असलेल्यषा निंदूचषा x- निददेरक 25 आहे. 

Y-अक्षावर 14 ्यषा वषारंवषारतेची खूण पषाहषा. 25 हषा 20-30 ्यषा वरषा्गचषा मध्य आहे. महणूि वषारंवषारतषा  

14 असणषारषा वर्ग 20-30 आहे. 
(3) 55 हषा मध्य असलेलषा वर्ग 50-60 आहे. 

(4) वषारंवषारतषा Y-अक्षावर दर्गवली आहे. िहुभुजषावर y- निददेरकषाची सवषा्गनिक नकंमत 20 आहे. त्यषाचषा  

संरत x- निददेरक 35 आहे. वर्गमध्य 35 असणषारषा वर्ग 30-40 आहे. महणूि 30-40 ्यषा वरषा्गची वषारंवषारतषा 

सवषा्गनिक आहे. 
(5) रून्य वषारंवषारतषा असणषारे वर्ग 0-10 आनण 60-70 हे आहेत. 

उदा. (2) खषालील सषारणीत मुलषंाचे वजि व मुलषांची संख्यषा नदलेली आहे. ्यषा सषामग्ीवरूि वषारंवषारतषा िहुभुज कषाढषा. 

मुलषांचे वजि (नकग्रॅ) 18-19 19-20 20-21 21-22 22-23 23-24
मुलषांची संख्यषा 4 13 15 19 17 6

 वषारंवषारतषा िहुभुज कषाढण्यषासषाठी आवश्यक निंदूंसह खषालील सषारणी त्यषार करू व वषारंवषारतषा िहुभुज कषाढू. 

वर्ग 18-19 19-20 20-21 21-22 22-23 23-24
वर्गमध्य 18.5 19.5 20.5 21.5 22.5 23.5
वषारंवषारतषा 4 13 15 19 17 6

निंदूचे 
निददेरक

(18.5, 4) (19.5,13) (20.5,15) (21.5,19) (22.5,17) (23.5,6)
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(1) जासतरीत जासत शवद्ाथगी को्तया वगामात आ्हेत? 

 (2) शूनय वारंवारता अस्ारे वगमा शि्हा.

 (3) 50 शवद्ाथगी संखया अस्ाऱया वगामाचा मधय शकतरी? 

 (4) वगमामधय 85 अस्ाऱया वगामाचरी खािचरी व वरचरी वगमामयामादा शि्हा. 

 (5) 80-90 गु् शमळव्ारे शवद्ाथगी शकतरी?  

सरािसंच 6.5

2. खािरीि सामग्रीसाठरी वारंवारता बहुभुज काढा. 

वरीज शबिे (रुपये) 0-200 200-400 400-600 600-800 800-1000
कुटुंबे 240 300 450 350 160

3. एका पररीक्षेचया शनकािाचया टक्केवाररीचे वगमा आश् तया वगाांत अस्ाररी शवद्ाथगी संखया खािरीि सार्रीत 

शदिरी आ्हे. या सार्रीवरून वारंवारता बहुभुज काढा. 

शनकाि (टक्के) 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100
शवद्ाथगी संखया 7 33 45 65 47 18 5

10

20 30 40 50 60 70 80 90

40

50

60

30

20 (35, 20)

(45, 40)

(55, 50)

(65, 60)

(75, 35)

(85, 15)

गु्

शव
द्

ाथ
गी

आकृतरी 6.6

XY¢X¢

Y प्रमा् 
X-अक्ष :1 सेमरी = 10 गु्
Y-अक्ष : 1 सेमरी =10 शवद्ाथगी

100

1. खािरीि बहुभुजाचे शनररीक्ष् करून पुढरीि प्रशनांचरी उततरे शि्हा. 
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 िृततालेख (Pie diagram)
 
मागरीि इयततांमधये आप् भूगोि व शवज्ान या शवषयांमधये खािरीि आिेख पाश्हिे आ्हेत.अशा आिेखांना 

वृततािेख म्ह्तात.  

पृरवरीवररीि जमरीन व पा्री यांचे प्रमा् ्हवेतरीि शवशवध घटकांचे प्रमा्

 वृततािेखात सांबखयक सामग्री संपू्मा वृततात म्ह्जेच वतुमाळात 
दशमाविरी जाते. सामग्रीतरीि वेगवेगळे घटक प्रमा्बद्ध वतुमाळपाकळ्ांनरी 
तयात दशमाविेिे असतात. 

आकृतरी 6.8 मधये वतुमाळकेंद्र O असिेलया वतुमाळाचया OA व OB या 
शत्जया आ्हेत.

∠AOB ्हा केंद्ररीय कोन आ्हे.

O - AXB ्हा छायांशकत भाग म्ह्जेच वतुमाळपाकळरी (sector of a 
circle) आ्हे.

आकृतरी 6.7

71%

29%
जमरीन

पा्री
78%

21%

1%

नायटट्रोजन

ऑबकसजन
इतर वायू

O 

BA

X
आकृतरी 6.8

जरा आठिूया.
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इयतता 10 वरीतरीि 120 मुिांना ‘तुमचा आवडता 
खेळ को्ता’, ्हा प्रशन शवचारिा. शमळािेिरी 
माश्हतरी वृततािेखाने दशमाविरी अा्हे. 

को्ता खेळ सवामाशधक आवडरीचा आ्हे?

शकतरी टक्के मुिांना खो-खो आवडतो? 

कबड्री आवड्ाररी मुिे शकतरी टक्के?      

  िृततालेखाचे िाचन  Reading of Pie diagram

वृततािेखावरून दृबष्क्षेपातच माश्हतरी कशरी शमळते, ्हे खािरीि उदा्हर्ावरून समजून घया. 

यांसारखया प्रशनांचरी उततरे आपलयािा एका दृबष्क्षेपात या वृततािेखावरून शमळतात.

आ्खरी एक वृततािेख पा्हा.

 सोबतचया आकृतरीतरीि वृततािेख एका शाळेचया 
वाशषमाक अथमाशनयोजनाचा आ्हे. या वृततािेखावरून 
आपलयािा असे समजते, की

 y 45% रक्कम शैक्षश्क साश्हतयासाठरी राखून ठेविरी 
आ्हे.

 y 35% रक्कम खेळाचया साश्हतयासाठरी दशमाविरी आ्हे.

 y 10% रक्कम सवचछतेचया साश्हतयासाठरी ठेविरी आ्हे.

 y 10% रक्कम पयामावर् रक्ष्ासाठरी ठेविेिरी आ्हे. 

अशा प्रकारे वृततािेखातून आपलयािा एका दृबष्क्षेपात माश्हतरी शमळते. 

 आता आप् वृततािेखाचरी अशधक माश्हतरी घेऊ.

 अनेक वेळा वृततािेखाद्ारे शदिेिरी शवशवध प्रकारचरी माश्हतरी आप् वृततपत्ातून पा्हतो, जसे वाशषमाक 
अंदाजपत्क, ऑशिंशपक सपधाांमधरीि शवशवध देशांचरी कामशगररी, देशाचा पैसा येतो कसा व जातो कसा इतयादरी. 

 तयासाठरी आप् माश्हतरी कशरी शोधायचरी ्हे उदा्हर्ांवरून समजून घेऊ. 

शैक्षश्क 
साश्हतय

खेळ

सवचछतापयामावर्

आकृतरी 6.10

टेशनस

्हॉकी

कबड्री

शक्रकेट

खोखो

आकृतरी 6.9

जािून घेऊया.
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निुना उदाहरि :

एका सवदेक्ष्ात शमळािेिरी कायमाकुशि वयक्ींचरी वगमावाररी खािरीि वृततािेखात दाखविरी आ्हे. जर उतपादन क्षेत्ात 
कायमारत असिेलया वयक्री 4500 असतरीि तर पुढरीि प्रशनाचंरी उततरे शि्हा. 

     (i) सवमा क्षेत्ांतरीि एकू्  कायमाकुशि वयक्री शकतरी 
अा्हेत?

 (ii) बांधकाम क्षेत्ातरीि कायमाकुशि वयक्ींचरी 
संखया शकतरी?

 (iii)  कृषरी क्षेत्ातरीि कायमाकुशि वयक्री शकतरी? 

 (iv) उतपादन व बांधकाम क्षेत्ातरीि कुशि 
वयक्ींचया संखयांतरीि फरक शकतरी?

उकल : (i) समजा, सवमा क्षेत्ांतरीि एकू्  कायमाकुशि वयक्ींचरी संखया x आ्हे. 

 \ x वयक्ींसाठरीचा केंद्ररीय कोन = 360°

 उतपादन क्षेत्ातरीि कायमाकुशि वयक्ींसाठरीचा केंद्ररीय कोन = 
उतपादन क्षेत्ातरीि वयक्री

एकू् वयक्री
 ´ 360

             90 =  4500
x

 ´ 360

          \ x =  18000

 \ सवमा क्षेत्ांतरीि कायमाकुशि वयक्री = 18000. 

 (ii) बांधकाम क्षेत्ासाठरी केंद्ररीय कोन 72° दाखविा आ्हे. 

             72 =   बांधकाम क्षेत्ातरीि वयक्री
            18000

 ´ 360

  \ बांधकाम क्षेत्ातरीि वयक्री  = 72 18000

360

´  

                                =  3600

 (iii) कृषरी क्षेत्ासाठरी केंद्ररीय कोन = 24° आ्हे.   

             24 = 
कृषरी क्षेत्ातरीि वयक्री

एकू् कायमाकुशि वयक्री  ´ 360

             24 =  
कृषरी क्षेत्ातरीि वयक्री

18000  ´ 360

  \ कृषरी क्षेत्ातरीि वयक्री   = 24 18000

360

´  

                 =  1200

उतपादन

अनय

बांधकाम

कृषरी

आकृतरी 6.11

्हॉटेि
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 (iv) उत्पादन व बांधकाम या क्षे�ांतील क��ीय कोनांतील फरक = 90° - 72° = 18°.   

    ∴ क��ीय कोनांतील फरक = 
दोन क्षे�ांतील व्य��च्या संख्यांतील  फरक

एक�ण कायर्क�शल व्य�ी
 × 360

               18 = 
दोन क्षे�ांतील व्य��च्या संख्यांतील  फरक

18000  × 360

   उत्पादन व बांधकाम या क्षे�ांतील क�शल व्य��च्या संख्यांतील फरक = 
18 18000

360

×
 

                                  =  900

हे लक्षात ठेवूया.

  साम�ीतील �त्येक घटक त्याच्याशी िनगिडत वतुर्ळपाकळीने दाखवलेला असताे.

  वतुर्ळपाकळीच्या क��ीय कोनाचे माप त्या िविश� घटकातील Zmo§Xr§च्या संख्येच्या �माणात असते. 

  क��ीय कोनाचे माप (θ) = 
िनगिडत घटकातील संख्या
एक�ण घटकांतील संख्या × 360 

  योग्य ि�ज्येचे वतुर्ळ काढावे. �त्येक घटकातील संख्येच्या �माणात क��ीय कोन घेऊन वतुर्ळाचे 

पाक�ांत िवभाजन क�लेले असते. 

 
जाणून घेऊया.

   वृत्तालेख काढणे (To draw Pie diagram)

काढलेल्या वृत्तालेखाव�न मािहती कशी वाचायची हे आपण पािहले. आता वृत्तालेख कसा काढतात, ते पा�. 

1. वृत्तालेख काढताना संपूणर् वतुर्ळाची िवभागणी �माणब� वतुर्ळपाक�ांत करतात.

2. �त्येक घटकाशी संबंिधत वतुर्ळपाकळीच्या क��ीय कोनाचे माप खालील सू�ाने काढतात. 

 वतुर्ळपाकळीच्या क��ीय कोनाचे माप θ =
त्या घटकातील संख्या

सवर् घटकांतील एक�ण संख्या  × 360

  योग्य ि�ज्येचे वतुर्ळ काढ�न, साम�ीत जेवढे घटक आहेत तेव�ा वतुर्ळपाक�ांत वतुर्ळाचे िवभाजन करतात. 

 वृत्तालेख काढण्याची क�ती खालील उदाहरणांतून समजावून घेऊ. 
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ÒÒÒ सोडवलेली  उदाहरणे ÒÒÒ
उदा. (1) एका  दुकानात दुचाकींच्ा खरेदीसाठी  रंगांची पसंती खालीलप्रमाणे होती. ही माहहती वृततालेखाने  
   दर्शवण्ासाठी प्रत्ेक घटक दर्शवणाऱ्ा वत््शळपाकळीच्ा केंद्ी् कोनाचे माप ठरवा. 
उकल : दुचाकींची एकूण मागणी 36 आहे.त्ांपैकी 
10 दुचाकी पांढऱ्ा रंगाच्ा आहेत.

रंग दुचाकींची मागणी वत््शळपाकळीचा केंद्ी् 
कोन

पांढरा

काळा

हनळा

राखाडी

लाल

10

9

6

7

4

10

36
 ´ 360 = 100°
9

36
 ´ 360 = 90°

60°

70°

40°
एकूण 36 360°

\पांढऱ्ा दुचाकी दर्शवणाऱ्ा वत््शळपाकळीच्ा 
केंद्ी् कोनाचे माप 

      = 
पांढऱ्ा दुचाकींची संख्ा
दुचाकींची एकूण संख्ा

 ´ 360
 
      = 10

36
 ´ 360 = 100 

्ाप्रमाणेच इतर रंगांच्ा दुचाकींरी संगत 
वत््शळपाकळांच्ा केंद्ी् कोनांची मापे काढून 
सारणीत दर्शवली आहेत.

वीजप्रवठा EH$H$ केंद्ी् कोनाचे माप
कारखाने

घरग्ती

रसते

दुकाने

का्ा्शल्े

अन्

24

14

7

5

6

4

24

60
 ´ 360 = 144°

14

60
 ´ 360 = 84°

7

60
 ´ 360 = 42°

5

60
 ´ 360 = 30°

6

60
 ´ 360 = 36°

4

60
 ´ 360 = 24°

एकूण 60                   360°

उकल : एकूण वीजप्रवठा 60 हजार एकके आहे. त्ावरून केंद्ी् कोनांची मापे काढून सारणीत दाखवू. 

उदा (2) एका गावात हवहवध स्ानांना दररोज होणारा वीजप्रवठा खालील सारणीत दर्शवला आहे ्ा माहहतीचा 
वृतालेख काढा.

स्ाने   कारखाने        घरे      रसते      दुकाने    का्ा्शल्े  अन्
वीजप्रवठा 
(हजार एकक)     24 14 7      5        6    4

आकृती 6.12

घरग्ती

कारखाने
रसते

दुक
ाने

का्ा्शल्े अन्

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



163

सरािसंच 6.6

वृततािेख काढणयाचया पायऱया  :

(1) प्रथम आकृतरीमधये दाखवलयाप्रमा्े वतुमाळ काढून एक शत्जया काढिरी. नंतर सार्रीत काढून घेतिेलया केंद्ररीय 

कोनांचया मापांचया वतुमाळपाकळ्ा एकापाठोपाठ एक (144°,84°, 42°, 30°, 36°, व 24°) याप्रमा्े 

घड्ाळाचया काट्ांचया शदशेने काढलया. (वतुमाळपाकळ्ा एकाच शदशेने एकापुढे एक काढताना तयांचा क्रम 

बदििा तररी चाितो.)

(2) प्रतयके पाकळरीत संबंशधत घटक नोंदविे. 

कृती :

एका कुटुंबाचा शवशवध बाबींवर ्हो्ारा माशसक खचमा शदिेिा आ्हे, तयावरून केंद्ररीय कोनांचरी मापे काढून वृततािेख 

काढा. 

शवशवध बाबरी प्रशतशत खचमा केंद्ररीय कोनाचे माप

अन्

कपडे

घरभाडे

शशक्ष्

इतर खचमा

40

20

15

20

05

40

100
 ´ 360     = 

 ´  = 

 ´  = 

 ´  = 

 ´  = 

एकू् 100                         360°

1. एका रक्दान शशशबरात शवशवध वयोगटांतरीि 200 वयक्ींनरी केिेिे रक्दान शदिे आ्हे. तयावरून वृततािेख काढा. 

वयोगट (वषदे)       20-25      25-30     30-35    35-40
वयक्ींचरी संखया          80          60         35       25

2.  एका शवद्ारयामाने शवशवध शवषयांत 100 पैकी शमळविेिे गु् शदिे आ्हेत. ्हरी माश्हतरी वृततािेखाद्ारे दाखवा. 

शवषय इंग्जरी मराठरी शवज्ान गश्त सा. शासत् श्हंदरी
गु् 50 70 80 90 60 50
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 3. वृक्षारोप् कायमाक्रमांतगमात शाळेतरीि वेगवेगळ्ा इयततांतरीि शवद्ारयाांनरी िाविेलया झाडांचरी संखया खािरीि 
सार्रीत शदिेिरी आ्हे. ्हरी माश्हतरी वृततािेखाद्ारे दाखवा. 

इयतता 5 वरी 6 वरी 7 वरी 8 वरी 9 वरी 10 वरी
झाडांचरी संखया 40 50 75 50 70 75

4. एका फळशवक्रेतयाकडे आिेलया शवशवध फळांचया माग्रीचरी टक्केवाररी खािरीि सार्रीत शदिरी आ्हे. या माश्हतरीचा 
वृततािेख काढा. 

फळे आंबा मोसंबरी सफरचंद शचकू संत्री
माग्रीचरी टक्केवाररी 30 15 25 20 10

5. एका गावातरीि शवशवध वयावसाशयकांचे प्रमा् दशमाव्ारा वृततािेख आकृतरी 6.13 मधये शदिा आ्हे. तयावरून 
खािरीि प्रशनांचरी उततरे शि्हा. 

6. एका कुटुंबाचया वाशषमाक गुंतव्ुकीचा वृततािेख 
सोबतचया आकृतरीत शदिा आ्हे. तयावरून पुढरीि 
प्रशनांचरी उततरे शि्हा.  

       (1) शेअरमधये गुंतविेिरी रक्कम रु.  2000 
   असलयास एकू् गुंतव्ूक शकतरी? 
 (2) बँकेतरीि ठेवींचरी रक्कम शकतरी?
 (3) मयचुयुअि फंडापेक्षा सथावर मािमततेत
      शकतरी रक्कम जासत गुंतविरी?
 (4) पोसटातरीि गुंतव्ूक शकतरी? 

1. बहुपयामायरी प्रशनांचरी उततरे शदिेलया पयामायांतून शोधून शि्हा.  

 (1) शवशवध रक्गटांचया वयक्ींचे रक्गटानुसार वगगीकर् वृततािेखात दाखवायचे आ्ेह. O- रक्गट अस्ाऱया  
    वयक्री 40% असलयास O- रक्गट अस्ाऱया वयक्ींसाठरी वृततािेखातरीि केंद्ररीय कोन शकतरी घयावा?

   (A) 114°  (B) 140°  (C) 104°  (D) 144°

 (1) एकू्  वयावसाशयकांचरी संखया 10000 

असलयास बांधकाम क्षेत्ात शकतरी वयावसाशयक 

आ्हेत? (2) प्रशासन क्षेत्ात शकतरी वयावसाशयक 

कायमारत आ्ेहत? (3) उतपादन क्षेत्ात शकतरी टक्के 

वयावसाशयक  आ्हेत?

संकीिमि प्रशनसंग्रह 6

शेअसमा

मयुचयुअि 
फंड

पोसट

बँकेतरीि ठेव

सथावर
मािमतता

आकृतरी 6.14

वरीज

कृषरी अन्
प्रशासन

 उतपादन
्हॉटेि

बांधकाम

आकृतरी 6.13
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 (2) इमारतरीचया बांधकामाचे शवशवध खचमा वृततािेखाद्ारे दाखविे असता, शसमेंटचा खचमा 75° चया केंद्ररीय  
     कोनाने दाखविा आ्ेह. शसमेंटचा खचमा रु. 45,000 असलयास, इमारतरीचया बांधकामाचा एकू्  खचमा शकतरी  
    रुपये ? 

   (A) 2,16,000  (B) 3,60,000 (C) 4,50,000 (D) 7,50,000

 (3) वगगीकृत वारंवारता सार्रीतरीि सशंचत वारंवारतेचा उपयोग . . .  . . काढणयासाठरी ्होतो. 

   (A) मधय   (B) मधयक  (C) बहुिक   (D) यांपैकी सवमा 

 (4) वगगीकृत वारंवारता सार्रीतरीि सामग्रीचा मधय काढणयासाठरीचया पुढरीि सूत्ात X = A + 
å fi ui

å fi 

´g
    मधये  ui = . . . 

   (A)  
xi + A

g    (B) (xi - A) (C) 
xi - A

g    (D) 
A  - xi 

g   
  

 (5) 

      वररीि सामग्रीसाठरी कारचया प्रशतिरीटर कापिेलया अंतराचे मधयक . . . . . या वगामात आ्हे. 

   (A)  12-14   (B) 14-16  (C) 16-18  (D) 18-20

 (6) 

       वररीि वारंवारता सार्रीतरीि सामग्रीसाठरी वारंवारता बहुभुज काढायचा आ्हे. 4-6 या वगामातरीि शवद्ाथगी  
    दशमावणयासाठरीचया शबंदूंचे शनददेशक . . . आ्ेह.

   (A) (4, 8) 0  (B) (3, 5)  (C) (5, 8)    (D) (8, 4)

2. एका द्राक्षाचया मोसमात बागाईतदाam§Zm  शमळािेलया उतपन्ाचरी वगगीकृत वारंवारता सार्री खािरी शदिरी आ्हे. 
तयावरून उतपन्ाचा मधय काढा. 

उतपन् 
(्हजार रुपये)

20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80

  बागाईतदार 10 11 15 16 18 14

3. खािरीि वगगीकृत वारंवारता सार्रीत एका बँकेने शेततळ्ांसाठरी उपिबध करून शदिेिे कजमा शदिे आ्हे, तर बँकेने 
शदिेलया रकमेचा मधय काढा. 

कजमा (्हजार रुपये) 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90
शेततळ्ांचरी संखया 13 20 24 36 7

प्रशतिरीटर कापिेिे अंतर (शकमरी) 12-14 14-16 16-18 18-20
कारचरी संखया 11 12 20 7

प्रतयेक शवद्ारयामाने िाविेिरी झाडे 1-3 4-6 7-9 10-12
शवद्ाथगी संखया 7 8 6 4
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4. एका कारखानयातरीि 120 कामगारांचया आठवड्ाचया पगाराचरी वगगीकृत वारंवारता शवतर् सार्री खािरी शदिरी 

आ्हे. तयावरून कामगारांचया आठवड्ाचया पगाराचा मधय काढा. 

आठवड्ाचा पगार 
(रुपये)

0-2000 2000-4000 4000-6000 6000-8000

कामगारांचरी संखया 15 35 50 20

5. खािरीि वगगीकृत वारंवारता सार्रीत 50 पूरग्सतांचया कुटुंबांना शदिेलया मदतरीचरी रक्कम शदिरी आ्हे. तयावरून 

मदतरीचया रकमेचा मधय काढा. 

मदतरीचरी रक्कम (्हजार रुपये) 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100
कुटुंबांचरी संखया 7 13 20 6 4

6. खािरीि वगगीकृत वारंवारता सार्रीत सावमाजशनक बस सेवेचया 250 बसेसनरी एका शदवसात कापिेिे अंतर शदिे 

आ्ेह. तयावरून एका शदवसात कापिेलया अंतराचे मधयक काढा. 

अंतर (शकिोमरीटर) 200-210 210-220 220-230 230-240 240-250
बसचरी संखया 40 60 80 50 20

7. एका जनरि सटोअरमधरीि शवशवध वसतूंचया शकमतरी व तया वसतूंचरी माग्री यांचरी वगगीकृत वारंवारता सार्री शदिरी 

आ्ेह. तयावरून शकमतरीचा मधयक काढा. 

शकंमत (रुपये) 20 पके्षा कमरी 20-40 40-60 60-80 80-100
वसतूंचरी संखया 140 100 80 60 20

8. खािरीि वगगीकृत वारंवारता शवतर् सार्रीत एका शमठाईचया ददुकानातरीि शवशवध वजनांचया शमठाईचरी माग्री 

शदिरी आ्हे. तयावरून वजनाचया माग्रीचे बहुिक काढा. 

शमठाईचे वजन (ग्रॅम) 0-250 250-500 500-750 750-1000 1000-1250
ग्ा्हक संखया 10 60 25 20 15

9. खािरीि वारंवारता शवतर्ासाठरी आयतािेख काढा. 

वरीजवापर 
(युशनट)

50-70 70-90 90-110 110-130 130-150 150-170

कुटुंबांचरी संखया 150 400 460 540 600 350
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10. एका ्हातमाग कारखानयात मजुरांना एक साडरी बनवणयास िाग्ारे शदवस आश् मजुरांचरी संखया यांचरी वगगीकृत 

वारंवारता सार्री शदिरी आ्हे. या सामग्रीसाठरी वारंवारता बहुभुज काढा. 

शदवस 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20
मजुरांचरी संखया 5 16 30 40 35 14

11. एका वगामातरीि शवद्ारयाांना शवज्ानाचा प्रयोग करणयासाठरी िागिेलया वेळेचरी वगगीकृत वारंवारता शवतर् सार्री 
शदिरी आ्हे. या माश्हतरीसाठरी आयतािेख काढून वारंवारता बहुभुज काढा. 

प्रयोगासाठरी िागिेिा वेळ 
(शमशनटे)

20-22 22-24 24-26 26-28 28-30 30-32

शवद्ारयाांचरी संखया 8 16 22 18 14 12

12. खािरीि वगगीकृत वारंवारता सार्रीसाठरी वारंवारता बहुभुज काढा. 

रक्दातयांचे वय 
(वषदे)

20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-49

रक्दातयांचरी 
संखया 

38 46 35 24 15 12

13. खािरीि सार्रीत 150 गावांतरीि पावसाचरी वाशषमाक सरासररी शदिरी आ्हे. तयासाठरी वारंवारता बहुभुज काढा. 

सरासररी पाऊस

(सेंशटमरीटर)

0-20 20-40 40-60 60-80 80-100

गावांचरी संखया 14 12 36 48 40

14. सकाळरी 8 ते 10 या वेळेत श्हरातरीि एका चौकातरीि 
शसग्निवरून पुढे जा्ाऱया शवशवध वा्हनांचया 
संखयांचरी शतमाने  शेजाररीि  वृततािेखात शदिरी 
आ्ेहत. 

 (1) प्रतयेक प्रकारचया वा्हनासाठरीचया केंद्ररीय 
कोनाचे माप काढा. 

 (2) ददुचाकींचरी संखया 1200 असलयास वा्हनांचरी 
एकू् संखया शकतरी? 

15. खािरीि तकतयात धवशनप्रदूष् शनमामा् कर्ारे घटक शदिे आ्ेहत. तयासाठरी वृततािेख काढा.  

बांधकाम र्हदाररी शवमान उड्ा्े औद्ोशगक रेलवेचया गाड्ा
10% 50% 9% 20% 11%

कार

टेमपो

बस
ररक्षा

ददुचाकी

आकृतरी 6.15
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16. एका सर्वेक्षणातील शालेय वर्द्ारयाांची वर्वर्ध खेळांतील
आर्ड जाणणयासाठी केलेलया सर्वेक्षणात विळालेली
िाविती शेजारील र्ृततालेखात दाखर्ली आिे. एकूण 
वर्द्ार्थी संखया 1000 असलयास, 

(1) वरिकेट आर्डणारे वर्द्ार्थी वकती?

(2) फुटबॉल िा खेळ वकती वर्द्ारयाांना आर्डतो?

 (3) अनय खेळांना पसंती देणारे वर्द्ार्थी वकती?

वरिकेट फुटबॉल

िॉकी

अनय

कबड्ी

खो-खो

आकृती 6.16

17. एका गार्ातील आरोगय केंद्ात 180 स्त्रियांची तपासणी झाली. तयांतील 50 स्त्रियांचे वििोगलोबीन किी िोते,
10 स्त्रियांना िोतीवबंदूचा रिास िोता, 25 स्त्रियांना शर्सनाचे वर्कार िोते. उरलेलया स्त्रिया वनरोगी िोतया. िी
िाविती दश्शर्णारा र्ृततालेख काढा.

18. र्नीकरणाचया प्रकलपात एका शाळेतील वर्द्ारयाांनी पया्शर्रण वदनावनवितत 120 झाडे लार्ली. तयाची िाविती
खालील सारणीत वदली आिे. िी िाविती दश्शर्णारा र्ृततालेख काढा.

झाडांची नार्े करंज बेिडा अज््शन बकुळ कडुवनंब
झाडांची संखया 20 28 24 22 26

rrr
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उततरसूची
1. दोन चलांतील रेषीय सिीकरिे

सरािसंच 1.1
2. (1) (2, 4)  (2) (3, 1)  (3) (6,1)  (4) (5, 2) 
 (5) (-1, 1)  (6) (1, 3)  (7) (3, 2)  (8) (7, 3)

सरािसंच 1.2
1. (1) 

x 3 -2 0
y 0 5 3

(x, y) (3, 0) (-2, 5) (0, 3)

(2)
x 4 -1 0
y 0 -5 -4

(x, y) (4, 0) (-1,-5) (0,-4)
2. (1) (5, 1) (2) (4, 1) (3) (3, -3) (4) (-1, -5)   (5) (1, 2.5)   (6) (8, 4)

सरािसंच 1.3

1.  
 3   2
 4   5  = 3 ´ 5  - 2  ´ 4  = 15  - 8 = 7  

2.  (1) -18  (2) 21  (3) -
4
3

3.  (1) (2, -1)      (2) (-2, 4)     (3) (3, -2)      (4) (2, 6)      (5) (6, 5)     (6) (
5
8 , 

1
4 )

सरािसंच 1.4

1.  (1) (
1
9 , 1)      (2) (3, 2)      (3) (

5
2 , -2)       (4) (1, 1)

सरािसंच 1.5
1.  तया संखया 5 आश् 2  2. x = 12, y = 8 क्षेत्फळ = 640 चौ. एकक, पररशमतरी = 112 एकक 

3.  मुिाचे वय 15 वषदेे, वशडिांचे वय 40 वषदे   4. 
7
18  

5.  A = 30 शकग्रॅ, B = 55 शकग्रॅ 6. 150 शकमरी.

संकीिमि प्रशनसंग्रह 1
1. (1) B (2) A (3) D (4) C (5) A
2.   

x -5
3
2

y -
13
6 0

(x, y) (-5, -
13
6 ) (

3
2 , 0)
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3. (1) (3, 2)  (2) (-2, -1)  (3) (0, 5)  (4) (2, 4)  (5) (3, 1)

4.  (1) 22 (2) -1 (3) 13

5.  (1) (- 2
3

, 2)  (2) (1, 4)  (3) (
1
2 , -

1
2 )  (4) (

7
11 , 

116
33 )  (5) (2, 6)

6. (1) (6, -4)  (2) (-
1
4 , -1)  (3) (1, 2)    (4) (1, 1)  (5) (2, 1)

7.  (2) च्हाचा दर `300 प्रशत शकग्रॅ. 
      साखरेचा दर ` 40 प्रशत शकग्रॅ.
  (3) `100 चया नोटांचरी संखया 20
        `50 चया नोटांचरी संखया 10
 (4) मनरीषाचे आजचे वय 23 वषदे
      सशवताचे आजचे वय 8 वषदे

 (5) कुशि कामगाराचा रोजगार 450 रु. 
      अकुशि कामगाराचा रोजगार 270 रु. 
 (6) ्हमरीदचा वेग 50 शकमरी/तास
      जोसेफचा वेग 40 शकमरी/तास 

2. िगमिसिीकरिे

सरािसंच 2.1
1.  m2 + 5m + 3 = 0 ,  y2 - 3 = 0 (यांसारखरी को्तरी्हरी)  
2.  (1), (2), (4), (5) ्हरी वगमासमरीकर्े आ्हेत. 
3.  (1) y2 + 2y - 10 = 0,  a = 1, b = 2,  c = -10
 (2) x2 - 4x - 2 = 0,    a = 1, b = -4, c = -2
  (3) x2 + 4x + 3 = 0,   a = 1, b = 4,  c = 3
  (4) m2 + 0m + 9 = 0,  a = 1, b = 0,  c = 9
  (5) 6p2 + 3p + 5 = 0 , a = 6, b = 3,  c = 5
  (6) x2 + 0x - 22 = 0 ,  a = 1, b = 0,   c = -22

4.   (1) 1 आ्हे, -1 ना्हरी.   (2) 
5
2  आ्हे, 2 ना्हरी. 

5.  k = 3   6.  k = -7

सरािसंच 2.2

1. (1) 9, 6  (2) -5, 4  (3) -13, -
1
2   (4) 5, -

3
5  

 (5) 
1
2 , 

1
2   (6) 2

3
, -
1
2  (7) -

5
2 , - 2    (8) 

2
3 , 

2
3  

 (9) 25, -1  (10) -
3
5 , 

3
5   (11) 0, 3  (12) - 11 , 11
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सरािसंच 2.3

1. (1) 4,-5   (2) ( 6 -1), (- 6 -1)  (3) 13 5

2

+ , − +13 5

2

   (4) 
2 2

3

+
,
− +2 2

3
  (5) - 5

4
, -
5

2
    (6) 

2 39

5

+
, 
2 39

5

-

सरािसंच 2.4

1.  (1) 1, -7, 5 (2) 2, -5, 5 (3) 1, -7, 0

2.  (1) -1, -5 (2) 
3 17

2

+
, 
3 17

2

-
 (3) 

− +1 22

3
, 

- -1 22

3

 (4) 
2 14

5

+
, 
2 14

5

-
 (5) 

− +1 73

6
, 

- -1 73

6
 (6) -1, -

8

5

3.  - 3 ,- 3

सरािसंच 2.5

1. (1) 5 असताना मुळे शभन् वासतव संखया आ्हेत., -5 असताना मुळे वासतव संखया ना्हरीत. 

 (2) x2 + 7x + 5 = 0 (3) a + b = 2, a ´ b = -
3

2
2.  (1) 53 (2) -55 (3) 0

3.  (1) वासतव व समान.  (2) वासतव व असमान.   (3) वासतव संखया ना्हरीत. 
4.  (1) x2 - 4x = 0   (2) x2 + 7x - 30 = 0 

 (3) x2 - 
1

4
 = 0    (4) x2 - 4x - 1 = 0

5.  k = 3  6. (1) 18  (2) 50   
7.  (1) k = 12 शकंवा k = -12 (2) k = 6

सरािसंच 2.6

1.  9 वषदे  2. 10 व 12  3. उभया रांगेत 10 व आडवया रांगेत 15. 
4.  शकशोरचे आजचे वय 10 वषदे व शववेकचे आजचे वय 15 वषदे
5.  10 गु्   6. भांड्ांचरी संखया 6 व प्रतयेक भांड्ाचे शनशममातरी मूलय 100 रुपये. 
7.  6 शकमरी/तास  8. शनशूिा 6 शदवस व शपंटूिा 12 शदवस.
9.  भाजक = 9, भागाकार = 51 10. AB = 7 सेमरी, CD = 15 सेमरी, AD = BC = 5 सेमरी.

संकीिमि प्रशनसंग्रह 2
1.  (1) B (2) A (3) C (4) B (5) B (6) D (7) C (8) C 
2.  (1)  व (3) वगमासमरीकर्े आ्ेहत. 
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3.  (1) -15 (2) 1 (3) 21
4.  k = 3     5. (1) x2 - 100 = 0 (2) x2 - 2x - 44 = 0 (3) x2 - 7x = 0
6.  (1) वासतव संखया ना्हरीत.     (2) वासतव व असमान.   (3) वासतव व समान. 

7.  (1) 1 21
2

+ , 
1 21
2

-
 (2) 

1
2 , -

1
5  (3) 1, -4 

 (4) 
− +5 5
2 , 

- -5 5
2   (5) मुळे वासतव संखया ना्हरीत. (6) (2 + 7 ), (2 - 7 )

8.   m = 14      9. x2 - 5x + 6 = 0     10. x2 - 4pqx - (p2 - q2)2 = 0
11.  सागरजवळ 100 रुपये व मुकुंदजवळ 150 रुपये.       
12.   12 आश् 24  शकंवा 12 आश् - 24  13. शवद्ारयाांचरी संखया 60
14.  रुंदरी 45 मरी. िांबरी 100 मरी, शेततळ्ाचरी बाजू 15 मरी. 
15.  मोठ्या नळासाठरी 3 तास व ि्हान नळासाठरी 6 तास. 

3. अंकगणिती श्ेढी

सरािसंच 3.1

1.  (1) आ्हे, d = 2 (2) आ्ेह. d = 
1
2  (3) आ्हे, d = 4  (4) ना्हरी. 

 (5) आ्हे, d = -4  (6) आ्ेह, d = 0  (7) आ्हे, d = 2  (8) आ्हे, d = 5
2.  (1) 10, 15, 20, 25, . . . (2) -3, -3, -3, -3, . . .   (3) -7, -6.5, -6, -5.5, . . 
 (4) -1.25, 1.75, 4.75, 7.75, . . .(5) 6, 3, 0, -3 . . .    (6) -19, -23, -27, -31

3.  (1) a = 5, d = -4  (2) a = 0.6, d = 0.3   (3) a = 127, d = 8 (4) a = 
1
4 , d = 

1
2

सरािसंच 3.2
1.  (1)  d = 7  (2) d = 3  (3) a = -3, d = -5  (4) a = 70, d = -10
2. आ्ेह. 121          3. 104            4. 115             5. -121            6. 180  
7.  55                    8. 55 वे              9. 60                10. 1

सरािसंच 3.3
1.  1215        2. 15252     3. 30450         5. 5040 
5.  2380     6. 60      7. 4, 9, 14  शकंवा 14, 9, 4   8. -3, 1, 5, 9 

सरािसंच 3.4
1.  70455 रुपये           2. पश्हिा ्हप्ा 1000 रुपये, शेवटचा ्हप्ा 560 रुपये.          3. 1,92,000 रुपये    
4.  48, 1242             5. -20°, -25°,-30°,-35°,-40°,-45°              6. 325

संकीिमि प्रशनसंग्रह 3
1.  (1) B (2) C (3) B (4) D (5) B (6) C (7) C (8) A (9) A (10) B
2.  40      3. 1, 6, 11, . . .  4. -195  5. 16, -21   6. -1   7. 6, 10
8.  8     9. 67, 69, 71  10.3, 7, 11, ..... 147.   14. 2000 रुपये. 
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4. अथमिणनयोजन

सरािसंच 4.1
1.  CGST 6%, SGST 6%   2. SGST 9%, GST 18%
3.  CGST ` 784 व SGST ` 784 
4.  तो बेलट ग्ा्हकािा 691.48 रुपयांना शमळेि. 
5.  खेळणयातरीि कारचरी करपात् शकंमत ` 1500 तयावर CGST ` 135 SGST ` 135 
6.  (1) SGST चा दर 14%  (2) एसरीवररीि GST चा दर 28%
 (3) एसरीचरी करपात् शकंमत 40,000 रु.   (4) GST चरी एकू्  रक्कम 11,200 रु. 
 (5) CGST 5600 रु.    (6) SGST 5600 रु. 
7. प्रसादिा ते वॉशशंग मशरीन 48,640 रुपयांना शमळेि व शबिावर CGST 5320 रु. व  

SGST 5320 रु. 

सरािसंच 4.2
1.  चेतना सटोअसमािा 22,000 रु. देय जरीएसटरी आ्हे. 
2.  नझमा यांना ` 12,500 चे इनपुट टरॅकस क्रेशडट शमळेि. तयांचा देय जरीएसटरी ` 2250.
3.    अमरीर एनटरप्राइझचा देय जरीएसटरी 300 रु. तयातरीि केंद्राचा देय कर 150 रु. व राजयाचा देय कर 150 रु. 
    अकबररी ब्दसमाचा देय जरीएसटरी 400 रु. तयातरीि केंद्राचा देय कर 200 रु. व राजयाचा देय कर 200 रु.
4.  देय जरीएसटरी ` 100, CGST ` 50, UTGST ` 50.   5. CGST = SGST = ` 900

सरािसंच 4.3
1.  (1) बाजारभाव 100 रुपये (2) दशमानरी शकंमत 75 रुपये  (3) अवमूलय 5 रुपये. 
2.  25%    3. 37,040 रुपये   4. 800 शेअसमा  
5.  परतावयाचा दर 5.83%   6. कंपनरी A मधरीि गुंतव्ूक फायदेशरीर आ्हे. 

सरािसंच 4.4
1.  200.60 रुपये   2. 999 रुपये
3.

शेअसमाचरी 
संखया

 शेअसमाचा 
बाजारभाव

शेअसमाचरी 
शकंमत

दिािरीचा 
दर 0.2%

दिािरीवर 
CGST 9%

दिािरीवर 
SGST 9%

शेअसमाचरी एकू् 
शकंमत

100   B ` 45 ` 4500 ` 9 ` 0.81 ` 0.81 ` 4510.62 
75   S ` 200 `15000 ` 30 ` 2.70 ` 2.70 ` 14964.60 

4.  100 शेेअसमा शवकिे.   5. तोटा 8560 रुपये.

संकीिमि प्रशनसंग्रह 4A

1.  (1) C (2) B (3) D (4) B (5) A (6) B

2. एकू् शबि 28,800 रु. सरीजरीएसटरी 3150 रु. एसजरीएसटरी 3150 रु. 
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3.  ` 997.50   4.  ` 12,500   5.  ` 4250 ITC देय कर ` 250 

6.  ITC ` 1550 केंद्राचा कर ` 5030, देय एसजरीएसटरी 5030 रुपये. 

7.  करपात् शकंमत ` 75,000, केंद्राचा कर ` 4500, राजयाचा कर ` 4500 

8.(1) ठोक वयापाऱयाचया करबरीजकात सरीजरीएसटरी 16200 रुपये; एसजरीएसटरी 16200 रुपये. 

 शकरकोळ वयापाऱयाचया करबरीजकात सरीजरीएसटरी 19,800 रुपये; एसजरीएसटरी 19,800 रुपये. 

   (2) ठोक वयापाररी: देय कर (CGST) 2700 व (SGST) 2700,  

 शकरकोळ वयापाररी: देय कर (CGST) 3600 व (SGST) 3600

9.  (1) अण्ा पाटिांनरी शदिेलया करबरीजकात सरीजरीएसटरी ` 1960, एसजरीएसटरी ` 1960 

 (2) वसईचया वयापाऱयाने ग्ा्हकास आकारिेिा सरीजरीएसटरी ` 2352 व एसजरीएसटरी ` 2352 

 (3) वसईचया वयापाऱयाचा देय सरीजरीएसटरी ` 392 व देय एसजरीएसटरी ` 392 
10. 
 (1) 

  
 

 (2) अंतत: ग्ा्हकास तरी वसतू 7280 रुपयांना शमळेि. 
 (3) उतपादक ते शवतरक B2B,  शवतरक ते शकरकोळ वयापाररी B2B, शकरकोळ वयापाररी ते ग्ा्हक B2C

संकीिमि प्रशनसंग्रह 4B 
1.  (1) B  (2) B      (3) A       (4) C       (5) A
2.   ` 130.39    3. 22.2%   4. 21,000 रुपये शमळतरीि.   
5.  500 शेअसमा शमळतरीि.  6. नफा 1058.52 रुपये  7. कंपनरी B कार् परतावा जासत.
8.  1000 शेअसमा शमळतरीि.  9. 118 रुपये. 
10.  (1) 1,20,000 रुपये (2) 360 रुपये (3) 64.80 रुपये (4) 120424.80 रुपये. 
11.   1% नफा

5. संभावयता

सरािसंच 5.1 
1.  (1) 8 (2) 7 (3) 52 (4) 11

सरािसंच 5.2
1.  (1) S = {1H, 1T, 2H, 2T, 3H, 3T, 4H, 4T, 5H, 5T, 6H, 6T}      n(S) = 12

वयक्री देय सरीजरीएसटरी (`) देय एसजरीएसटरी (`) देय जरीएसटरी(`)
उतपादक 300 300 600
शवतरक 360-300 =60 60 120

शकरकोळ वयापाररी 390-360 = 30 30 60
एकू्  कर  390  390  780
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 (2) S = {23, 25, 32, 35, 52, 53}      n(S) = 6
2.  S =  {िाि, जांभळा, केशररी, शपवळा, शनळा, श्हरवा}      n(S) = 6
3.     S = {मंगळवार, रशववार, शुक्रवार, बुधवार, सोमवार, शशनवार}      n(S) = 6
4. (1) B1B2  (2) G1G2  (3) B1G1  B2G1  B1G2  B2G2  
 (4)  S = {B1B2, B1G1, B1G2, B2G1, B2G2, G1G2,}

सरािसंच 5.3
1.  (1) S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}      n(S) = 6
      A = {2, 4, 6} n(A) = 3,   B = {1, 3, 5} n(B) = 3,   C = {2, 3, 5}      n(C) = 3
 (2)  S = {(1,1), . . ., (1, 6), (2,1),  . . ., (2, 6), (3, 1), . . .,(3, 6),
        (4, 1), . . .,(4,6),(5, 1), . . .,(5, 6),(6, 1), . . .,(6, 6)}       n(S) = 36
      A = {(1, 5) (2, 4) (3, 3) (4, 2) (5, 1) (6, 6)}      n(A) = 6
      B = {(4, 6) (5, 5) (5, 6) (6, 4) (6, 5) (6, 6)}      n(B) = 6
      C = {(1, 1) (2, 2) (3, 3) (4, 4) (5, 5) (6, 6)}      n(C) = 6
  (3) S = {HHH, HHT, HTT, HTH, THT, TTH, THH, TTT} n(S) = 8
      A = {HHH, HHT, HTH, THH}      n(A) = 4
      B = {TTT}       n(B) = 1
      C = {HHH, HHT, THH}      n(C) = 3
  (4) S = {10, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 23, 24, 25, 30, 31, 32, 34, 35, 40, 41, 42, 43, 

45, 50, 51, 52, 53, 54}      n(S) = 25
      A = {10, 12, 14, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 42, 50, 52, 54}      n(A) = 13
      B = {12, 15, 21, 24, 30, 42, 45, 51, 54}      n(B) = 9
      C = {51, 52, 53, 54}      n(C) = 4
  (5) S = {M1M2, M1M3, M1F1, M1F2, M2M3, M2F1, M2F2, M3F1, M3F2, F1F2}  

n(S) = 10
      A = {M1F1, M1F2, M2F1, M2F2, M3F1, M3F2, F1F2}      n(A) = 7
      B = {M1F1, M1F2, M2F1, M2F2, M3F1, M3F2}      n(B) = 6
      C = {M1M2, M1M3, M2M3}       n(C) = 3
 (6) S = {H1, H2, H3, H4, H5, H6 T1, T2, T3, T4, T5, T6}       n(S) = 12
      A = {H1, H3, H5}      n(A) = 3
      B = {H2, H4, H6, T2, T4, T6}     n(B) = 6
      C = {  }       n(C) = 0

सरािसंच 5.4

 1.  (1) 
3

4
, (2) 

1

4
  2. (1) 

1

6
   (2) 0     (3) 

5

12
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3. (1) 
7
15  (2) 

1
5  4. (1) 

4
5  (2) 

1
5   5. (1) 

1
13   (2) 

1
4

संकीिमि प्रशनसंग्रह - 5

1.  (1) B    (2) B    (3) C    (4) A    (5) A         2. वसरीमचरी   3. (1) 
1
11  (2) 

6
11    

4.   5
26

      5. (1) 
2
9     (2) 

1
3     (3) 

4
9   6.  

1
2    7.  (1) 

1
3  (2) 

1
6  

8.  (1) 
1
2       (2) 

1
6    9. 

1
25  10. (1) 

1
8      (2) 

1
2      (3) 

3
4      (4) 1

11.  (1) 
5
6  (2) 

1
6  (3) 1 (4) 0 12. (1) 

1
3  (2) 

2
3  (3) 

2
3              13. 

2
11   

14.  
13
40         15. (1) 

3
10        (2) 

3
10        (3) 

1
5              16. 

11
36

6. सांच्खयकी

सरािसंच 6.1
(1)  4.36 तास       (2) 521.43 रु.  (3) 2.82 िरीटर       (4) 35310 रुपये 
(5)  985 रुपये शकंवा 987.5 रुपये.   (6) 3070 रु. शकंवा 3066.67 रुपये. 

सरािसंच 6.2
(1)  11.4 तास  (2) 184.4 म्ह्जेच अंदाजे 184 आंबे (3) 74.558 » 75 वा्हने   (4) 52.75 » 53 शदवे

सरािसंच 6.3

1. 4.33 िरीटर   2. 72 युशनट  3. 9.94 िरीटर    4. 12.31 वषदे

सरावसंच 6.5

1.  (1) 60-70     (2) 20-30 व 90-100      (3) 55      (4) 80 व 90      (5) 15

सरािसंच 6.6
5.  (1) 2000 (2) 1000 (3) 25%      
6.  (1) 12000 रुपये (2) 3000 रुपये (3) 2000 रुपये  (4) 1000 रुपये. 

संकीिमि प्रशनसंग्रह 6
1.  (1) D      (2) A      (3) B      (4) C     (5) C     (6) C
2.  52,500 रुपये 3. 65,400 रुपये 4. 4250 रुपये
5.  72,400 रुपये  6. 223.13 शकमरी.  7. 32 रुपये    8. 397.06 ग्रॅम
14. (1) कार - 108°, टेमपो - 43°, बस - 29°, ररक्षा - 36°, ददुचाकी - 144°
 (2) वा्हनांचरी एकू् संखया - 3000
16. (1) शक्रकेट आवड्ारे - 225, (2) फुटबॉि आवड्ारे - 175 (3) अनय खेळ आवड्ारे - 200.
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चला, शिकूया.

• दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर • प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्

• प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ाचा व्त्ास • त्रिकोणाच्ा कोन दुभाजकाचा  गुणधम्म

• ्तीन समां्तर रषेषा व छषेत्दका ्ांच्ामुळषे झालषेल्ा आं्तरछषेदांचषे गुणोत्तर

• त्रिकोणाच्ा समरूप्तषेच्ा  कसोट्ा  • समरूप त्रिकोणांच्ा  क्षेरिफळांचषे गुणधम्म

उदाहरण. D ABC चा BC हा पा्ा आहषे व AD ही  

उंची आहषे.

D PQR चा QR हा पा्ा आहषे व PS ही  

उंची आहषे.

A( D ABC) 
A( D PQR) 

  =  

1

2
 ́  BC ́  AD

1

2
 ´ QR ´ PS 

A
P

B QD SC R
आकृती 1.1 आकृती 1.2

जरा आठवूया.

आपण गुणोत्तर व प्रमाण ्ांचा अभ्ास केला आहषे. a आत्ण b ्ा दोन संख्ांचषे गुणोत्तर m
n

 आहषे, हषेच त्वधान 
a आत्ण b ्ा दोन संख्ा mःn ्ा प्रमाणा्त आहषे्त असषेही त्लत्ह्ता्त.

्ा संकलपनषेसाठी आपण सामान्पणषे धन वास्तव संख्ांचा त्वचार कर्तो. आपल्ाला  हषे माही्त आहषे की 
रषेषाखंडांची लांबी आत्ण एखाद्ा आकृ्तीचषे क्षेरिफळ ्ा धन वास्तव संख्ा अस्ता्त .

आपल्ाला  त्रिकोणाच्ा क्षेरिफळाचषे सूरि माही्त आहषे.

त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ  = 
1

2  पा्ा ´ उंची

जाणून घेऊया.

दोन शरिकोणांचया क्ेरिफळांचे  गुणोततर  ( Ratio of areas of two triangles)

कोणत्ाही दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे  गुणोत्तर काढू.

1 समरूपता
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  \  A(D ABC) 
A(D PQR) 

  =  
BC ́  AD 
QR ´ PS 

  ्ावरून, दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर हषे त्ांच्ा पा्ा व संग्त उंची ्ांच्ा गुणाकारांच्ा  

  गुणोत्तराएवढषे अस्तषे. 

  एका त्रिकोणाचा पा्ा b1 व उंची h1 आत्ण दुसऱ्ा त्रिकोणाचा पा्ा b2 व उंची h2 असषेल ्तर त्ांच्ा  

  क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर = 
b1 ´ h1

b2 ´ h2

  ्ा दोन त्रिकोणांच्ा संबधा्त काही अटी घालून पाहू. 

अट 1 ः दोनही त्रिकोणांची उंची समान असषेल, ्तर -

    
A(D ABC) 
A(D PQR) 

= 
BC ´ h
QR ́  h

 = 
BC 
QR 

 

  \ 
A(D ABC) 
A(D PQR) 

= 
b1 
b2

गुणधम्म ः समान उंची असलषेल्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ांच्ा संग्त पा्ांच्ा प्रमाणा्त अस्ता्त.

अट 2 ः दोनही त्रिकोणांचा पा्ा समान असषेल ्तर -

आकृती 1.4आकृती 1.3

A P

B QD SC R

h h

आकृती 1.5

C

A D

P

Q B

h2

h1   A(D ABC) 
A(D APB) 

 = 
AB ́  h1

AB ́  h2

 

    

 \ A(D ABC) 
A(D APB) 

 = 
h1

h2

गुणधम्म ः समान लांबीच्ा पा्ांच्ा दोन त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ाचं्ा संग्त उंचीच्ा  प्रमाणा्त अस्ता्त.
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कृती ः

  खालील ररकाम्ा चौकटी ्ोग् प्रकारषे भरा.

(i)          (ii)

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)    

A( D ABC) 
A( D APQ) 

 = 
  ́   
  ́  

 =  A(D LMN) 
A(D DMN) 

 = 
  ́   
  ́  

 = 

आकृती 1.6

A

B P QR C

आकृती 1.7

(iii)  त्बंदू M हा रषेख AB चा मध्त्बंदू आहषे. 

  रषेख CM ही D ABC ची मध्गा आहषे.

  \ A(D AMC)
A(D BMC)

  =  

     =  =  

  कारण त्लहा. आकृती 1.8

C

A BM

शषेजारील आकृ्ती्त, 

रषेख AE ^ रषेख BC, रषेख DF ^ रषेषा BC 

AE = 4, DF = 6  ्तर  
A( D ABC)
A( D DBC)  काढा.

आकृती 1.9

A

D

B E FC

उकल ः 
A( D ABC)
A( D DBC) 

 = 
AE
DF 

 .......... पा्ा समान, महणून क्षेरिफळषे उंचीच्ा प्रमाणा्त

  

   = 
4

6   = 
2

3      

D

P

L

M NQ
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उकल ः D ABD, D ADC, D ABC ् ा त््तनही  

  त्रिकोणांचा A हा समाईक त्शरोत्बंदू आहषे  

  व त्ाचंा पा्ा एका रषेषषे्त आहषे महणून ्ा  

  ्तीनही त्रिकोणांची उंची समान आहषे.

  BC = 15,  DC = 6  \ BD = BC - DC = 15 - 6 = 9

  
A( D ABD)
A( D ABC) 

 = 
BD
BC 

 .......... उंची समान, महणून क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त 

          =  
9

15    =    
3

5                       

  A( D ABD)
A( D ADC) 

 = 
BD
DC 

 .......... उंची समान, महणून क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त

        =    
9

6   = 
3

2  

उदा. (3)

आकृती 1.10

आकृती 1.11

D CB P

A

उदा. (2)  D ABC च्ा BC बाजूवर D त्बंदू असा आहषे, की DC = 6, BC = 15. 

  A(D ABD) : A(D ABC) आत्ण A(D ABD) : A(D ADC) काढा.

A D

CB P

c ABCD हा समां्तरभुज चौकोन आहषे. P हा 

बाजू BC वरील कोण्ताही एक त्बंदू आहषे. ्तर समान 

क्षेरिफळांच्ा त्रिकोणांच्ा दोन जोड्ा शोधा.

उकल ः c  ABCD हा समा्ंतरभुज चौकोन आहषे.

  \ AD || BC   व AB || DC

  D ABC  व  D BDC त्वचारा्त घ्ा.

  हषे त्रिकोण दोन समा्ंतर रषेषषेमध्षे काढलषे आहषे्त. त्ामुळषे समां्तर रषेषांमधील अं्तर ही त्ा दोनही त्रिकोणांची  

  उंची होईल. 

  D ABC व D BDC चा BC हा पा्ा समान असून उंचीही समान आहषे.

  महणून   A(D ABC) = A(D BDC)

  D ABC व D ABD चा AB हा पा्ा समान असून त्ांची उंची सुद ्धा समान आहषे.

  \ A(D ABC) = A(D ABD)
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उदा. (4)  
शषेजारील आकृ्ती्त D ABC च्ा AC ्ा बाजूवर  

D त्बंदू असा आहषे की AC = 16, DC = 9,

BP ^ AC, ्तर खालील गुणोत्तरषे काढा.

i) 
A( D ABD)
A( D ABC)              ii)  

A( D BDC)
A( D ABC)                 

iii) 
A( D ABD)
A( D BDC)     

B

P

D

A

C
आकृती 1.12

उकल ः D ABC च्ा बाजू AC वर P व D त्बंदू आहषे्त. महणून  D ABD, D BDC, D ABC, D APB  

  ्ांचा B हा सामाईक त्शरोत्बंदू त्वचारा्त घषे्तला ्तर त्ांच्ा AD, DC, AC, AP ्ा बाजू एका रषेषषे्त  

  आहषे्त. ् ा सव्म त्रिकोणांची उंची समान आहषे. महणून त्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ाचं्ा पा्ांच्ा प्रमाणा्त  

  आहषे्त. AC = 16, DC = 9 

  \ AD = 16 - 9 = 7

  \  
A( D ABD)
A( D ABC) 

 = 
AD
AC 

 = 
7

16
 . . . . . . . . (समान उंचीचषे त्रिकोण)

    
A( D BDC)
A( D ABC) 

 = 
DC
AC 

 = 9

16
 . . . . . . . . (समान उंचीचषे त्रिकोण)

    A( D ABD)
A( D BDC) 

 = 
AD
DC 

 = 7

9
  . . . . . . . . (समान उंचीचषे त्रिकोण)

हे लक्ात ठेवूया.

• दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर हषे त्ा त्रिकोणांच्ा पा्ा व संग्त उंची ्ांच्ा गुणाकारांच्ा  

 गुणोत्तराएवढषे अस्तषे.

• समान उंचीच्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ांच्ा संग्त पा्ांच्ा प्रमाणा्त अस्ता्त.

• समान पा्ांच्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे त्ांच्ा संग्त उंचींच्ा प्रमाणा्त अस्ता्त.

सरावसंच 1.1

1. एका त्रिकोणाचा पा्ा 9 आत्ण उंची 5 आहषे. दुसऱ्ा त्रिकोणाचा पा्ा 10 आत्ण उंची 6 आहषे, ्तर त्ा 

त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर काढा.
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2. त्दलषेल्ा आकृ्ती 1.13 मध ष्े BC ^ AB,  

 AD ^ AB, BC = 4, AD = 8 ्तर

 
A( D ABC)
A( D ADB) 

 काढा.

4. शषेजारील आक्ृती्त AP ^ BC, AD || BC,  

 ्तर A(D ABC) ः A(D BCD) काढा.

आकृती 1.15

3. शषेजारील आकृ्ती 1.14 मध ष्े रषेख PS ^ रषेख RQ   

रषेख QT ^ रषेख PR. जर RQ = 6, PS = 6, 

PR = 12 ्तर QT काढा.  

5. शषेजारील आकृ्ती्त, PQ ^ BC,  AD ^ BC  

      ्तर खालील गुणोत्तरषे त्लहा.

 i) A( D PQB)
A( D PBC) 

          ii) 
A( D PBC)
A( D ABC)   

iii) 
A( D ABC)
A( D ADC)         iv)  

A( D ADC)
A( D PQC)     आकृती 1.16

D

C

A B

आकृती 1.13

आकृती 1.14

P

Q

T

R S

P

A

B C

D

P

Q

A

B CD
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जाणून घेऊया.

प्रमाणाचे मूलभूत प्रमेय (Basic Proportionality Theorem)  

प्रमेय ः शरिकोणाचया एका बाजूला समांतर असणारी रेषा तयाचया उरलेलया बाजूंना शभन्न शबंदूंत छेदत असेल, तर 
  ती रेषा तया बाजूंना एकाच प्रमाणात  शवभागते.

पक्  ः D ABC मध्षे रषेषा  l ||  रषेख BC 
   आत्ण रषेषा l ही बाजू AB ला P मध्षे  

  व बाजू AC ला Q मध ष्े  छषेद्तषे.

साधय ः AP
PB 

 = AQ
QC 

 

रचना ः रषेख PC व रषेख BQ काढा. 

शसद्धता ः D APQ व  D PQB  हषे समान उंचीचषे त्रिकोण आहषे्त.

  \ A(D APQ)
A(D PQB) 

 = 
AP
PB 

   .......... (क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त) ..... (I)

  ्तसषेच  A(D APQ)
A(D PQC) 

 = 
AQ
QC 

  .......... (क्षेरिफळषे पा्ांच्ा प्रमाणा्त) ..... (II)

  D PQB व D PQC ्ांचा रषेख PQ हा समान पा्ा आहषे. रषेख PQ || रषेख BC 
  महणून D PQB व D PQC ्ांची उंची समान आहषे.
  \ A(D PQB) = A(D PQC) .......... (III)

  \ A(D APQ)
A(D PQB) 

 = 
A(D APQ)
A(D PQC) 

     .......... [(I), (II) आत्ण (III)] वरून

  \ AP
PB 

 = AQ
QC 

         .......... [(I) व (II)] वरून 

प्रमाणाचया मूलभूत  प्रमेयाचा वयतयास (converse of B.P.T.)

प्रमेय ः एखादी रेषा जर शरिकोणाचया दोन भुजांना शभन्न शबंदूंत छेदून एकाच प्रमाणात शवभागत असेल, तर ती रेषा 
  उरलेलया बाजूला समांतर असते.

  आकृ्ती 1.18 मध ष्े जर रषेषा l ही D ABC च्ा बाजू AB आत्ण बाजू AC ला अनुक्रमषे P आत्ण Q  

  त्बंदू्त छषेद्तषे आत्ण AP
PB 

 = 
AQ
QC

 ्तर रषेषा l || रषेख BC.

आकृती 1.17

P Q

A

B C

l
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  ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता अप्रत्क् पद ्ध्तीनषे 

  दषे्ता ्षे्तषे.

कृती ः

 • D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.

 • त्रिकोणाचा Ð B दुभागा. ्तो AC ला जषेथषे  

  छषेद्तो त्ाला D नाव द्ा.

 • बाजू मोजून त्लहा.

  AB =  सषेमी     BC =  सषेमी 

  AD =  सषेमी    DC =  सषेमी

 • 
AB
BC 

 व 
AD
DC  ही गुणोत्तरषे काढा.

A

B C

D

आकृती 1.19

पक्  ः D ABC च्ा Ð C चा दुभाजक रषेख AB ला E त्बंदू्त छषेद्तो.

साधय ः  AE

EB
 = 

CA

CB

रचना ः  त्बंदू B मधून, त्करण CE ला समां्तर रषेषा काढा, ्ती 
  वाढवलषेल्ा AC ला त्बंदू D मध्षे छषेद्तषे.

A B

C

D

E

आकृती 1.20

आकृती 1.18

A

B C

QP l

 • दोनही गुणोत्तरषे जवळ जवळ सारखी आहषे्त, हषे अनुभवा.

 • ्ाच त्रिकोणाचषे इ्तर कोन दुभागा व वरीलप्रमाणषे गुणोत्तरषे काढा. ्ती गुणोत्तरषेही समान ् षे्ता्त हषे अनुभवा.

जाणून घेऊया.

शरिकोणाचया कोनदुभाजकाचे प्रमेय ( Theorem of an angle bisector of a triangle)                   

प्रमेय ः शरिकोणाचया कोनाचा दुभाजक तया कोनासमोरील बाजूला उरलेलया  बाजूंचया लांबींचया गुणोततरात  
  शवभागतो.
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P

A

B

C
N

M

आकृती 1.22

शसद्धता ः  त्करण CE || त्करण BD व रषेषा AD ही छषेत्दका

   \  Ð ACE @ Ð CDB   .......... (संग्त कोन)...(I)

   आ्ता BC ही छषेत्दका घषेऊन

      Ð ECB @ Ð CBD   .......... (व्ुतक्रम कोन)...(II)

   परं्तु Ð ACE @ Ð ECB   .......... (पक्)...(III)

   \ Ð CBD @ Ð CDB    .......... [त्वधान (I), (II) आत्ण (III) वरून]

   D CBD मध्षे, बाजू CB @ बाजू CD  .......... (एकरूप कोनासमोरील बाजू)

   \ CB = CD     ...(IV)

   आ्ता, D ABD मध्षे, रषेख EC || बाजू BD .......... (रचना)

   \  AE
EB

 = 
AC
CD

    .......... (प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्)...(V)

   \ AE
EB

 = 
AC
CB

    .......... [त्वधान (IV) आत्ण (V) वरून]

 (1)    समान उंचीच्ा त्रिकोणांची क्षेरिफळषे  
     त्ांच्ा संग्त पा्ांच्ा प्रमाणा्त  
        अस्ता्त,

A

B CD

N

M

आकृती 1.21

अशधक माशहतीसाठी ः

वरील प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता दुसऱ्ा प्रकारषे ्तुमही त्लहा.

त्ासाठी आकृ्ती 1.21 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे D ABC काढा आत्ण DM ^ AB आत्ण DN ^ AC काढा. 

 (2) कोनदुभाजकावरील प्रत्षेक त्बंदू  
  हा कोनाच्ा भुजांपासून समदूर  
  अस्तो, 
  ्ा गुणधमाांचा उप्ोग करा.
 

आत्ण
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पक् ः रषेषा l || रषेषा m || रषेषा n

  t1 व t2  ्ा त्ांच्ा छषेत्दका आहषे्त. 

  t1 ही छषेत्दका त्ा रषेषांना अनुक्रमषे A, B,  

  C ्ा त्बंदूं्त छषेद्तषे. t2 ही छषेत्दका ्ा रषेषांना  

  अनुक्रमषे P, Q, R ्ा त्बंदूं्त छषेद्तषे.

साधय ः 
AB
BC 

  =  
PQ
QR 

P

Q

A l

B m

C n

D

t1

t2

R

आकृती 1.24शसद्धता ः रषेख PC काढला. हा रषेषाखंड रषेषा m ला D त्बंद्ूत छषेद्तो.

  D ACP मध ष्े, BD || AP

              \  
AB
BC 

 = PD
DC 

. . . . . (I)  (प्रमाणाचषे मूलभ्ूत प्रमषे्)

       D CPR  मध्षे  DQ || CR

             \  
PD
DC 

 = 
PQ
QR 

. . . . . (II) (प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्)

             \  
AB
BC 

 = 
PD
DC 

 = 
PQ
QR 

.. . . . . (I) व (II) वरून.

शरिकोणाचया कोनदुभाजकाचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of angle bisector of triangle)

 D ABC च्ा बाजू BC वर जर त्बंदू D असा असषेल, की 
AB
AC 

 = 
BD
DC 

,  ्तर त्करण AD हा Ð BAC  

 चा दुभाजक अस्तो.

• 
AB
BC 

  व  
PQ
QR 

  ही गुणोत्तरषे काढा. ्ती जवळपास सारखी आहषे्त ही अनुभवा.

कृती ः

• ्तीन समा्ंतर रषेषा काढा.

• त्ानंा l, m, n अशी नावषे द्ा.

• t1 व  t2 ्ा दोन छषेत्दका  काढा.

• t1 ्ा छषेत्दकेवरील आं्तरछषेद AB व BC आहषे्त.

• t2 ्ा छषेत्दकेवरील आं्तरछषेद PQ व QR आहषे्त.

P

Q

A l
B m

C n

t1

R

t2

आकृती 1.23

\  
AB
BC 

 = 
PQ
QR 

प्रमेय ः तीन समांतर रेषांनी एका छेशदकेवर केलेलया आंतरछेदांचे गुणोततर हे तया रेषांनी दुसऱया कोणतयाही 
  छेशदकेवर केलेलया आंतरछेदांचया गुणोततराएवढे असते.

तीन समांतर रेषा व तयांचया छशेदका यांचा गुणधम्म 
(Property of three parallel lines and their transversal)
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आकृती 1.27

(1) प्रमाणाचषे मूलभ्ूत प्रमषे्

 D ABC मध्षे जर B-P-A ; B-Q-C  

 आत्ण रषेख PQ || रषेख AC असषेल

 ्तर BP
PA 

 = BQ
QC

 

(3) त्रिकोणाच्ा कोनदुभाजकाचषे प्रमषे्

 D ABC च्ा Ð ABC चा BD हा 

 दुभाजक असषेल आत्ण जर A-D-C,

 ्तर  
AB
BC 

 = AD
DC 

 

(4) ्तीन समा्ंतर रषेषा व त्ांच्ा छषेत्दका ्ांचा 
 गुणधम्म
 जर रषेषा AX || रषेषा BY ||  रषेषा CZ आत्ण  

 रषेषा l व  रषेषा m ्ा छषेत्दका त्ांना अनुक्रमषे  

 A, B, C व X, Y, Z मध ष्े छषेद्त अस्तील  

 ्तर  
AB
BC 

 = 
XY
YZ 

  

आकृती 1.25

P

Q

A

B C

X Y

A lB

m

C

Z

A

B C

D

(2) प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ाचा व्त्ास

 D PQR मध्षे जर P-S-Q; P-T-R

 आत्ण  
PS
SQ

 = 
PT
TR 

 ्तर रषेख ST || रषेख QR.

आकृती 1.28

आकृती 1.26

P

Q

TS

R

           

             
हे लक्ात ठेवूया.
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  D ABC मध्षे DE || BC (आक्ृती 1.29)
  जर DB = 5.4 सषेमी, AD = 1.8 सषेमी

  EC = 7.2 सषेमी ्तर AE काढा.   

उकल ः D ABC मध्षे  DE || BC 

    \  AD
DB 

 = AE
EC 

 ..... (प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे्)

    \ 1 8

5 4

.

.
 = AE

7.2 
  

  \ AE ´ 5.4 = 1.8 ´ 7.2

  \ AE = 
1 8 7 2

5 4

. .

.

´
   = 2.4

  AE = 2.4 सषेमी

उदा. (2)  D PQR मध्षे रषेख RS हा  Ð R चा दुभाजक आहषे. (आक्ृती 1.30)
        जर PR = 15, RQ = 20, PS = 12
  ्तर  SQ काढा.

उकल ः D PRQ मध्षे रषेख RS हा Ð R चा दुभाजक आहषे. 

             
PR
RQ 

 = 
PS
SQ 

 . . . . . . ( कोनदुभाजकाचा गुणधम्म)

      15

20
 = 

12
SQ 

  

    SQ = 
12 ´ 20

15
 = 16

  \   SQ = 16

P

Q

O O

R

S

कृती ः त्दलषेल्ा आकृ्ती 1.31 मध ष्े AB || CD || EF 
जर AC = 5.4, CE = 9, BD = 7.5 ्तर चौकटी 
्ोग् प्रकारषे भरून DF  काढा.

उकल ः AB || CD ||  EF

  AC
 
 = DF  . . . . . (         )

  
5 4

9

.
 = DF    \ DF = 

A B

C D

E F

आकृती 1.30

आकृती 1.31

आकृती 1.29

A

B C

D E
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कृती ः   

D ABC मध्षे त्करण BD हा  Ð ABC चा दुभाजक 

आहषे. A-D-C  रषेख DE || बाजू BC, A-E-B, 

्तर त्सद्ध करा की,  AB
BC 

 = 
AE
EB 

  

आकृती 1.33

आकृती 1.32

आकृती 1.34 आकृती 1.35

A

B C

DE

आकृती 1.36

P

Q R3.5 1.5

37

M

P

Q

R

M

3.
6

4

9

10

2. जर D PQR मध्षे  PM = 15, PQ = 25, 

 PR = 20, NR = 8 ्तर रषेषा NM ही बाजू RQ 

 ला समा्ंतर आहषे का? कारण त्लहा.

P

QR

N M

P

Q

R
6

8

10

7
M

शसद्धता ः D ABC मध्षे त्करण BD हा Ð B चा दुभाजक आहषे.

      \ AB
BC 

 = AD
DC 

  .......... (कोन दुभाजकाचषे प्रमषे्) .......... (I)

  D ABC मध्षे DE || BC

       AE
EB 

 = AD
DC 

   .......... (. . . . . . . . . . . ) .......... (II)

     
AB

 = 
EB 

  .......... (I) व (II) वरून

सरावसंच 1.2

1. खाली काही त्रिकोण आत्ण रषेषाखंडांच्ा लांबी त्दल्ा आहषे्त. त्ांवरून कोणत्ा आकृ्ती्त त्करण PM हा  
 Ð QPR चा दुभाजक आहषे ्तषे ओळखा. 

(1)  (2) (3)

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



14

3.  D MNP च्ा Ð N चा NQ हा दुभाजक आहषे.  

 जर MN = 5, PN = 7, MQ = 2.5 ्तर QP  

 काढा.

6.  आकृ्ती 1.40 मध ष्े त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून QP  

 काढा.

7.  आकृ्ती 1.41 मध्षे जर AB || CD || FE   

 ्तर x ची त्कंम्त काढा व AE काढा.

आकृती 1.37

आकृती 1.38

आकृती 1.39

आकृती 1.40

P Q

A

B C
60°

60°

P

Q N

M

2.5
5

7

P Q

A B

CD

4.  आकृ्ती्त काही कोनांची मापषे त्दली आहषे्त  

 त्ावरून दाखवा, की 
AP
PB 

 = AQ
QC 

5.  समलंब चौकोन ABCD मध्षे, 

  बाजू AB || बाजू PQ || बाजू DC,  जर AP = 15,  

 PD = 12, QC = 14 ्तर BQ काढा.

P

Q

N

M

40

25

14

A
x

B

C

D

E

F8

12

4

आकृती 1.41
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8.  D LMN मध्ये किरण MT हा Ð LMN चा  

 दुभाजि आहये. 

  जर LM = 6, MN = 10, TN = 8 तर LT  

 िाढा. 

9.  D ABC मध्ये रयेख BD हा Ð ABC चा  

 दुभाजि आहये, जर AB = x, BC = x + 5,  

 AD = x – 2, DC = x + 2 

  तर x ची किंमत िाढा.

10. शयेजारील आिृती 1.44 मध्ये करििोणाच्ा 

 अंतभाभागात X हा एि िोणताही किंदू आहये.  

 किंदू X हा करििोणाच्ा कशरोकिंदूंशी जोडला आहये. 

 तसयेच रयेख PQ || रयेख DE, रयेख QR || रयेख EF  

 तर रयेख PR || रयेख DF हये कसद्ध िरण्ासाठी  

 खालील चौिटी पूणभा िरा. 

P

X

Q
FE

D

R

आकृती 1.42

T

L

NM

6

10

8

A

x

x - 2

x + 2

x + 5B C

D

आकृती 1.43

आकृती 1.44

सिद्धता ः D XDE मध्ये PQ || DE  ..........  

    \ XP
 
  = 

QE 
 .......... (I) (प्रमाणाचये मूलभूत प्रमये् )

    D XEF मध्ये QR || EF  .......... 

    \  =   ..........(II)  

   

    \  =    .......... किधान (I) ि (II) िरून

    \ रयेख PR || रयेख DF  .......... (प्रमाणाच्ा मूलभूत प्रमये्ाचा व्त्ास )

11«.  D ABC मध्ये AB = AC, Ð B ि Ð C चये दुभाजि िाजू AC ि िाजू AB ्ांना अनुक्रमये किंदू D ि  

  E मध्ये छयेदतात. तर कसद्ध िरा, िी रयेख ED || रयेख BC.
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जरा आठवूया.

समरूप शरिकोण (Similar triangles)

D ABC व D DEF मध ष्े जर Ð A @ Ð D, 
Ð B @ Ð E, Ð C @ Ð F   

आत्ण   AB
DE 

 = BC
EF 

 = AC
DF 

  

्तर D ABC व D DEF हषे त्रिकोण समरूप अस्ता्त. आकृती 1.45

A

B C

D

E F

आकृती 1.46

P

A

QB RC

  D ABC व D DEF समरूप आहषे्त हषे D ABC ~ D DEF असषे त्लत्ह्ता्त. 

जाणून घेऊया.

शरिकोणांचया समरूपतेचया कसोट्ा (Tests for similarity of triangles)

दोन त्रिकोण समरूप असण्ासाठी त्ांच्ा त््तनही संग्त बाजू प्रमाणा्त असणषे आत्ण त््तनही संग्त कोन एकरूप 

असणषे आवश्क अस्तषे; परं्तु ्ा सहा अटींपैकी ्तीन त्वत्शष्ट अटींची पू्त्म्ता झाल्ास उरलषेल्ा अटींची पू्त्म्ता 

आपोआप हो्तषे; महणजषे दोन त्रिकोण समरूप होण्ासाठी ्तीनच त्वत्शष्ट अटी पुरषेशा अस्ता्त. ्ा ्तीन अटी ्तपासून 

दोन त्रिकोण समरूप आहषे्त का हषे ठरत्व्ता ् षे्तषे. अशा पुरषेशा अटींचा समूह महणजषेच समरूप्तषेच्ा कसोट्ा हो्त. महणून  

दोन त्रिकोण समरूप आहषे्त का हषे ठरवण्ासाठी त्ा त्वत्शष्ट अटी ्तपासणषे पुरषेसषे अस्तषे. 

समरूपतेची कोकोको कसोटी (AAA test for similarity of triangles)

दोन त्रिकोणांच्ा त्शरोत्बंदूंमधील त्दलषेल्ा एकास एक संग्तीनुसार होणारषे संग्त कोन जर एकरूप अस्तील ्तर 

्तषे त्रिकोण समरूप अस्ता्त.        

      D ABC व D PQR मध्षे  ABC « PQR 
्ा संग्ती्त जर  Ð A @ Ð P,  Ð B @ Ð Q,  
Ð C @ Ð R, ्तर D ABC ~ D PQR.
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अशधक माशहतीसाठी ः  

कोकोको कसोटीची शसद्धता

पक् ः D ABC व D PQR मध ष्े,
   Ð A @ Ð P, Ð B @ Ð Q,
  Ð C @ Ð R.

साधय ः D ABC ~ D PQR

शसद् धता ः D ABC हा D PQR पषेक्ा मोठा आहषे असषे मानू. मग AB वर त्बंदू M, AC वर त्बंदू N असा घ्ा  

  की, AM = PQ आत्ण AN = PR. त्ावरून D AMN @ D PQR हषे दाखवा. 

  त्ावरून MN || BC दाखव्ता ्षे्तषे. 

आ्ता प्रमाणाचषे मूलभू्त प्रमषे् वापरून, 
AM
MB

 = AN
NC

 

 महणजषेच, 
MB
AM

 = NC
AN

   .......... (व्स्त करून)

  
MB + AM 

AM
 = 

NC + AN 
AN

  .......... (्ोग त्क्र्ा करून) 

     \ 
AB
AM

 = AC
AN

     \   AB
PQ

 = AC
PR

. त्ाचप्रमाणषे 
AB
PQ 

 = BC
QR

 हषे दाखत्व्ता ्षेईल.

     \   
AB
PQ 

 = BC
QR

 = AC
PR

   \ D ABC ~ D PQR

आकृती 1.47

NM

P

Q

A

B C

R

समरूप शरिकोणांची कोको कसोटी (AA test for similarity of triangles) 

त्शरोत्बंदूंच्ा एखाद्ा एकास एक संग्तीनुसार एका त्रिकोणाचषे दोन कोन जर दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा दोन संग्त 

कोनांशी एकरूप अस्तील, ्तर पत्हल्ा त्रिकोणाचा उरलषेला कोन हा दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा उरलषेल्ा कोनाशी एकरूप 

अस्तो हषे आपल्ाला माही्त आहषे, महणजषेच एका त्रिकोणाचषे दोन कोन दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा दोन संग्त कोनांशी 
एकरूप अस्तील ्तरीही ही अट दोन त्रिकोण समरूप होण्ासाठी पुरषेशी अस्तषे. 

्ावरून, एका त्रिकोणाचषे दोन कोन दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा दोन कोनांशी एकरूप अस्तील, ्तर ्तषे दोन त्रिकोण 
समरूप अस्ता्त.

्ा गुणधमा्मला समरूप्तषेची कोको कसोटी महण्ता्त.
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समरूपतेची बाकोबा कसोटी (SAS test for similarity of triangles)

           दोन त्रिकोणांच्ा त्शरोत्बंदूंच्ा एखाद्ा एकास एक संग्तीनुसार त्ांच्ा संग्त बाजूंच्ा दोन जोड्ा एकाच 

प्रमाणा्त अस्तील आत्ण त्ा बाजूंनी समात्वष्ट केलषेलषे कोन एकरूप अस्तील, ्तर ्तषे दोन त्रिकोण समरूप अस्ता्त. 

आकृती 1.49

आकृती 1.50

उदाहरणार्म, जर D KLM व  D RST मध्षे 

  Ð KLM @ Ð RST

  
KL
RS 

 = 
LM
ST

 

  ्तर D KLM  ~  D RSTआकृती 1.48

L SM
1

T2

K
1.5

3

R

समरूपतेची  बाबाबा कसोटी ( SSS test for similarity of triangles )

 दोन त्रिकोणांच्ा त्शरोत्बंदूमधील एखाद्ा एकास एक संग्ती्त जषेवहा एका त्रिकोणाच्ा त््तनही बाजू दुसऱ्ा 

त्रिकोणाच्ा त््तनही बाजूंशी एकाच प्रमाणा्त अस्ता्त ्तषेवहा ्तषे त्रिकोण समरूप अस्ता्त. 

 समरूप्तषेच्ा ्ा गुणधमा्मला बाबाबा कसोटी महण्ता्त. 
उदाहरणार्म, जर D PQR व D XYZ मध्षे जर,

 
PQ
YZ 

 = QR
XY 

 = 
PR
XZ 

  

 ्तर D PQR ~ D ZYX

Z

L

M

X

Y N

Z

P
X

Q

Y
R

उदा. (1)  D XYZ मध्षे Ð Y = 100°, 
  Ð Z = 30°, 
  D LMN मध्षे Ð M = 100°, 
  Ð N = 30°,्तर D XYZ व D LMN   
  हषे समरूप आहषे्त का्?, 

  अस्तील ्तर कोणत्ा कसोटीनुसार?                                                            

समरूप शरिकोणांचे गुणधम्म ः

(1) D ABC ~ D ABC - पराव्त्मन्ता (Reflexivity)

(2) जर D ABC ~ D DEF  ्तर D DEF ~ D ABC - समत्म्त्ता (Symmetry)

(3)  जर D ABC ~ D DEF आत्ण D DEF ~ D GHI ्तर D ABC ~ D GHI - संक्रामक्ता (Transitivity)

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
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आकृती 1.51

आकृती 1.52

उकल ः D XYZ व D LMN मध्षे, 

  Ð Y = 100°, Ð M = 100° \ Ð Y @ Ð M

  Ð Z = 30°,   Ð N = 30°   \ Ð Z @ Ð N
  \ D XYZ ~ D LMN .......... (कोको कसोटीनुसार) 

  आत्ण Ð M @ Ð V ......... (पक्)

  \ D PMN ~ D UVW ......... (समरूप्तषेची बाकोबा कसोटी)

20 Z 30

M

P

X

NY

14 21

N10M

P

U

WV

3

5

6

  Ð Z @ Ð P त्दलषे आहषे. परं्तु Ð Z व Ð P हषे प्रमाणा्त असलषेल्ा बाजूंनी समात्वष्ट केलषेलषे कोन  

  नाही्त.

  \ D XYZ व D MNP हषे समरूप आहषे्त असषे महण्ता ्षेणार नाही.

उदा. (2)  आकृ्ती 1.51 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून  
  त्रिकोण समरूप आहषे्त का? अस्तील ्तर  
  कोणत्ा कसोटीनुसार? 

उकल ः  D PMN व D UVW मध्षे 

  
PM
UV 

 = 6

3
 = 2

1
, 

MN
VW 

 = 10

5
 = 

2

1

  \  PM
UV 

 = 
MN
VW 

  

उदा. (3)  आकृ्ती 1.52 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून  
  त्रिकोण समरूप आहषे्त असषे महण्ता ्षेईल  
  का? महण्ता ्षे्त असषेल ्तर कोणत्ा  

  कसोटीनुसार ?

उकल ः D XYZ व  D MNP मध्षे

  XY
MN 

 = 
14

21  = 
2

3 , 

  
YZ
NP 

 = 
20

30
 = 

2

3

  \ XY
MN 

 = 
YZ
NP 
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उदा. (4) शषेजारील आकृ्तीमध्षे BP ^ AC, CQ ^ AB,  A – P- C,  
A- Q- B , ्तर D APB व D AQC समरूप  दाखवा.            
उकल  ः        D APB  व D AQC  मध्षे 
       Ð APB = °    (I)
       Ð AQC = ° (II)
 \ Ð APB @ Ð AQC .... (I) आत्ण (II) वरून

     Ð PAB @ Ð QAC .... (                  )

 \ D APB ~ D AQC  ..... (कोको कसोटी) 

उदा. (5)  जर चौकोन ABCD चषे कण्म Q त्बंदू्त छषेद्त अस्तील आत्ण 2QA = QC आत्ण 2QB = QD.

  ्तर  DC = 2AB दाखवा.

पक् ः 2QA = QC

  2QB = QD    

साधय ः   CD = 2AB   

शसद्धता ः 2QA = QC  \ QA
QC 

 = 
1

2
  .......... (I)

  2QB = QD \ QB
QD 

 = 
1

2
  .......... (II)

   \ QA
QC 

 = 
QB
QD 

     .......... (I) व (II) वरून

  D AQB व D CQD मध्षे 

  QA
QC 

 =
QB
QD 

    .......... (त्सद्ध केलषे) 

         Ð AQB @ Ð DQC   .......... (परसपर त्वरुधद कोन)

  \ D AQB ~D CQD   .......... (समरूप्तषेची बाकोबा कसोटी)        

  \ AQ
CQ 

 = 
QB
QD 

 = 
AB
CD 

  .......... (संग्त बाजू प्रमाणा्त)

  परं्तु  
AQ
CQ 

 = 
1

2
  \ AB

CD 
 = 

1

2
   

  \ 2AB = CD

आकृती 1.54
D

Q

AB

C

P

Q

A

B C

आकृती 1.53
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आकृती 1.55

सरावसंच 1.3

2. आकृ्ती 1.56 मधील त्रिकोण समरूप आहषे्त का? 

अस्तील ्तर कोणत्ा कसोटीनुसार ?

3. आकृ्ती 1.57 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे 8 मीटर व 

4 मीटर उंचीचषे दोन खांब सपाट जत्मनीवर उभषे 

आहषे्त. सू््मप्रकाशानषे लहान खांबाची सावली  

6 मीटर पड्तषे, ्तर त्ाच वषेळी मोठ्ा खांबाची 

सावली त्क्ती  लांबीची  असषेल?

आकृती 1.56

आकृती 1.57

4. D ABC मध्षे AP ^ BC, BQ ^ AC

 B- P-C, A-Q - C  ्तर,

 D CPA  ~ D CQB दाखवा. 

 जर AP = 7, BQ = 8, BC = 12 

 ्तर AC काढा.

आकृती 1.58
P

Q

A

B C

D

E

A

B

C

75°

75°

10 L

NM

P

3

Q

5

4

6

8 R

1. आकृ्ती 1.55 मध ष्े Ð ABC = 75°,
   Ð EDC =75°  ्तर कोण्तषे दोन त्रिकोण कोणत्ा 

कसोटीनुसार समरूप आहषे्त?

 त्ांची समरूप्ता ्ोग् एकास एक संग्ती्त त्लहा.

A

C
4

x6

8

P

Q R B
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5. आकृ्ती्त समलंब चौकोन PQRS मध्षे,

 बाजू PQ || बाजू SR, AR = 5AP, 

 AS = 5AQ ्तर त्सद्ध करा, 

 SR = 5PQ              

6. समलंब चौकोन ABCD मध ष्े, (आक्ृती 1.60)

 बाजू AB || बाजू DC कण्म AC व कण्म BD 

हषे परसपरांना O त्बंद्ूत छषेद्ता्त. AB = 20,  

DC = 6, OB = 15 ्तर OD काढा.
आकृती 1.60

आकृती 1.59

7. c ABCD हा समा्ंतरभुज चौकोन आहषे.  

बाजू BC वर E हा एक त्बंदू आहषे, रषेषा DE ही  

त्करण AB ला T त्बंदू्त छषेद्तषे. 

 ्तर DE ´ BE = CE ´ TE दाखवा.  

8. आकृ्ती्त रषेख AC व रषेख BD परसपरांना P त्बंदू्त 

छषेद्ता्त आत्ण 
AP
CP 

 = 
BP
DP 

  ्तर त्सद्ध करा,

 D ABP  ~  D CDP                                                         

S

P Q

A

R

D

O

AB

C

E

T

DA

B
C

D

P

A

B

C

आकृती 1.61

आकृती 1.62

9. आकृ्ती्त D ABC मध्षे बाजू BC वर D हा 

त्बंदू  असा आहषे, की Ð BAC = Ð ADC  ्तर 

त्सद्ध करा, CA2 = CB ´ CD           
D

A

B C

आकृती 1.63
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पक् ः D ABC ~  D PQR,  AD ^ BC,  PS ^ QR 

साधय ः 
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
AB2

PQ2 
 = 

BC2

QR2 = 
AC2

PR2 
 

शसद्धता ः A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC ́  AD 
QR ´ PS 

 = 
BC
QR

 ´ 
AD
PS 

  .......... (I)

  D ABD व D PQS मध्षे
  Ð B = Ð Q      .......... (पक्)

  Ð ADB = Ð PSQ = 90°   
  \ कोको कसोटीनुसार D ABD ~ D PQS

  \ 
AD
PS 

 = 
AB
PQ

       .......... (II)

  परं्तु  D ABC ~ D PQR

  \  AB
PQ

 = 
BC
QR 

 = 
AC
PR 

    .......... (III)

  (II) व (III) वरून

  
A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = 
BC
QR

 ´ 
AD
PS 

 = 
BC
QR

 ´BC
QR

 = 
BC2

QR2 = 
AB2

PQ2 
 = 

BC2

QR2

P

Q

A

B C
D

RS

आकृती 1.64

जाणून घेऊया.

समरूप शरिकोणांचया क्ेरिफळांचे प्रमेय (Theorem of areas of similar triangles)

प्रमेय ः जर दोन शरिकोण समरूप असतील तर  तयांचया  के्रिफळांचे गुणोततर हे तयांचया संगत भुजांचया वगाांचया  

  गुणोततराएवढे असते.
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1) ः D ABC ~ D PQR , A (D ABC) = 16 , A (D PQR) = 25 ्तर AB
PQ

 ्ा गुणोत्तराची त्कंम्त  
  काढा.
उकल ः DABC ~ D PQR

  \ A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = AB2

PQ2    .......... (समरूप त्रिकोणाचं्ा क्षेरिफळाचंषे गणुोत्तर सगं्त बाजूचं्ा  
              वगाांच्ा गुणोत्तराएवढषे अस्तषे.)
  \

16

25  = AB2

PQ2   \ AB
PQ

 = 4

5
  .......... (वग्ममुळषे घषेऊन) 

उदा. (2)  दोन समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त भुजांचषे गुणोत्तर 2ः5 आहषे , लहान त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ 64 चौसषेमी  
  असषेल ्तर मोठ्ा त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ त्क्ती ? 

उकल ः D ABC ~ D PQR मानू.
  D ABC हा लहान त्रिकोण व D PQR हा मोठा त्रिकोण आहषे, असषे मानू.

  \ A(D ABC) 
A(D PQR) 

  = ( )

( )

2

5

2

2  = 4

25
 .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांची गुणोत्तरषे)

 
  \ 64 

A(D PQR) 
  = 4

25

  4 ´ A(D PQR) = 64 ´ 25

  A(D PQR) = 
64 ´ 25

4  = 400

  \ मोठ्ा त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ = 400 चौसषेमी

उदा. (3)   समलंब चौकोन ABCD मध्षे बाजू AB || बाजू CD, कण्म AC व कण्म BD हषे एकमषेकांना P मध्षे 

  छषेद्ता्त, ्तर त्सद्ध करा  A(D APB) 
A(D CPD) 

 = AB2

CD2

उकल  ः समलंब चौकोन ABCD मध्षे बाजू AB || बाजू CD
   D APB व DCPD मध्षे 
   ÐPAB @ ÐPCD ..... (व्ुतक्रम कोन)
   ÐAPB @ ÐCPD ..... (परसपर त्वरुद्ध कोन)
   \ DAPB ~ DCPD ..... (कोको कसोटी)

                A(D APB) 
A(D CPD) 

  = AB2

CD2 .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे प्रमषे्)

आकृती 1.65

P

AB

C D
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सरावसंच 1.4

1.  दोन समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजूंचषे गुणोत्तर 3 ः 5 आहषे, ्तर त्ांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर काढा.

2.  D ABC ~ D PQR आत्ण AB ः PQ = 2ः3, ्तर खालील चौकटी पूण्म करा.

  A(D ABC) 
A(D PQR) 

 = AB2

 = 
22

32   =                                       

3.  D ABC ~ D PQR, A (D ABC) = 80, A(D PQR) = 125, ्तर खालील चौकटी पूण्म करा. 

  A(D ABC) 
A(D . . . . ) 

  =          =           \   
AB
PQ

 =                                      

4.  D LMN ~ D PQR,  9 ´ A (DPQR ) = 16 ´ A (DLMN)  जर QR = 20 ्तर MN काढा.

5.  दोन समरूप त्रिकोणांची क्षेरिफळषे 225 चौसषेमी व 81 चौसषेमी आहषे्त.  जर लहान त्रिकोणाची एक बाजू 12 सषेमी 

 असषेल ्तर मोठ्ा त्रिकोणाची संग्त बाजू काढा.

6.  D ABC व D DEF हषे दोनही समभुज त्रिकोण आहषे्त. A (DABC) ः A (D DEF)  = 1 ः 2 असून  

 AB = 4 ्तर DE ची लांबी काढा .

7.  आकृ्ती 1.66 मध्षे रषेख PQ || रषेख DE, A (D PQF) = 20 एकक, जर PF = 2 DP आहषे, ्तर  

 A( c DPQE) काढण्ासाठी खालील कृ्ती पूण्म करा.

       A(D PQF) = 20 एकक,  PF = 2 DP,  DP = x  मानू.    \ PF = 2x

                    DF = DP +  =  +    = 3x  

       D FDE व D FPQ मध ष्े 

  Ð FDE   @  Ð           (संग्त कोन) 

  Ð FED   @  Ð            (संग्त कोन) 

  \ D FDE  ~ D FPQ .......... (कोको कसोटी) 

  \ A(D FDE) 
A(D FPQ ) 

  =  =
( )

( )

3

2

2

2

x

x = 
9

4

 A(D FDE) = 
9

4  A( D FPQ ) = 
9

4  ´  = 

  A(c DPQE) = A( D FDE) - A( D FPQ)

            =  -  

      =  

P

D

E FQ
आकृती 1.66

125
80
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1.  खालील उपप्रशनांची प्ा्म्ी उत्तरषे त्दली आहषे्त त्ांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.

  (1) जर D ABC व D PQR मध्षे एका एकास एक  

 संग्ती्त 
AB
QR 

 =
BC
PR 

 =
CA
PQ 

 ्तर 

  खालीलपैकी सत् त्वधान कोण्तषे?

  (A) D PQR ~ D ABC  

  (B) D PQR ~ D CAB

  (C) D CBA  ~ D PQR

  (D) D BCA ~ D PQR

 (2)  जर D DEF व D PQR मध्षे, 
  Ð D @ Ð Q, Ð R @ Ð E, ्तर 

  खालीलपैकी असत् त्वधान कोण्तषे ? 

  (A)   
EF
PR 

 = DF
PQ 

    (B) 
DE
PQ 

 = 
EF
RP 

 

  (C) 
DE
QR 

 = 
DF
PQ

      (D) 
EF
RP 

 = DE
QR 

 

 (3) D ABC व D DEF मध्षे Ð B = Ð E, 

  Ð F = ÐC आत्ण AB = 3 DE, ्तर त्ा  

 दोन त्रिकोणांबाब्त सत् त्वधान कोण्तषे?
  (A) ्तषे एकरूप नाही्त आत्ण समरूपही नाही्त. 

 (B) ्तषे समरूप अाहषे्त पण एकरूप नाही्त. 

  (C) ्तषे एकरूप आहषे्त आत्ण समरूपही अाहषे्त.

  (D) वरीलपैकी एकही त्वधान सत् नाही.

  (A) 2 2     (B) 4    (C) 8    (D) 4 2  

 (4) D ABC व D DEF हषे दोनही समभुज त्रिकोण  

 आहषे्त, A (D ABC) ः A (D DEF) = 1 ः 2  

 असून  AB = 4 आहषे ्तर DE ची लांबी  

 त्क्ती ?

आकृती 1.67

A

PR

Q

B C

आकृती 1.68

D

E F P

Q

R

आकृती 1.69

A

B C

D

E F

आकृती 1.70

A

B C

D

E F
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 (5) आकृ्ती 1.71 मध्षे रषेख XY || रषेख BC ्तर खालील पैकी कोण्तषे त्वधान सत् आहषे ? 

आकृती 1.73

आकृती 1.71

आकृती 1.72

  (A) 
AB
AC  = 

AX
AY       (B) 

AX
XB  = 

AY
AC            

  (C) 
AX
YC  = 

AY
XB      (D) 

AB
YC  = 

AC
XB   

2. D ABC मध ष्े B - D – C आत्ण BD = 7, 
 BC = 20 ्तर खालील गुणोत्तरषे काढा.

  (1) A(D ABD) 
A(D ADC) 

 

  (2) A(D ABD) 
A(D ABC) 

          

  (3) A(D ADC) 
A(D ABC) 

             

3. समान उंचीच्ा दोन त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर 2 ः 3 आहषे, लहान त्रिकोणाचा पा्ा 6 सषेमी असषेल ्तर 

मोठ्ा त्रिकोणाचा संग्त पा्ा त्क्ती असषेल?

4.   आक्ृती 1.73 मध ष्े ÐABC = ÐDCB = 90°

 AB = 6,  DC = 8 

 ्तर  
A( D ABC) 
A( D DCB)  = त्क्ती ?                    

5. आकृ्ती 1.74 मध्षे PM = 10 सषेमी  

 A(D PQS) = 100 चौसषेमी 

 A(DQRS) = 110 चौसषेमी

 ्तर NR काढा.

6. D MNT ~ D QRS त्बंदू T पासून काढलषेल्ा त्शरोलंबाची लांबी 5 असून त्बंदू S पासून काढलषेल्ा त्शरोलंबाची 

लांबी 9 आहषे, ्तर 
A( D MNT) 
A( D QRS) 

 हषे गुणोत्तर काढा. 

A

B C

D

6
8

P

Q

R

N SM

A

B CD

आकृती 1.74

A

B C

X Y
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7. आकृ्ती 1.75 मध्षे A – D – C   व   B – E – C . 

रषेख DE || बाजू AB. जर AD = 5, 

 DC = 3, BC = 6.4 ्तर BE काढा. 

आकृती 1.76

3

A

B C

D

x 6.4 - x

5

E
आकृती 1.75

P

Q

A
B

C

D

R

S

P

X

Q

Y

xxO
O RM

8. आकृ्ती 1.76 मध ष्े, रषेख PA, रषेख QB, रषेख RC 

व रषेख SD हषे रषेषा AD ला लंब आहषे्त. AB = 60, 

BC = 70, CD = 80, PS = 280, ्तर PQ, 

QR, RS काढा.

9. D PQR मध्षे रषेख PM ही मध्गा आहषे. 

 ÐPMQ व ÐPMR चषे दुभाजक बाजू PQ व  

 बाजू PR ला अनुक्रमषे X आत्ण Y त्बंदू्त छषेद्ता्त,  

 ्तर त्सद्ध करा XY || QR. 

 त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता पूण्म करा.

 D PMQ मध ष्े त्करण MX हा ÐPMQ चा दुभाजक आहषे.

 \  =  .......... (I) (कोनदुभाजकाचषे प्रमषे्) 

    D PMR मध्षे त्करण MY हा  ÐPMR चा दुभाजक आहषे.

 \  =  .......... (II) (कोनदुभाजकाचषे प्रमषे्) 

 परं्तु  
MP
MQ 

 = 
MP
MR 

 .......... (M हा QR चा मध् महणजषेच MQ = MR)

     \ PX
XQ 

 = 
PY
YR 

  

      \  XY || QR .......... (प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ाचा व्त्ास) 

आकृती 1.77
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P

A

B C

D

10«. आकृती 1.78 मध्ये D ABC च्या Ð B व 

 Ð C चये दुभयाजक एकमयेकयंानया X मध्ये 

छयेदतयात, रयेषया AX ही बयाजू BC लया Y मध्ये 

छयेदतये जर AB = 5, AC = 4, BC = 6 

तर 
AX
XY  ची ककंमत कयाढया.

आकृती 1.79

11. c ABCD मध्ये रयेख AD || रयेख BC.

कर्ण AC आकर कर्ण BD परसपरयांनया कबंदू P

मध्ये छयेदतयात. तर दयाखवया की AP
PD

= PC
BP

12. आकृती 1.80 मध्ये XY || बयाजू AC.

जर 2AX = 3BX आकर XY = 9 तर

AC ची ककंमत कयाढण्यासयाठी खयालील कृती पूर्ण करया.

कृती ः 2AX = 3BX  \ AX
BX 

 = 

   
AX +BX

BX 
 = 

+
.......... (्ोग करि्या करून) 

   
AB
BX 

 = .......... (I)

   D BCA ~ D BYX  .......... (समरूपतयेची  कसोटी) 

\ BA
BX 

= AC
XY 

    .......... (समरूप करिकोरयाच्या संगत बयाजू)

   \  = 
AC
9 

\ AC =  ..........(I) वरून

X

Y

A

B C
आकृती 1.80

13«. D ABC मध्ये  Ð A = 90°.  c DEFG ्या चौरसयाचये  

 D व E हये किरोकबंदू बयाजू BC वर आहयेत. कबंदू F हया  

 बयाजू AC वर आकर कबंदू G हयाबयाजू AB वर आहये. तर   

 कसद्ध करया. DE2 = BD ´ EC (D GBD व D CFE  

 हये समरूप दयाखवया. GD = FE = DE ् याचया उप्ोग करया.) 

rrr

आकृती 1.78

A

B C

X

Y

आकृती 1.81
E

F

A

B CD

G
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चला, शिकूया.

•  पा्थागोरसचषे त्रिकुट •  समरूप्ता आत्ण काटकोन त्रिकोण 
•  भतू्म्तीमध्ाचषे प्रमषे् •  पा्थागोरसचषे प्रमषे्
•  पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाचषे उप्ोजन •  अपोलोत्न्सचषे प्रमषे्

जरा आठवूया.

पायरागोरसचे  प्रमेय ः 
 काटकोन शरिकोणात कणा्मचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असतो.

D PQR मध्षे Ð PQR = 90° 
l(PR)2 = l(PQ)2 + l(QR)2

हषेच आपण PR2 = PQ2 + QR2 असषे त्लहू.

पायरागोरसचे  शरिकुट ः
नैसत्ग्मक संख्ांच्ा त्रिकुटामध्षे जर एका संख्षेचा वग्म हा इ्तर दोन संख्ांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका असषेल ्तर 

त्ाला पा्थागोरसचषे  त्रिकुट महण्ता्त.

उदाहरणाथ्म ः ( 11, 60, 61 ) ्ा संख्ांच्ा त्रिकुटामध ष्े,

  112 = 121,  602 = 3600,  612 = 3721  आत्ण  121 + 3600 = 3721
  ्ा त्ठकाणी मोठ्ा संख्षेचा वग्म हा इ्तर दोन संख्ांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका आहषे.
  \ 11, 60, 61 हषे पा्थागोरसचषे  त्रिकुट आहषे.
  ्तसषेच (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (24, 25, 7) ही दषेखील पा्थागोरसची त्रिकुटषे  
  आहषे्त, हषे पड्ताळा.
  पा्थागोरसच्ा त्रिकुटां्तील संख्ा कोणत्ाही क्रमानषे त्लत्ह्ता ्षे्ता्त.

आकृती 2.1
P Q

R

D PQR च्ा PQ, QR व PR ्ा बाजूंच्ा लांबी अनुक्रमषे r, p आत्ण q ्ा अक्रांनी दाखत्वण्ाचाही संके्त आहषे. 
त्ानुसार, आक्ृती 2.1 च्ा संदभा्म्त पा्थागोरसचषे प्रमषे् q2 = p2 + r2 असषेही त्लत्ह्ता ्षेईल.

2 पायरागोरसचे प्रमेय
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अशधक माशहतीसाठी ः
पायरागोरसची शरिकुटे शमळवणयाचे सूरि ः

  जर a, b, c ्ा नैसत्ग्मक संख्ा अस्तील आत्ण a > b, ्तर [(a2 + b2),(a2 - b2),(2ab)] हषे  
  पा्थागोरसचषे त्रिकुट अस्तषे.
     (a2 + b2)2 = a4 + 2a2b2 + b4  .......... (I)
   (a2 - b2)2 = a4 - 2a2b2 + b4  .......... (II)
        (2ab)2 = 4a2b2  .......... (III)
 \ (I), (II) व (III) वरून, (a2 + b2)2 = (a2 - b2)2 + (2ab)2

 \[(a2 + b2), (a2 - b2), (2ab)] हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे.
  हषे त्रिकुट, पा्थागोरसची वषेगवषेगळी त्रिकुटषे त्मळवण्ासाठी सूरि महणून वापर्ता ्षे्तषे.
  उदाहरणाथ्म,  a = 5 आत्ण b = 3 घषे्तल्ास, 
  a2 + b2 = 34, a2 - b2 = 16 आत्ण 2ab = 30.
  (34, 16, 30) हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे, हषे ्तुमही पड्ताळून पाहा.
  a आत्ण b साठी त्वत्वध नैसत्ग्मक संख्ा घषेऊन सरूिाच्ा आधारषे पा्थागोरसची 5 त्रिकुटषे ्त्ार  
  करा.

मागील इ्त्तषे्त आपण 30°- 60°- 90° आत्ण 45°- 45°- 90° हषे कोन असणाऱ्ा काटकोन त्रिकोणांचषे 
गुणधम्म  पात्हलषे आहषे्त. 
(I) कोनांची मापे 30°-60°-90°  असणाऱया शरिकोणाचा गुणधम्म 
 काटकोन त्रिकोणाचषे लघुकोन 30° व 60° अस्तील, ्तर 30° मापाच्ा कोनासमोरील बाजू कणा्मच्ा 

त्नममी अस्तषे व 60° मापाच्ा कोनासमोरील बाजू कणा्मच्ा 3

2
 पट अस्तषे.

  आकृ्ती 2.2 पाहा. D LMN मध्षे, Ð L = 30°, Ð N = 60°, Ð M = 90°

30°

60°90°
M

L

N
आकृती 2.2

\ 30° कोनासमोरील बाजू = MN = 1

2
 ´ LN

 60° कोनासमोरील बाजू = LM = 3

2
  ´ LN

 जर LN = 6 सषेमी ्तर MN व LM काढू.

 MN = 1

2
 ´ LN LM = 3

2
 ´ LN

  = 1

2
 ´ 6  = 3

2
  ´ 6

  = 3 सषेमी   = 3 3  सषेमी 
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(II) कोनांची मापे 45°-45°-90° असणाऱया शरिकोणाचा गुणधम्म
 काटकोन त्रिकोणाचषे लघुकोन 45° व 45° मापाचषे अस्तील ्तर काटकोन करणारी प्रत्षेक बाजू ही कणा्मच्ा  
      1

2
 पट अस्तषे .

आकृ्ती 2.3 पाहा. D XYZ मध्षे,  

 XY = 1

2
 ´ ZY 

 XZ = 1

2
 ´ ZY 

जर   ZY = 3 2  सषेमी ्तर XY आत्ण XZ काढू.

 XY = XZ = 1

2
 ´ 3 2

      \ XY = XZ = 3 सषेमी

पा्थागोरसचषे प्रमषे् इ्त्ता 7 वी मध ष्े क्षेरिफळाच्ा सहाय्ानषे अभ्ासलषे आहषे. त्ामध्षे आपण चार काटकोन 

त्रिकोण व एक चौरस ्ांच्ा क्षेरिफळांचा उप्ोग केला हो्ता. ्ाच प्रमषे्ाची त्सद्ध्ता आपण थोड्ा वषेगळ्ा 

प्रकारषेही दषेऊ शक्तो.

कृती ः

आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे दोन एकरूप काटकोन त्रिकोण घ्ा. त्ांच्ा कणाांच्ा लांबीएवढ्ा दोन भुजा 

असलषेला एक समद ्त्वभुज काटकोन त्रिकोण घ्ा. हषे ्तीन काटकोन त्रिकोण जोडून समलंब चौकोन ्त्ार करा.

समलंब चौकोनाचषे क्षेरिफळ = 1

2
 ´ (समां्तर बाजूंच्ा लांबीची बषेरीज) ´ उंची ; ्ा सूरिाचा उप्ोग करून 

त्ाचषे क्षेरिफळ त््तनही त्रिकोणांच्ा क्षेरिफळांच्ा बषेरजषेबरोबर त्लहून पा्थागोरसचषे प्रमषे् त्सद्ध करा.

आकृती 2.4

x

y

y

x

z

z

आकृती 2.3

45°

45°

Z

X Y
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शसद्धता ः D ADB आत्ण  D ABC मध्षे 
  Ð DAB @ Ð BAC ...(सामाईक कोन)
  Ð ADB @ Ð ABC ...(90° कोन)
  D ADB ~ D ABC ...(को को कसोटी)...(I)

्तसषेच, D BDC आत्ण  D ABC मध्षे
Ð BCD @ Ð ACB ...(सामाईक कोन)
Ð BDC @ Ð ABC ...(90° कोन) 
D BDC ~ D ABC ...(को को कसोटी)..(II)

आकृती 2.6

आकृती 2.5

A

B

D

C

´

´

R

P Q

S

जाणून घेऊया.

आ्ता आपण पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाची त्सद ्ध्ता समरूप त्रिकोणांच्ा आधारषे दषेणार आहो्त.
ही त्सद्ध्ता दषेण्ासाठी आवश्क असणारषे काटकोन त्रिकोणाचषे समरूप्तषेसंबंधीचषे गुणधम्म अभ्ासू.

समरूपता  आशण  काटकोन शरिकोण (Similarity and right angled triangle)

प्रमेय  ः काटकोन शरिकोणात कणा्मवर टाकलेलया शिरोलंबामुळे जे शरिकोण तयार होतात ते मूळ काटकोन  
  शरिकोणािी व परसपरांिी समरूप असतात.
पक्  ः D ABC मध्षे Ð ABC = 90°,
  रषेख BD ^ रषेख AC,   A-D-C 
साधय  ः D ADB ~ D ABC
  D BDC ~ D ABC
  D ADB ~ D BDC

  \ D ADB ~ D BDC त्वधान (I) व (II) वरून ...(III)
  \ D ADB ~ D BDC ~ D ABC त्वधान (I), (II) व (III)  वरून..... सकं्रामक्ता

भशूमतीमधयाचे प्रमेय (Theorem of geometric mean) 

  काटकोन शरिकोणात, कणा्मवर काढलेला शिरोलंब, तया शिरोलंबामुळे होणाऱया कणा्मचया दोन भागांचा 
भशूमतीमधय असतो. 

शसद्धता ः काटकोन त्रिकोण PQR मध ष्े रषेख QS ^ कण्म PR
  D QSR ~ D PSQ .......... (काटकोन त्रिकोणांची समरूप्ता)

                        \ 
QS

PS
=

SR

SQ
 

                        \ QS

PS
=

SR

QS

   QS2 = PS ´ SR
  \ त्शरोलंब QS हा रषेख PS आत्ण  रषेख SR ्ांचा ‘भतू्म्तीमध्’ आहषे.
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आकृती 2.7

A

B C

D

आकृती 2.9आकृती 2.8

A

B C

P

Q R

पायरागोरसचे प्रमेय (Theorem of Pythagoras)

काटकोन शरिकोणात कणा्मचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असतो.
पक् ः D ABC मध्षे, ÐABC = 90°
साधय ः AC2 = AB2 + BC2

रचना ः त्बंदू B मधून बाजू AC वर रषेख BD
  लंब काढला. A-D-C
शसद्धता ः काटकोन D ABC मध्षे रषेख BD ^ कण्म AC ..... (रचना)
  \ D ABC ~ D ADB ~ D BDC ..... (काटकोन त्रिकोणाची समरूप्ता)
  D ABC ~ D ADB    ्तसषेच, D  ABC ~ D BDC

  \ AB
AD

 = BC
DB

 = AC
AB

 - संग्तभुजा     \ AB
BD

 = BC

DC
 = AC
BC

 - संग्तभुजा

  \ AB
AD

 = AC
AB

            \   BC

DC
 = AC
BC

  AB2 = AD ´ AC .......... (I)    BC2 = DC ´ AC .......... (II)
  (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून
       AB2 + BC2 =  AD ´ AC + DC ´ AC
     = AC (AD + DC)
     = AC ´ AC .......... (A-D-C)
  \ AB2 + BC2 =  AC2

  \ AC2 = AB2 + BC2

पायरागोरसचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of Pythagoras’ theorem)

एखाद्ा शरिकोणातील एका बाजूचा वग्म हा इतर दोन बाजूंचया वगाांचया बेरजेइतका असेल, तर तो शरिकोण 
काटकोन शरिकोण असतो.
पक् ः D ABC मध्षे, AC2 = AB2 + BC2

साधय ः Ð ABC = 90°
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रचना ः D PQR असा काढा की, AB = PQ, BC = QR , Ð PQR = 90°.   
शसद्धता ः D PQR मध्षे,  Ð Q = 90°
  PR2 = PQ2 + QR2 .......... (पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ावरून)
     = AB2 + BC2 .......... (रचना) 
     = AC2  .......... (पक्) 
  \ PR2 = AC2, 
  \ PR  = AC  
  \ D ABC @ D PQR .......... (बाबाबा कसोटी)
  \ Ð ABC = Ð PQR = 90°
  

हे लक्ात ठेवूया.

(1) (a) समरूप्ता आत्ण काटकोन त्रिकोण 

D PQR मध ष्े Ð Q = 90° , रषेख QS ^ रषेख PR  
्षेथषे D PQR ~ D PSQ ~ D QSR अशा री्तीनषे 
आकृ्तीमध्षे ्त्ार होणारषे सव्म काटकोन त्रिकोण 
परसपरांशी समरूप अस्ता्त.

आकृती 2.10

 (b) भूत्म्तीमध्ाचषे प्रमषे् ः
  वरील आकृ्ती्त D PSQ ~ D QSR

   \ QS2 = PS ´ SR 
  \ रषेख QS हा रषेख PS व रषेख SR ्ा रषेषाखंडाचा भतू्म्तीमध् आहषे.

(2) पा्थागोरसचषे प्रमषे् ः 
 काटकोन त्रिकोणा्त कणा्मचा वग्म हा इ्तर दोन बाजूंच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तका अस्तो.

(3) पा्थागोरसच्ा  प्रमषे्ाचा  व्त्ास ः
 एखाद्ा त्रिकोणा्तील एका बाजूचा वग्म हा त्ा त्रिकोणाच्ा उरलषेल्ा दोन बाजूंच्ा वगाांच्ा  
 बषेरजषेइ्तका असषेल ्तर ्तो त्रिकोण काटकोन त्रिकोण अस्तो. 
 ्ात्शवा् आणखी एक गुणधम्म खूप उप्ोगी आहषे. ्तोही लक्ा्त ठषेवू्ा.
(4)  काटकोन त्रिकोणा्त एक बाजू कणा्मच्ा त्नममी असषेल ्तर त्ा बाजूच्ा समोरील कोन 30° अस्तो.
 हा गुणधम्म 30°-60°-90° प्रमषे्ाचा व्त्ास आहषे.

Q R

P

S
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  आकृ्ती 2.11 पाहा. D ABC मध्षे Ð B= 90°, Ð A= 30°, AC=14 ्तर AB व BC काढा. 
उकल ः       D ABC मध्षे,

ÐB = 90°, ÐA = 30°, \ ÐC = 60° 
30°- 60°- 90° च्ा प्रमषे्ानुसार,

BC = 1

2
 ´ AC  AB = 3

2
 ´ AC

BC = 1

2
 ´ 14  AB = 3

2
 ´ 14

BC = 7    AB = 7 3

आकृती 2.11

उदा. (2) आकृ्ती 2.12 पाहा. D ABC मध्षे रषेख AD ^ रषेख BC, Ð C = 45°, BD = 5 आत्ण 
  AC = 8 2 , ्तर AD आत्ण BC काढा.
उकल ः        D ADC मध्षे, 

उदा. (3)  आकृ्ती 2.13 मध्षे Ð PQR = 90°, रषेख QN ^ रषेख PR, PN = 9, NR = 16 ्तर QN काढा.
उकल ः D PQR मध ष्े, रषेख QN ^ रषेख PR
  \ QN2 = PN ́  NR .... (भूत्म्तीमध्ाचषे प्रमषे्)
  \  QN = PN NR´
     = 9 16´

     = 3 ´ 4
     = 12
 आकृती 2.13

A

B C

14

60°

30°

P 9

16

N

RQ

Ð ADC = 90°, Ð C = 45°, \ Ð DAC = 45°

AD = DC = 1

2
 ́  8 2  ... (45°-45°-90° च्ा प्रमषे्ानुसार)

\ DC = 8 \  AD = 8

BC = BD + DC

      = 5 + 8

      = 13आकृती 2.12

CB

A

D

8
2

5
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उदा. (4)  आकृ्ती 2.14 पाहा. D PQR मध्षे Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR ्तर x, y, z च्ा त्कम्ती 
काढा.

उकल ः D PQR मध्षे, Ð PQR = 90°, रषेख QS ^ रषेख PR

       QS = PS SR´  .......... (भतू्म्तीमध्ाचषे प्रमषे्)

   = 10 8´

   = 5 2 8´ ´

   = 5 16´

   = 4 5

   \   x = 4 5 आकृती 2.14
RQ y

z

x
S

8

10

P

  ्ावरून,  x = 4 5 ,   y = 12, z = 6 5

उदा. (5)  काटकोन त्रिकोणा्त काटकोन करणाऱ्ा बाजू 9 सषेमी व 12 सषेमी आहषे्त ्तर त्ा त्रिकोणाचा कण्म  काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, Ð Q = 90°

  D QSR मध्षे, Ð QSR = 90°
  \ QR2 = QS2 + SR2  

   = 4 5
2( )  + 82

   = 16 ´ 5 + 64
   = 80 + 64
    = 144
  \ QR = 12

  D PSQ मध्षे, Ð QSP = 90°
           \ PQ2  = QS2 + PS2  

   = 4 5
2( )  + 102

   = 16 ´ 5 + 100
   = 80 + 100
   = 180
    = 36 ´ 5
 \ PQ = 6 5

      PR2 = PQ2 + QR2 (पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार)
      = 92 + 122

      = 81 + 144
\ PR2 = 225
\ PR  = 15
त्रिकोणाचा कण्म = 15 सषेमी

आकृती 2.15

P

Q R
12

9
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उदा. (6)  D LMN मध्षे l = 5, m = 13, n = 12 ्तर D LMN हा काटकोन त्रिकोण आहषे त्कंवा नाही ्तषे 
ठरवा. (l, m, n, ्ा अनुक्रमषे Ð L, Ð M आत्ण Ð N ्ांच्ा समोरील बाजू आहषे्त.)

उकल ः l = 5,  m = 13,  n = 12
  l2= 25,  m2 = 169,  n2 = 144
  \ m2 = l2 + n2

  \ पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाच्ा व्त्ासानुसार D LMN हा काटकोन त्रिकोण आहषे.

उदा. (7)  आकृ्ती 2.16 पाहा. D ABC मध्षे, रषेख AD ^ रषेख BC, ्तर त्सद्ध करा ः  
  AB2 + CD2 = BD2 + AC2

उकल ः पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार D ADC मध्षे,
     AC2 = AD2 + CD2 
  \  AD2 = AC2 - CD2 ... (I)
   D ADB मध्षे,
     AB2 = AD2 + BD2 
  \ AD2 = AB2 - BD2 ... (II)
  \  AB2 - BD2  = AC2 - CD2 .......... [(I) आत्ण (II) वरून]
   \  AB2 + CD2 = AC2 + BD2

सरावसंच 2.1

1. खालील त्रिकुटांपैकी पा्थागोरसची त्रिकुटषे कोण्ती आहषे्त हषे सकारण त्लहा.
         (1) (3, 5, 4) (2) (4, 9, 12)  (3) (5, 12, 13)
 (4) (24, 70, 74) (5) (10, 24, 27) (6) (11, 60, 61)

आकृती 2.17

आकृती 2.18

2. आकृ्ती 2.17 मध्षे Ð MNP = 90°, 
 रषेख NQ ^ रषेख MP, MQ = 9, 
 QP = 4 ्तर NQ काढा.

P

Q M R

10

8

M

N P

Q

3. आकृ्ती 2.18 मध ष्े Ð QPR = 90°,
 रषेख PM ^ रषेख QR आत्ण Q-M-R, 
 PM = 10, QM = 8 ्ावरून QR काढा.

आकृती 2.16

C

AB

D
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आकृती 2.19

4. आकृ्ती 2.19 मधील D PSR मध्षे त्दलषेल्ा  
 मात्ह्तीवरून RP आत्ण PS काढा.

5. आकृ्ती 2.20 मध्षे त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून AB  
 आत्ण BC काढण्ासाठी खालील क्ृती पूण्म  
 करा.

AB = BC ..........

\   Ð BAC = 

\ AB = BC =  ´ AC

  =  ´ 8

  =  ´ 2 2

  = 

S

R

P

6

30°

7. आकृ्ती 2.21 मध ष्े Ð DFE = 90°, 
 रषेख FG ̂  रषेख ED. जर GD = 8, FG = 12,  
 ्तर (1) EG  (2) FD आत्ण (3) EF काढा.

D

FE

G 8

12

P

R M Q

आकृती 2.21

आकृती 2.22

6. एका चौरसाचा कण्म 10 सषेमी आहषे ्तर त्ाच्ा बाजूची लांबी व पररत्म्ती काढा.

8. एका आ््ताची लांबी 35 सषेमी व रुदंी 12 सषेमी आहषे ्तर त्ा आ््ताच्ा कणा्मची लांबी काढा.

9«. आकृ्ती 2.22 मध्षे M हा बाजू QR चा मध्त्बंदू  
 आहषे. Ð PRQ = 90° असषेल ्तर त्सद्ध करा,
 PQ2 = 4PM2 - 3PR2

10«. रसत्ाच्ा दु्तफा्म असलषेल्ा इमार्तीच्ा त्भं्ती एकमषेकींना समा्ंतर आहषे्त. 5.8 मी लांबीच्ा त्शडीचषे एक  
 टोक रसत्ावर ठषेवलषे अस्ता त््तचषे वरचषे टोक पत्हल्ा इमार्तीच्ा 4 मीटर उंच असलषेल्ा खखडकीप्ां्त  
 टषेक्तषे. त्ाच त्ठकाणी त्शडी ठषेवून रसत्ाच्ा दुसऱ्ा बाजूस वळत्वल्ास त््तचषे वरचषे टोक दुसऱ्ा इमार्तीच्ा  
 4.2 मीटर उंच असलषेल्ा खखडकीप्ां्त ्षे्तषे, ्तर रसत्ाची रुंदी काढा.

आकृती 2.20

A

CB

8
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D ADB मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार
c2 = (a-x)2 +  
c2 = a2 - 2ax + x2 +  .......... (I)
D ADC मध ष्े, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार
b2 = p2 +  

p2 = b2 -  .......... (II)आकृती 2.23
D

A

CxB

p

a - x

bc

  (II) मधील p2 ची त्कंम्त, (I) मध ष्े ठषेवून,
   c2 = a2 - 2ax + x2 + b2 - x2

  \ c2 = a2 + b2 - 2ax
  \ AB2 = BC2+ AC2 - 2BC ´ DC

उदा.(2)   D ABC मध्षे, Ð ACB  हा त्वशालकोन आहषे, रषेख AD ^ रषेख BC, ्तर त्सद्ध करा ः

  AB2 = BC2 + AC2 + 2BC ´ CD

  समजा AD = p, AC = b, AB = c, 

  BC = a, DC = x मानू.

  DB = a + x  

  D ADB मध्षे, पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानुसार,

    c2 = (a + x)2 + p2 

    c2 = a2 + 2ax + x2 + p2  .......... (I)
आकृती 2.24

A

B

c
b

x a

p

D C

जाणून घेऊया.

पायरागोरसचया प्रमेयाचे उपयोजन

पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ामध्षे काटकोन त्रिकोणाचा कण्म आत्ण काटकोन करणाऱ्ा बाजू ्ांचा परसपर संबंध 
महणजषेच काटकोनासमोरील बाजू आत्ण इ्तर दोन बाजूंमधील संबंध सांत्ग्तला आहषे.

त्रिकोणा्तील लघुकोनासमोरील बाजूचा इ्तर दोन बाजूंशी असलषेला संबंध ्तसषेच त्वशालकोनासमोरील बाजूंचा 
इ्तर दोन बाजूंशी असलषेला संबंध पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानषे ठरत्व्ता ्षे्तो.हषे संबंध खालील उदाहरणां्तून समजनू घ्ा.

उदा.(1)  D ABC मध्षे, Ð C  हा लघुकोन आहषे, रषेख AD ^ रषेख BC ्तर त्सद्ध करा ः
  AB2 = BC2 + AC2 - 2BC ´ DC 
  त्दलषेल्ा आकृ्तीमध्षे, AB = c,   AC = b,   AD = p,   BC = a,   DC = x मानू. 
  \ BD = a - x

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



41

पक् ः D ABC मध्षे M हा बाजू BC चा  
  मध्त्बंदू आहषे.
साधय ः AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

रचना ः रषेख AD ^ रषेख BC काढला.
आकृती 2.25

A

B CM D

शसद् धता ः जर रषेख AM हा रषेख BC ला लंब नसषेल, ्तर Ð AMB आत्ण Ð AMC ्ांपैकी एक त्वशालकोन  
  आत्ण दुसरा लघुकोन अस्तो.
  आकृ्तीमध्षे Ð AMB त्वशालकोन आत्ण Ð AMC हा लघुकोन आहषे.
  वरील उदाहरण (1) व उदाहरण (2) वरून,
  AB2 = AM2 + MB2 + 2BM ´ MD ..... (I)
  आत्ण AC2 = AM2 + MC2 - 2MC ´ MD
  \ AC2 = AM2 + MB2 - 2BM ´ MD ( BM = MC) ..........(II)
  \ (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून,
  AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2

  जर रषेख AM ^ बाजू BC ्तर ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता ्तुमही त्लहा.
  ्ा उदाहरणावरून त्रिकोणाच्ा बाजू आत्ण मध्गा ्ांचा परसपरसंबंध समज्तो.
                ्ालाच ‘अपोलोत्न्सचषे प्रमषे्’ महण्ता्त. 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा.(1)  D PQR मध्षे, रषेख PM ही मध्गा आहषे. PM = 9 आत्ण PQ2 + PR2 = 290, ्तर QR काढा.
उकल ः D PQR मध्षे, रषेख PM ही मध्गा आहषे.
  M हा रषेख QR चा मध्त्बंदू आहषे.

  ्तसषेच D ADC मध्षे,
    b2 = x2 + p2   
   \ p2 = b2 - x2   .......... (II)
  \ (I) मध्षे (II) मधील p2 ची त्कंम्त घालून,
    c2 = a2 + 2ax + x2 + b2 - x2

        = a2 + 2ax + b2

  \ AB2 = BC2+ AC2 + 2BC ´ CD

अपोलोशनयसचे प्रमेय (Appollonius’ Theorem)

 D ABC मधय,े शबंदू M हा बाजू BC चा मधयशबंदू असेल, तर AB2 + AC2 = 2AM2 + 2BM2
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P

Q

9

RM

आकृती 2.26

आकृती 2.27

 QM = MR = 1

2
QR

PQ2 + PR2 = 2PM2 + 2QM2 (अपोलोत्न्सच्ा प्रमषे्ानुसार)
 290 = 2 ´ 92 + 2QM2

 290 = 2 ´ 81 + 2QM2

 290 = 162 + 2QM2

      2QM2 = 290 - 162
      2QM2 = 128
        QM2 = 64
 QM = 8
\ QR = 2 ´ QM
   = 2 ´ 8
   = 16

उदा.(2)  समभुज चौकोनाच्ा बाजूंच्ा वगाांची बषेरीज त्ाच्ा कणाांच्ा वगाांच्ा बषेरजषेइ्तकी अस्तषे, हषे त्सद्ध  
  करा.

पक् ः c PQRS हा समभुज चौकोन असून कण्म PR  
  आत्ण SQ एकमषेकांना T ्ा त्बंदू्त छषेद्ता्त.
साधय ः PS2 + SR2 + QR2 + PQ2 = PR2 + QS2 

P

Q

T

R

S

शसद्धता ः समभुज चौकोनाचषे कण्म परसपरांना दुभाग्ता्त.
  \ अपोलोत्न्सच्ा प्रमषे्ानुसार,
  PQ2 + PS2 = 2PT2 + 2QT2 .......... (I) 
  QR2 + SR2 = 2RT2 + 2QT2 .......... (II)
  \ (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून,
   PQ2 + PS2 + QR2 + SR2 = 2(PT2 + RT2) + 4QT2

  \PS2 + SR2 + QR2 + PQ2  = 2(PT2 + PT2) + 4QT2 .......... (RT = PT)
   = 4PT2 + 4QT2

   = (2PT)2 + (2QT)2

   = PR2 + QS2

  (हषे उदाहरण पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ाचा उप्ोग करूनही सोडत्व्ता ्षेईल.)
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सरावसंच 2.2

1. D PQR मध्षे, त्बंदू S हा बाजू QR चा मध्त्बंदू आहषे, जर PQ = 11, PR = 17, PS = 13 असषेल ्तर  
 QR ची लांबी काढा.
2. D ABC मध्षे, AB = 10, AC = 7, BC = 9 ्तर त्बंदू C मधून बाजू AB वर काढलषेल्ा  
 मध्गषेची लांबी त्क्ती?

3. आकृ्ती 2.28 मध्षे रषेख PS ही D PQR ची  
 मध्गा आहषे आत्ण PT ^ QR ्तर त्सद्ध करा,

 (1) PR2 = PS2 + QR ´ ST + QR
2

2








 
 (2) PQ2 = PS2 - QR ´ ST + QR

2

2








4. आकृ्ती 2.29 मध ष्े, D ABC च्ा 
 बाजू BC चा त्बंदू M हा मध्त्बंदू आहषे.
 जर AB2 + AC2 = 290 सषेमी,
 AM = 8 सषेमी, ्तर BC काढा.

5«. आकृ्ती 2.30 मध ष्े दाखत्वल्ानुसार T हा त्बंदू  
 आ््त PQRS च्ा अं्तभा्मगा्त आहषे, ्तर त्सद्ध  
 करा,  TS2 + TQ2 = TP2 + TR2

P

Q T RS

आकृती 2.28
A

B CM
आकृती 2.29

P Q

A B
T

RS
आकृती 2.30

संकीण्म प्रशनसंग्रह 2

1. खालील बहुप्ा्म्ी प्रशनांच्ा त्दलषेल्ा उत्तरांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.
 (1) खालीलपैकी कोण्तषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे ?
  (A) (1, 5, 10)        (B) (3, 4, 5)         (C) (2, 2, 2)          (D) (5, 5, 2)
 (2) काटकोन त्रिकोणा्त काटकोन करणाऱ्ा बाजूंच्ा वगाांची बषेरीज 169 असषेल, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी  
  त्क्ती?
  (A) 15  (B) 13  (C) 5  (D) 12

(आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे A-T-B असा रषेख 
AB || बाजू SR काढा.)
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 (3) खालीलपैकी कोणत्ा ्तारखषे्तील संख्ा हषे पा्थागोरसचषे त्रिकुट आहषे?
  (A) 15/08/17  (B) 16/08/16 (C) 3/5/17 (D) 4/9/15 
 (4) बाजूंच्ा लांबी a, b, c असलषेल्ा त्रिकोणामध्षे जर a2 + b2 = c2 असषेल ्तर ्तो कोणत्ा  
  प्रकारचा त्रिकोण असषेल?
  (A) त्वशालकोन त्रिकोण     (B) लघुकोन त्रिकोण    (C) काटकोन त्रिकोण     (D)समभुज त्रिकोण
 (5) एका चौरसाचा कण्म 10 2  सषेमी असल्ास त्ाची पररत्म्ती ............... असषेल.
  (A) 10 सषेमी  (B) 40 2  सषेमी  (C) 20 सषेमी (D) 40 सषेमी
 (6) एका काटकोन त्रिकोणा्त कणा्मवरील त्शरोलंबामुळषे कणा्मचषे 4 सषेमी व 9 सषेमी लांबीचषे दोन भाग     
  हो्ता्त, ्तर त्ा त्शरोलंबाची लांबी त्क्ती? 
  (A) 9 सषेमी (B) 4 सषेमी  (C) 6 सषेमी  (D) 2 6  सषेमी
 (7) काटकोन त्रिकोणामध्षे काटकोन करणाऱ्ा बाजू 24 सषेमी व 18 सषेमी अस्तील ्तर त्ाच्ा कणा्मची  
  लांबी ............... असषेल.
  (A) 24 सषेमी  (B) 30 सषेमी  (C) 15 सषेमी  (D) 18 सषेमी
 (8) D ABC मध्षे, AB = 6 3  सषेमी, AC = 12 सषेमी आत्ण BC = 6 सषेमी ्तर Ð A चषे माप  
  त्क्ती?
  (A) 30°  (B) 60° (C) 90° (D) 45°
2. खालील उदाहरणषे सोडवा. 

 (1) एका समभुज त्रिकोणाची बाजू 2a आहषे, ्तर त्ाची उंची काढा. 

 (2) 7 सषेमी, 24 सषेमी, 25 सषेमी बाजू असलषेला त्रिकोण काटकोन त्रिकोण होईल का? सकारण त्लहा.

 (3) आ््ताच्ा बाजू 11 सषेमी व 60 सषेमी अस्तील, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी काढा.

 (4) एका काटकोन त्रिकोणामध्षे काटकोन करणाऱ्ा बाजू 9 सषेमी व 12 सषेमी आहषे्त, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा  
  कणा्मची लांबी काढा.

 (5) समखविभुज काटकोन त्रिकोणाची बाजू x आहषे, ्तर त्ाच्ा कणा्मची लांबी काढा.

 (6) D PQR मध्षे; PQ = 8 , QR = 5 , PR = 3 ; ्तर D PQR हा काटकोन त्रिकोण आहषे  
  का? असल्ास त्ाचा कोण्ता कोन काटकोन आहषे?

3. D RST मध्षे, Ð S = 90°, Ð T = 30°, RT = 12 सषेमी ्तर RS व ST काढा.

4. आ््ताचषे क्षेरिफळ 192 चौसषेमी असून त्ाची लांबी 16 सषेमी आहषे, ्तर आ््ताच्ा कणा्मची लांबी काढा.

5«. एका समभुज त्रिकोणाची उंची 3  सषेमी आहषे, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा बाजूची लांबी व पररत्म्ती काढा.

6. D ABC मध ष्े रषेख AP ही मध्गा आहषे. जर BC = 18, AB2 + AC2 = 260 ्तर AP काढा.
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7«. D ABC हया समभुज करिकोर आहये. पया्या BC वर P कबंदू असया आहये की PC = 1

3
 BC, जर AB = 6 सयेमी  

 तर AP कयाढया.

8. आकृती 2.31 मध्ये, M-Q-R-N. कदलयेल्या  
 मयाकहतीवरून कसद्ध करयाः 
 PM = PN = 3  ´ a

9. कसद्ध करयाः समयांतरभुज चौकोनयाच्या करयाांच्या वगयाांची बयेरीज ही त्या चौकोनयाच्या बयाजूंच्या वगयाांच्या  
 बयेरजयेबरोबर असतये.

10. प्ररयाली आकर प्रसयाद एकयाच कठकयारयावरून पूव्ण आकर उततर कदियेलया सयारख्या वयेगयानये कनघयालये.दोन तयासयांनंतर  
 त्यांच्यामधील अंतर 15 2  ककमी असयेल तर त्यांचया तयािी वयेग कयाढया.

11«.  D ABC मध्ये Ð BAC = 90°, 
 रयेख BL व रयेख CM ्या D ABC च्या  
  मध्गया आहयेत, तर कसद्ध करया ः 
 4(BL2 + CM2) = 5 BC2

12. एकया समयांतरभुज चौकोनयाच्या लगतच्या दोन बयाजूंच्या वगयाांची बयेरीज 130 सयेमी असून त्याच्या एकया करया्णची  
 लयांबी 14 सयेमी आहये तर त्याच्या दुसऱ्या करया्णची लयंाबी ककती ?

13. D ABC मध्ये रयेख AD ^ रयेख BC आकर 
 DB = 3CD,  तर कसद्ध करया ः
 2AB2 = 2AC2 + BC2    

आकृती 2.32

A

B

C

M

L

आकृती 2.33

A

BC D

14«.  समद्विभुज करिकोरयामध्ये एकरूप बयाजूंची लयांबी 13 सयेमी असून त्याचया पया्या 10 सयेमी आहये, तर त्या  
  करिकोरयाच्या मध्गयासंपयातयापयासून पया्याच्या समोरील किरोकबंदूप्ांतचये अंतर कयाढया.

आकृती 2.31

P

Q
M Naa

a
RS

a a
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15. समलंब चौकोन ABCD मध्षे,
रषेख AB || रषेख DC
रषेख BD ^ रषेख AD,
रषेख AC ^ रषेख BC,
जर AD = 15,  BC = 15 आत्ण AB = 25
असषेल ्तर A(c  ABCD) त्क्ती?

P

Q
60° 60°

T RS

आकृती 2.34

15 15

A B

CD

25

17«.  रषेख PM ही D PQR ची मध्गा आहषे. जर PQ = 40, PR = 42 आत्ण PM = 29, ्तर QR काढा.

18. रषेख AM ही D ABC ची मध्गा आहषे. जर AB = 22, AC = 34, BC = 24, ्तर बाजू AM ची
लांबी काढा.

ICT Tools or Links

इंटरनषेटवरून ‘Story on the life of Pythagoras’ ची मात्ह्ती त्मळवा. Slide show ्त्ार करा.

rrr

16«.  आकृ्तीमध्षे D PQR हा समभुज त्रिकोण असून  
 त्बंदू S हा रषेख QR वर अशा प्रकारषे आहषे की,

QS = 1

3
 QR ्तर त्सद्ध करा;9 PS2 = 7 PQ2

आकृती 2.35
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चला, शिकूया.

•  एका, दोन, ्तीन त्बंदूं्तून जाणारी व्तु्मळषे •  वृत्तछषेत्दका व सपत्श्मका
• सपश्मव्तु्मळषे • व्तु्मळकंस
• अं्तत्ल्मखख्त कोन व अं्तखांत्ड्त कंस • चक्री् चौकोन
• सपत्श्मका छषेत्दका कोनाचषे प्रमषे् • जीवांच्ा छषेदनांचषे प्रमषे्

जरा आठवूया.

व्तु्मळ ्ा आकृ्तीसंबंधीच्ा केंद्र, त्रिज्ा, व्ास, जीवा, अं्तभा्मग, बाह्यभाग ्ा संजांचा चांगला पररच् 
्तुमहाला झाला आहषे. एकरूप व्तु्मळषे, समकेंद्री व्तु्मळषे व छषेदणारी व्तु्मळषे ्ा सजंा आठवा.

 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी उप्ोगी पडणारी प्रमषे्षे आत्ण गुणधम्म आठवून त्लहा.
(1)  व्तु्मळकेंद्रा्तून जीवषेवर काढलषेला लंब  
(2) 
(3) 
 हषे गुणधम्म वापरून प्रशन सोडवा.

C

D EF

आकृती 3.1

कृती I ः  सोब्तच्ा आकृ्ती्त केंद्र C असलषेल्ा 
  व्तु्मळाची रषेख DE ही जीवा आहषे. 
  रषेख CF ^ जीवा DE. जर व्तु्मळाचा  
  व्ास 20 सषेमी  आत्ण DE = 16 सषेमी 
  असषेल, ्तर CF = त्क्ती ?

इ्त्ता नववी्त अभ्ासलषेलषे जीवांचषे गुणधम्म पुढील कृ्तींच्ा सहाय्ानषे आठवा.

एकरूप व्तु्मळषे समकेंद्री व्तु्मळषे छषेदणारी व्तु्मळषे

3 वतु्मळ
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कृती II ः  सोब्तच्ा आकृ्ती्त केंद्र O असलषेल्ा  
  व्तु्मळाची रषेख QR ही जीवा आहषे. त्बंदू P हा  
  जीवा QR चा मध्त्बंदू आहषे. जर  
  QR = 24, OP = 10 ्तर व्तु्मळाची  
  त्रिज्ा काढा.

 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी उप्ोगी पडणारी प्रमषे्षे त्लहा.
(1)  
(2) 
 ्ा प्रमषे्ांचा उप्ोग करून उदाहरण सोडवा.

कृती III ः आकृ्ती्त व्तु्मळकेंद्र M आत्ण 
  रषेख AB हा व्ास आहषे.
  रषेख MS ^ जीवा AD
  रषेख MT ^ जीवा AC
  ÐDAB @ ÐCAB.
  ्तर त्सद् ध करा; जीवा AD @ जीवा AC.
 हा प्रशन सोडत्वण्ासाठी खालीलपैकी कोण्तषे प्रमषे् वापराल ?
(1)  व्तु्मळाच्ा दोन जीवा व्तु्मळकेंद्रापासून समदूर अस्तील, ्तर त्ा समान लांबीच्ा अस्ता्त.
(2) एकाच व्तु्मळाच्ा एकरूप जीवा व्तु्मळकेंद्रापासून समदूर अस्ता्त.
 ्ात्शवा् त्रिकोणांच्ा एकरूप्तषेची खालीलपैकी कोण्ती कसोटी उप्ोगी पडषेल ?
 (1) बाकोबा, (2) कोबाको, (3) बाबाबा, (4) कोकोबा, (5) कण्मभुजा.
 ्ोग् ्ती कसोटी आत्ण प्रमषे् वापरून त्सद् ध्ता त्लहा.

जाणून घेऊया.

एका, दोन, तीन शबंदूंतून जाणारी वतु्मळे

सोब्तच्ा आकृ्ती्त, एका प्र्तला्त त्बंदू A 
दाखत्वला आहषे. केंद्रत्बंदू  P, Q, R असणारी ्तीनही 
व्तु्मळषे A ्ा त्बंदू्तून जा्ता्त. त्बंदू A मधून जाणारी 
आणखी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील असषे ्तुमहाला वाट्तषे ?

्तुमचषे उत्तर ‘त्क्तीही’ त्कंवा ‘असंख्’ असषे 
असषेल, ्तर ्तषे बरोबर आहषे.

एकाच त्बंदू्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.

आकृती 3.2

आकृती 3.3

आकृती 3.4

PQ R

O

A

T

D

B

C

S
M

P

A

Q

R
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सोब्तच्ा आक्ृती्तील A आत्ण B ्ा दोन त्भन्न त्बंदूं्तून 
जाणारी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील? 

A, B, C ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारी त्क्ती व्तु्मळषे अस्तील?
पुढषे त्दलषेल्ा कृ्तीं्तून काही उत्तर त्मळ्तषे का पाहा.

कृती I ः  त्बंदू A आत्ण त्बंदू B ्ांना जोडणारा  
  रषेख AB काढा. ्ा रषेषाखंडाची  
  लंबदुभाजक रषेषा l काढा. रषेषा l वरील 
   त्बंदू P  हषे केंद्र आत्ण PA त्रिज्ा घषेऊन 
  व्तु्मळ काढा.  हषे व्तु्मळ त्बंदू B मधूनही  
  जा्तषे, हषे पाहा. ्ाचषे कारण शोधा.  
  (लंबदुभाजक रषेषषेचा गुणधम्म आठवा.)

  रषेषा l चा Q हा आणखी एक त्बंदू घषेऊन, केंद्र Q आत्ण त्रिज्ा QA घषेऊन काढलषेलषे व्तु्मळही त्बंदू B  
  मधून जाईल का ? त्वचार करा. 
  त्बंदू A आत्ण त्बंदू B मधून जाणारी आणखी त्क्ती व्तु्मळषे काढ्ता ्षे्तील ? त्ांच्ा केंद्रत्बंदूंची सथानषे  
  कोठषे अस्तील ?
कृती II ः  नैकरषेषी् त्बंदू A, B, C काढा. ्ा त््तनही  
  त्बंदूं्तून जाणारषे व्तु्मळ काढण्ासाठी का्  
  करावषे लागषेल ? ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारषे  
  व्तु्मळ काढा.
  ्ाच ्तीन त्बंदूं्तून जाणारषे आणखी एक  
  व्तु्मळ काढ्ता ्षेईल का ? त्वचार करा.

कृती III ः एकरषेषी् असलषेलषे D, E, F हषे त्बंदू काढा. ्ा त््तनही त्बंदूं्तून जाणारषे व्तु्मळ काढण्ाचा प्र्तन करा.
  असषे व्तु्मळ काढ्ता ्षे्त नसषेल, ्तर ्तषे का काढ्ता ्षे्त नाही ्ाचा त्वचार करा.

हे लक्ात ठेवूया.

(1) एका त्बंदू्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.
(2) दोन त्भन्न त्बंदूं्तून जाणारी असंख् व्तु्मळषे अस्ता्त.
(3) ्तीन नैकरषेषी् त्बंदूं्तून जाणारषे एक आत्ण एकच व्तु्मळ अस्तषे.
(4) ्तीन एकरषेषी् त्बंदू्ंतून जाणारषे एकही व्तु्मळ नस्तषे.

आकृती 3.5

आकृती 3.6

आकृती 3.7

A

B

C

A B

C

P
Q

A B

l
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केंद्र O असलषेलषे एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. त्ा 
व्तु्मळाची रषेख OP ही एक त्रिज्ा काढा. ्ा त्रिज्षेला 
लंब असणारी एक रषेषा काढा. ही रषेषा आत्ण व्तु्मळ 
्ांच्ा छषेदनत्बंदूंना A व B नावषे द्ा. कलपना करा, 
की रषेषा AB ही त्बंदू O कडून त्बंदू P कडषे अशी सरक्त 
आहषे की त््तची आधीची खसथ्ती नव्ा खसथ्तीला समां्तर 
राहील; महणजषेच सरकलषेली रषेषा AB  आत्ण त्रिज्ा 
्ां्तील कोन काटकोनच राहील.

हषे घड्ताना त्बंदू A आत्ण B व्तु्मळावरून परसपरांच्ा जवळ जवळ ्षेऊ लाग्तील. सर्तषे शषेवटी ्तषे त्बंदू P मध्षे 
सामावलषे जा्तील. 

्ा खसथ्ती्त रषेषा AB ची नवी खसथ्ती ही व्तु्मळाची सपत्श्मका होईल, परं्तु त्रिज्ा OP आत्ण रषेषा AB ची नवी 
खसथ्ती ्ां्तील कोन मारि काटकोनच राहील.

्ावरून लक्ा्त ्षे्तषे, की व्तु्मळाच्ा कोणत्ाही त्बंद्ूतून जाणारी सपत्श्मका ्तो त्बंदू जोडणाऱ्ा त्रिज्षेला लंब 
अस्तषे. ह्या गुणधमा्मला ‘सपत्श्मका - त्रिज्ा प्रमषे्’ महण्ता्त.

आकृ्तीमध्षे, रषेषा l व व्तु्मळ ्ांच्ामध्षे एकही सामाईक त्बंदू नाही.
रषेषा m व व्तु्मळ ्ांच्ामध्षे त्बंदू P हा एकच सामाईक त्बंदू आहषे. ्षेथषे m ही व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे व त्बंदू 

P हा सपश्मत्बंदू आहषे असषे  महण्ता्त.
रषेषा n व व्तु्मळ ्ांना दोन सामाईक त्बंदू आहषे्त. Q व R हषे रषेषा व व्तु्मळ ्ांचषे छषेदनत्बंदू आहषे्त व रषेषा n ही 

वृत्तछषेत्दका आहषे असषे महण्ता्त.

व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकेचा एक महत्वाचा गुणधम्म एका कृ्ती्तून समजून घ्ा.

कृती ः

आकृती 3.8

आकृती 3.9

A
R

B

l m n

C
P

Q

A

P

O
B

जाणून घेऊया.

वृततछेशदका आशण सपशि्मका (Secant and tangent)
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शसद् धता ः समजा, रषेषा l ही रषेख OA ला लंब नाही. 
  समजा त्बंदू O मधून l वर OB हा लंब  
  टाकला.
  साहत्जकच त्बंदू B हा त्बंदू A पषेक्ा त्भन्न  
  असला पात्हजषे. (आक्ृती 3.11 पाहा.)

  रषेषा     l      वर    त्बंदू     C   असा    घषे्ता    ् षेईल,  की A-B-C  
  आत्ण BA = BC.

  आ्ता, D OBC आत्ण D OBA ्ांमध ष्े,

  रषेख BC @ रषेख BA .......... (रचना)

सपशि्मका - शरिजया प्रमेय (Tangent theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया कोणतयाही शबंदूतून जाणारी सपशि्मका, तो शबंदू केंद्ािी जोडणाऱया शरिजयेला लंब असते. 
  हषे प्रमषे् अप्रत्क् पद् ध्तीनषे त्सद ्ध कर्ता ्षे्तषे.

अशधक माशहतीसाठी ः

पक् ः केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाला रषेषा l ही त्बंदू A मध ष्े सपश्म कर्तषे. रषेख OA ही त्रिज्ा आहषे.
साधय ः रषेषा l ^ त्रिज्ा OA.

  Ð OBC @ ÐOBA .......... (प्रत ष्ेक काटकोन)

  रषेख OB @ रषेख OB

 \ D OBC @ D OBA .......... (बाकोबा कसोटी)

 \ OC = OA
  परं्तु रषेख OA ही त्रिज्ा आहषे, महणून 

  रषेख OC ही सुद् धा त्रिज्ा होईल.

 \ त्बंदू C हा व्तु्मळावर असषेल.

  महणजषे रषेषा l ही व्तु्मळाला A आत्ण C ्ा दोन त्बंदू्ंत छषेदषेल.

  हषे त्वधान पक्ाशी त्वसंग्त आहषे. कारण रषेषा l सपत्श्मका आहषे. 

  महणजषे रषेषा l व्तु्मळाला एकाच त्बंदू्त छषेद्तषे. ........... (पक्)

 \ रषेषा l ही त्रिज्ा OA ला लंब नाही, हषे असत् आहषे.

 \ रषेषा l ^ त्रिज्ा OA.

O A

l

आकृती 3.10

आकृती 3.11

A
B
C

O

l
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जरा आठवूया.

आपण त्शकलषेल्ा कोणत्ा प्रमषे्ाचा उप्ोग करून काटकोन 
त्रिकोणा्त कण्म ही सवा्म्त मोठी बाजू अस्तषे हषे त्सद् ध कर्ता ्षेईल?

जाणून घेऊया.

सपशि्मका-शरिजया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of tangent theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया शरिजयचेया बाह्यटोकातून जाणारी आशण तया शरिजयलेा लंब असणारी रेषा तया वतु्मळाची  
  सपशि्मका असते.

पक् ः रषेख MN ही केंद्र M असलषेल्ा व्तु्मळाची  
  त्रिज्ा आहषे. त्बंदू N मधून जाणारी 
  रषेषा l ही त्रिज्ा MN ला लंब आहषे.
साधय ः रषेषा l ही त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.
शसद् धता ः रषेषा l चा P हा N खषेरीज दुसरा कोण्ताही  
  त्बंदू घषे्तला. रषेख MP काढला.

  आ्ता, D MNP मध्षे Ð N हा काटकोन आहषे.
  \ रषेख MP हा कण्म आहषे.
  \ रषेख MP > रषेख MN.
  \ त्बंदू P हा व्तु्मळावर असणषे शक् नाही.
  महणजषे रषेषा l चा N खषेरीज इ्तर कोण्ताही त्बंदू व्तु्मळावर नाही.
  \ रषेषा l ही व्तु्मळाला N ्ा एकाच त्बंदू्त छषेद्तषे.
  \ रषेषा l ही त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.

चला, चचा्म करूया.

केंद्र A असणाऱ्ा व्तु्मळावरील B हा एक त्बंदू त्दला आहषे. ्ा 
व्तु्मळाची त्बंदू B मधून जाणारी सपत्श्मका काढाव्ाची आहषे.

B ्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा असंख् रषेषा अस्ता्त. त्ांपैकी कोण्ती रषेषा 
्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका असषेल? ्ती कशी काढ्ता ्षेईल? 

त्बंदू B मधून जाणाऱ्ा एकापषेक्ा जास्त सपत्श्मका असू शक्तील का?

आकृती 3.12

आकृती 3.14

M

आकृती 3.13
N P l

A B

C

D

A

B
C
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व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील D ्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा 
त्ा व्तु्मळाच्ा सपत्श्मका असू शक्तील का? असल्ास 
अशा त्क्ती सपत्श्मका अस्तील?

चचचे्तून ्तुमच्ा लक्ा्त आलषेच असषेल, की आक्ृती्त 
दाखवल्ाप्रमाणषे व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तून त्ा व्तु्मळाला 
दोन सपत्श्मका काढ्ता ्षे्तील.

सोब्तच्ा आकृ्ती्त रषेषा DP आत्ण रषेषा DQ ्ा 
सपत्श्मका, केंद्र A असलषेल्ा व्तु्मळाला त्बंदू P आत्ण  
त्बंदू Q मध ष्े सपश्म कर्ता्त.

रषेख DP आत्ण रषेख DQ ् ांना सपत्श्मकाखंड महण्ता्त.
आकृती 3.15

उदा. (1)  त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, केंद्र D असलषेलषे व्तु्मळ 
  ÐACB च्ा बाजूंना त्बंदू A आत्ण B  
  मध्षे सपश्म कर्तषे. जर ÐACB = 52°,  
  ्तर ÐADB चषे माप काढा.
उकल ः चौकोनाच्ा चारही कोनांच्ा मापांची 
  बषेरीज 360° अस्तषे.
  \ ÐACB + ÐCAD + ÐCBD + ÐADB = 360°
  \ 52° + 90° + 90° + ÐADB = 360° ............. सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे्
  \ ÐADB + 232° = 360°
  \ ÐADB = 360° - 232° = 128°

P

A

Q

D

P

A

Q

D

A

D

B

C

आकृती 3.16

आकृती 3.17

  व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्तील C ्ा त्बंद्ूतून त्ा व्तु्मळाला सपत्श्मका काढ्ता ्षे्तील का?

सपशि्मकाखंडाचे प्रमेय (Tangent segment theorem)

प्रमेय ः वतु्मळाचया बाह्यभागातील शबंदूपासून तया वतु्मळाला काढलेले सपशि्मकाखंड एकरूप असतात.
  शषेजारील आक्ृतीच्ा आधारषे पक् आत्ण साध् ठरवा.
  त्रिज्ा AP आत्ण AQ काढून ्ा प्रमषे्ाची खाली त्दलषेली त्सद् ध्ता ररकाम्ा जागा भरून पूण्म करा.

शसद् धता ः D PAD आत्ण D QAD ्ांमध्षे,
  बाजू PA @  (एकाच व्तु्मळाच्ा त्रिज्ा)
  बाजू AD @ बाजू AD 
  ÐAPD = ÐAQD = 90° ...... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्)
  \ D PAD @ D QAD 
  \ बाजू DP @ बाजू DQ 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
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उदा. (2)  रषेषा a आत्ण रषेषा b ह्या केंद्र O असणाऱ्ा व्तु्मळाच्ा समां्तर सपत्श्मका व्तु्मळाला अनुक्रमषे त्बंदू P व  
  Q मध्षे सपश्म कर्ता्त, ्तर रषेख PQ हा त्ा व्तु्मळाचा व्ास आहषे हषे त्सद्ध करा.
शसद् धता ः त्बंदू O मधून रषेषा a ला समा्ंतर रषेषा c काढा. 
  रषेषा a, c, b ्ांवर अनुक्रमषे त्बंदू T, S, R आक्ृती्त         
दाखवल्ाप्रमाणषे घ्ा. त्रिज्ा OP  आत्ण त्रिज्ा OQ काढा.
  आ्ता, ÐOPT = 90° ..... सपत्श्मका -त्रिज्ा प्रमषे्
 \ ÐSOP = 90°..... (अ्ंतककोन गुणधम्म) .... (I)
  आ्ता, रषेषा a || रषेषा c ..... (रचना)
     रषेषा a || रषेषा b ..... (पक्)
     रषेषा b || रषेषा c 
  आ्ता, ÐOQR = 90° ..... सपत्श्मका -त्रिज्ा प्रमषे्
 \ ÐSOQ = 90°.....(अ्ंतककोन गुणधम्म) .... (II)
 \ (I) व (II) वरून,
  ÐSOP + ÐSOQ = 90° + 90° = 180°
 \ त्करण OP आत्ण त्करण OQ हषे त्वरुद् ध त्करण आहषे्त.
 \ त्बंदू P, O, Q एकरषेषी् आहषे्त.
 \ रषेख PQ हा व्तु्मळाचा व्ास आहषे.

आकृती 3.18

P T

O S

Q R

a

b

c

पावसाळ्ा्त थोडषे पाणी साठलषेल्ा रसत्ावरून मोटार सा्कल जा्त 
अस्ताना त््तच्ा मागील चाकावरून उडणाऱ्ा पाण्ाच्ा धारा ्तुमही पात्हल्ा 
अस्तील. त्ा धारा व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकांप्रमाणषे त्दस्ता्त हषे ्तुमच्ा लक्ा्त 
आलषे असषेल. त्ा धारा ्तशाच का अस्ता्त ्ाची मात्ह्ती ्तुमच्ा त्वजान 
त्शक्काकडून घ्ा.

त्फरणाऱ्ा भुईचक्रा्तून उडणाऱ्ा त्ठणग्ा, सुरीला धार लाव्ताना 
उडणाऱ्ा त्ठणग्ा ्ांचषे त्नरीक्ण करा.त्ाही सपत्श्मकांप्रमाणषेच त्दस्ता्त का?

हे लक्ात ठेवूया.

(1) सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे् ः व्तु्मळाच्ा कोणत्ाही त्बंदू्तून जाणारी सपत्श्मका, ्तो त्बंदू केंद्राशी जोडणाऱ्ा  
 त्रिज ष्ेला लंब अस्तषे. 
(2) सपत्श्मका-त्रिज्ा प्रमषे्ाचा व्त्ास ः व्तु्मळाच्ा त्रिज्षेच्ा बाह्यटोका्तून जाणारी आत्ण त्ा त्रिज्षेला  
 लंब असणारी रषेषा त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका अस्तषे. 
(3) व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील त्बंदूपासून त्ा व्तु्मळाला काढलषेलषे सपत्श्मकाखंड एकरूप अस्ता्त.

चाकाची धावण्ाची त्दशा

दाखत्वल्ाप्रमाणषे घ्ा. त्रिज्ा OP  आत्ण त्रिज्ा OQ काढा.
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सरावसंच 3.1

1. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाची त्रिज्ा 6 सषेमी आहषे. रषेषा AB ्ा व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे  
 सपश्म कर्तषे. ्ा मात्ह्तीवरून खालील प्रशनाचंी उत्तरषे द्ा.
 (1) ÐCAB चषे माप त्क्ती अंश आहषे? का?
 (2) त्बंदू C हा रषेषा AB पासून त्क्ती अं्तरावर आहषे? का?
 (3) जर d(A,B)= 6 सषेमी, ्तर d(B,C) काढा.
 (4) ÐABC चषे माप त्क्ती अंश आहषे? का?

2. शषेजारील आकृ्ती्त, केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा  
 बाह्यभागा्तील R ्ा त्बंदूपासून काढलषेलषे 
 RM आत्ण RN हषे सपत्श्मकाखंड व्तु्मळाला त्बंदू  
 M आत्ण N  मध ष्े सपश्म कर्ता्त. 
 जर OR = 10 सषेमी व व्तु्मळाची त्रिज्ा 5 सषेमी  
 असषेल ्तर -

M

N

O R

M

N

O R

आकृती 3.20

आकृती 3.21

A B

C

आकृती 3.19

 (1) प्रत्षेक सपत्श्मकाखंडाची लांबी त्क्ती?
 (2) ÐMRO चषे माप त्क्ती?  (3) ÐMRN चषे माप त्क्ती?

3. रषेख RM आत्ण रषेख RN हषे केंद्र O  
 असलषेल्ा व्तु्मळाचषे सपत्श्मकाखंड आहषे्त, ्तर  
 रषेख OR हा ÐMRN आत्ण ÐMON ्ा  
 दोनही  कोनांचा दुभाजक आहषे, हषे त्सद् ध करा.

4. त्रिज्ा 4.5 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा दोन सपत्श्मका परसपरांना समां्तर आहषे्त. ्तर त्ा सपत्श्मकां्तील अं्तर
 त्क्ती हषे सकारण त्लहा.

ICT Tools or Links

संगणकावर त्जओत्जब्ा ्ा सॉफटवषेअरच्ा साहाय्ानषे व्तु्मळ व व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील त्बंदू्तून 
सपत्श्मका काढून सपत्श्मकाखंड एकरूप आहषे्त ्ाचा पड्ताळा घ्ा.
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आकृती 3.23

जाणून घेऊया.

आकृती 3.22

X Y Z

Y X Z

कृती I ः
  आकृ्ती 3.22 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे,  
  X-Y-Z हषे एकरषेषी् त्बंदू काढा. 
  केंद्र X व त्रिज्ा XY घषेऊन व्तु्मळ काढा. 
  केंद्र Z व त्रिज्ा YZ घषेऊन दुसरषे व्तु्मळ काढा.
  ही दोन व्तु्मळषे Y ्ा एकाच त्बंदू्त एकमषेकांना  
  छषेद्ता्त हषे अनुभवा.
  त्बंदू Y मधून रषेख XZ ला लंबरषेषा काढा. ही रषेषा  
  दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका आहषे हषे  
  लक्ा्त घ्ा.

कृती II ः
  आकृ्ती 3.23 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे  
  Y-X-Z हषे एकरषेषी् त्बंदू काढा.
  केंद्र Z आत्ण त्रिज्ा ZY घषेऊन व्तु्मळ काढा.
  केंद्र X आत्ण त्रिज्ा XY घषेऊन व्तु्मळ काढा.
  दोनही व्तु्मळषे Y ्ा एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त हषे  
  अनुभवा.
  त्बंदू Y मधून रषेख YZ ला लंबरषेषा काढा. 
  ही रषेषा दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका 
  आहषे हषे लक्ा्त घ्ा.

वरील क्ृतीं्तून ्तुमच्ा लक्ा्त आलषे असषेल, की दोनही आकृत्ां्तील व्तु्मळषे एकाच प्र्तला्त आहषे्त आत्ण 
एकमषेकांना एकाच त्बंदू्त छषेद्ता्त. अशा व्तु्मळांना एकमषेकांना सपश्म करणारी व्तु्मळषे त्कंवा सपि्मवतु्मळे महण्ता्त.

सपश्मव्तु्मळांची व्ाख्ा पुढीलप्रमाणषे कर्ता ्षे्तषे.
एका प्र्तला्तील दोन व्तु्मळषे त्ाच प्र्तला्तील एका रषेषषेला एकाच त्बंदू्त छषेद्त अस्तील, ्तर त्ांना सपश्मव्तु्मळषे 

महण्ता्त. ्ती रषेषा दोनही व्तु्मळांची सामाईक सपत्श्मका अस्तषे.
दोनही व्तु्मळषे व रषेषा ्ांच्ा्तील सामाईक त्बंदूला सामाईक सपि्मशबंदू महण्ता्त.

सपि्म वतु्मळे (Touching circles)
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आकृ्ती 3.24 मध्षे, केंद्र R व S असणारी व्तु्मळषे रषेषा l ला T ्ा एकाच त्बंद्ूत छषेद्ता्त. महणून ्ती दोनही 
सपश्मव्तु्मळषे असून रषेषा l ही त्ांची सामाईक सपत्श्मका आहषे. ह्या आकृ्ती्तील व्तु्मळषे बाह्यसपिशी आहषे्त.

आकृ्ती 3.25 मधील व्तु्मळषे अंतसप्मिशी असून रषेषा p ही त्ांची सामाईक सपत्श्मका आहषे.

शवचार करूया

(1) आकृ्ती 3.24 मधील व्तु्मळांप्रमाणषे परसपरांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांना बाह्यसपशशी व्तु्मळषे का महण्ता्त?

(2) आकृ्ती 3.25 मधील व्तु्मळांप्रमाणषे एकमषेकांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांना अ्ंतसप्मशशी व्तु्मळषे का महण्ता्त?

(3) आकृ्ती 3.26 मध ष्े, केंद्र A व B असणाऱ्ा व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 3 सषेमी व 4 सषेमी अस्तील ्तर-

 (i) आकृ्ती 3.26 (a) मध्षे d(A,B) त्क्ती असषेल?

 (ii) आकृ्ती 3.26 (b) मध्षे d(A,B) त्क्ती असषेल?

आकृती 3.24

R T S

l p

K
N M

आकृती 3.25

सपि्मवतु्मळांचे प्रमेय (Theorem of touching circles)

प्रमेय   ः परसपरांना सपि्म करणाऱया वतु्मळांचा सपि्मशबंदू तया वतु्मळांचे केंद्शबंदू जोडणाऱया रेषेवर असतो.

आकृती 3.26

A C B

l

(a)

A

C

B

l

(b)

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



58

आकृती 3.27

A

P R Q

B

आकृती 3.28

A

l

B

C
D

E

पक्  ः केंद्र A व B असणाऱ्ा व्तु्मळांचा सपश्मत्बंदू C आहषे.
साधय ः त्बंदू C हा रषेषा AB वर आहषे.
शसद् धता ः समजा, रषेषा l ही सपश्मव्तु्मळांची त्बंदू C मधून जाणारी सामाईक सपत्श्मका आहषे.
  रषेषा l ^ रषेख AC, रषेषा l ^ रषेख BC. \  रषेख AC व रषेख BC हषे रषेषा l ला लंब आहषे्त.
  त्बंदू C मधून रषेषा l ला एकच लंब रषेषा काढ्ता ्षे्तषे. \ C, A, B एकरषेषी् आहषे्त.
 

 हे लक्ात ठेवूया.

  (1)  परसपरांना सपश्म करणाऱ्ा व्तु्मळांचा सपश्मत्बंदू, त्ा व्तु्मळांचषे केंद्रत्बंदू जोडणाऱ्ा रषेषषेवर अस्तो.
  (2)  बाह्यसपशशी व्तु्मळांचा केंद्रां्तील अं्तर त्ांच्ा त्रिज्ांच्ा बषेरजषेएवढषे अस्तषे.
  (3)  अ्ंतसप्मशशी व्तु्मळांच्ा केंद्रां्तील अं्तर त्ांच्ा त्रिज्ां्तील फरकाएवढषे अस्तषे.

सरावसंच 3.2
1. दोन अं्तसप्मशशी व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 3.5 सषेमी व 4.8 सषेमी आहषे्त, ्तर त्ांच्ा केंद्रां्तील अं्तर त्क्ती  
 आहषे?
2. बाह्यसपशशी असलषेल्ा दोन व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे 5.5 सषेमी व 4.2 सषेमी अस्तील ्तर त्ांच्ा केंद्रां्तील  
 अं्तर त्क्ती असषेल?
3. त्रिज्ा अनुक्रमषे 4 सषेमी आत्ण 2.8 सषेमी असणारी, (i) बाह्यसपशशी (ii) अ्ंतसप्मशशी, व्तु्मळषे काढा.
4. आकृ्ती 3.27 मध्षे, केंद्र P आत्ण Q असलषेली व्तु्मळषे परसपरांना त्बंदू R मध्षे सपश्म कर्ता्त. त्बंदू R मधून  
 जाणारी रषेषा त्ा व्तु्मळांना अनुक्रमषे त्बंदू A व त्बंदू B मध ष्े छषेद्तषे. ्तर -

 (1) रषेख AP || रषेख BQ हषे त्सद् ध करा.
 (2) D APR ~ D RQB हषे त्सद् ध करा.
 (3) जर Ð PAR चषे माप 35° असषेल, 
   ्तर Ð RQB चषे माप ठरवा.

5. आक्ृती 3.28 मध ष्े, केंद्र A व B असणारी व्तु्मळषे  
 परसपरांना त्बंदू E मध ष्े सपश्म कर्ता्त. रषेषा l ही  
 त्ाचंी सामाईक सपत्श्मका त्ांना अनुक्रमषे C व  
 D मध ष्े सपश्म कर्तषे. जर व्तु्मळांच्ा त्रिज्ा अनुक्रमषे  
 4 सषेमी व 6 सषेमी अस्तील, ्तर रषेख CD ची लांबी  
 त्क्ती असषेल?
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वृत्तछषेत्दकेमुळषे व्तु्मळाचषे दोन भागा्ंत त्वभाजन 
हो्तषे. ्ांपैकी कोण्ताही एक भाग आत्ण वृत्तछषेत्दकेचषे 
व्तु्मळावरील त्बंदू ्ांनी त्मळून होणाऱ्ा आकृ्तीला 
वतु्मळकंस महण्ता्त.

व्तु्मळ  आत्ण वृत्तछषेत्दका ्ांच्ा छषेदनत्बंदूंना 
कंसांचषे अंत्त्बंदू त्कंवा कंसांची टोके महण्ता्त.

ज्ा कोनाचा त्शरोत्बंदू व्तु्मळकेंद्रावर अस्तो. त्ा 
कोनाला केंद्ीय कोन महण्ता्त.

आकृ्ती 3.30 मध्षे केंद्र O असलषेलषे व्तु्मळ असून 
Ð AOB हा केंद्री् कोन आहषे. 

वृत्तछषेत्दकेप्रमाणषेच केंद्री् काषेनामुळषेसुद् धा व्तु्मळाचषे 
दोन कंसा्ंत त्वभाजन हो्तषे.

आकृती 3.29

Y

k
C

A B
X

कंसाचे माप (Measure of an arc)
काही वषेळा दोन कंसांची ्तुलना करण्ाची गरज पड्तषे. त्ासाठी कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा पुढीलप्रमाणषे ठरवलषेली 

आहषे.

जरा आठवूया.

वतु्मळकंस (Arc of a circle)

आकृ्ती 3.29 मध्षे, वृत्तछषेत्दका k मुळषे, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाचषे AYB आत्ण AXB हषे दोन कंस ्त्ार 
झालषे आहषे्त. 

वृत्तछषेत्दकेच्ा ज्ा बाजूला व्तु्मळकेंद्र अस्तषे त्ा बाजूच्ा कंसाला शविालकंस आत्ण त्वरुद ्ध बाजूच्ा कंसाला 
लघुकंस महण्ता्त. आकृ्ती 3.29 मध्षे कंस AYB हा त्वशालकंस आत्ण कंस AXB हा लघुकंस आहषे. एखाद्ा 
व्तु्मळकंसाचषे नाव ्तीन अक्रषे वापरून त्लत्हल्ानषे ्तो नषेमका समज्तो, पर्ंतु काही सतं्दगध्ता त्नमा्मण हो्त नसषेल ्तर 
लघुकंसाचषे नाव त्ाचषे अंत्त्बंदू दश्मवणाऱ्ा दोन अक्रांनी त्लत्ह्ता्त. उदाहरणाथ्म, आक्ृती 3.29 मधील कंस AXB 
हा कंस AB असाही त्लत्ह्ता्त.

आपण कंसाचषे नाव त्लत्हण्ासाठी हीच पद ्ध्त वापरणार आहो्त.

केंद्ीय कोन (Central angle)

आकृती 3.30

P

Q

O
q B

A

त्वशालव्तु्मळकंस

लघुव्तु्मळकंस
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आकृती 3.31

A

F

B

40°
70°

70°

G

C

D

I

E

J

मापांचषे कोन काढा. ्ा कोनांच्ा मापापषेक्ा वषेगळषे माप 
असणारा Ð ICJ काढा. 

Ð DCE च्ा भुजा आ्तील व्तु्मळाला छषेदल्ामुळषे 
त्मळणाऱ्ा कंसाला AB नाव द्ा.

कंसाच्ा मापाच्ा व्ाख्षेवरून, कंस AB आत्ण 
कंस DE ्ांची मापषे समान आहषे्त, हषे लक्ा्त आलषे का? 
हषे कंस परसपरांशी ्तं्तो्तं्त जुळ्तील का? त्नखशच्तच 
नाही जुळणार.

आ्ता C-DE; C-FG आत्ण C-IJ ्ा व्तु्मळपाकळ्ा कापून वषेगळ्ा करा. त्ा एकमषेकींशी जुळवून DE,
FG आत्ण IJ ्ांपैकी कोण्तषे कंस परसपरांशी जुळ्ता्त हषे पाहा.
्ा कृ्तीवरून, दोन कंस एकरूप होण्ासाठी ‘त्ांची मापषे समान असणषे’ पुरषेसषे नाही, हषे लक्ा्त आलषे का?
दोन कंस एकरूप असण्ासाठी आणखी कोण्ती अट पूण्म होणषे आवश्क आहषे असषे ्तुमहालंा वाट्तषे?

वरील कृ्तीवरून लक्ा्त ्षे्तषे, की -
दोन कंसांचया शरिजया आशण तयाचंी मापे समान असतात, तेवहा ते दोन कंस परसपरांिी एकरूप असतात. 
‘कंस DE व कंस GF एकरूप आहषे्त’ हषे त्चनहानषे कंस DE @ कंस GF असषे दश्मव्ता्त.

(1) लघुकंसाचषे माप त्ाच्ा संग्त केंद्री् काषेनाच्ा मापाएवढषे अस्तषे. 
  आकृ्ती 3.30 मध्षे केंद्री् Ð AOB चषे माप q आहषे. महणून लघुकंस APB चषे माप q हषेच आहषे.
(2) त्वशालकंसाचषे माप = 360° - संग्त लघुकंसाचषे माप.
  आकृ्ती 3.30 मध्षे त्वशालकंस AQB चषे माप = 360° - कंस APB चषे माप = 360° - q 
(3) अध्मव्तु्मळकंसाचषे माप, महणजषेच अध्मव्तु्मळाचषे माप 180° अस्तषे.
(4) पूण्म व्तु्मळाचषे माप 360° अस्तषे. 

जाणून घेऊया.

कंसांची एकरूपता (Congruence of arcs)

जषेवहा दोन प्र्तली् आकृत्ा एकमषेकींशी ्तं्तो्तं्त जुळ्ता्त, ्तषेवहा त्ा आकृत्ा एकमषेकींशी एकरूप आहषे्त, 
असषे महण्ता्त.एकरूप्तषेच्ा ्ा संकलपनषेच्ा आधारषे समान मापांचषे कोन एकरूप अस्ता्त हषे आपल्ाला माही्त आहषे.

त्ाचप्रमाणषे दोन कंसांची मापषे समान अस्तील ्तर ्तषे दोन कंस एकरूप अस्तील का?
्ा प्रशनाचषे उत्तर पुढील क्ृती करून शोधा.

कृती ः
आकृ्ती 3.31 मध्षे दश्मवल्ाप्रमाणषे केंद्र C असणारी दोन व्तु्मळषे काढा. Ð DCE आत्ण Ð FCG हषे समान 
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परं्तु कंस ABC आत्ण कंस BCE ्ांमध्षे एकापषेक्ा अत्धक त्बंदू [कंस BC चषे सव्म] सामाईक आहषे्त. महणून 
कंस ABC आत्ण कंस BCE ्ांच्ा मापांची बषेरीज कंस ABE च्ा मापाएवढी नस्तषे.
प्रमेय  ः एकाच वतु्मळाचया (शकंवा एकरूप वतु्मळांचया) एकरूप कंसांचया संगत जीवा एकरूप असतात.

आकृ्ती 3.32 मध्षे A, B, C, D, E हषे एकाच 
व्तु्मळाचषे त्बंदू आहषे्त. ् ा त्बंदूंमुळषे अनषेक कंस ्त्ार झालषे 
आहषे्त. ्ांपैकी कंस ABC आत्ण कंस CDE ्ांमध्षे 
C हा एक आत्ण एकच त्बंदू सामाईक आहषे. महणून कंस 
ABC आत्ण कंस CDE ्ांच्ा मापांची बषेरीज कंस 
ACE च्ा मापाएवढी हो्तषे.
m(कंस ABC) + m(कंस CDE) = m(कंस ACE)

पक्  ः केंद्र B असलषेल्ा व्तु्मळा्त कंस APC @ कंस DQE
साधय  ः जीवा AC @ जीवा DE
शसद् धता ः (ररकाम्ा जागा भरून त्सद ्ध्ता पूण्म करा.)
   DABC आत्ण D DBE ्ांमध्षे,
   बाजू AB @ बाजू DB  .....(......................)
   बाजू .... @ बाजू   .....(......................)
   Ð ABC @ Ð DBE .....(एकरूप कंसांची व्ाख्ा)
  \ D ABC @ D DBE ..... (......................)
  \ जीवा AC @ जीवा DE .....(......................)

आकृती 3.32

A

B
C

D

E

P

Q

A

B

C
D

E

आकृती 3.33

प्रमेय  ः एकाच वतु्मळाचया (शकंवा एकरूप वतु्मळांचया) एकरूप जीवांचे संगत कंस एकरूप असतात.

पक् ः रषेख PQ आत्ण रषेख RS ह्या केंद्र O असलषेल्ा  
  व्तु्मळाच्ा एकरूप जीवा आहषे्त.
साधय ः कंस PMQ @ कंस RNS
  पुढील त्वचार लक्ा्त घषेऊन त्सद् ध्ता त्लहा. 
  दोन कंस एकरूप असण्ासाठी त्ांच्ा त्रिज्ा 
  आत्ण मापषे समान असावी लाग्ता्त. 
  कंस PMQ आत्ण कंस RNS हषे एकाच 
  व्तु्मळाचषे कंस असल्ानषे त्ांच्ा त्रिज्ा समान 

P

QM

NO

R

S

आकृती 3.34

कंसांचया मापांचया बेरजेचा गुणधम्म (Property of sum of measures of arcs)
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A

B

C

O

आकृती 3.35
उकल ः (i) कंसांची नावषे -
    कंस AB, कंस BC, कंस AC, कंस ABC, कंस ACB, कंस BAC
  (ii) कंस ABC चषे माप = कंस AB चषे माप + कंस BC चषे माप
      = 125° + 110° = 235°
      कंस AC चषे माप = 360° - कंस ABC चषे माप
      = 360° - 235° = 125°
    त्ाचप्रमाणषे कंस ACB चषे माप = 360° - 125° = 235°
    आत्ण कंस BAC चषे माप = 360° - 110° = 250°

उदा. (1)  केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाचषे A, B, C हषे  
   ्तीन त्बंदू आहषे्त.
  (i) ्ा ्तीन त्बंदूंमुळषे ्त्ार होणाऱ्ा सव्म  
    कंसांची नावषे त्लहा.
  (ii) कंस BC आत्ण कंस AB ्ांची मापषे  
    अनुक्रमषे 110° आत्ण 125° अस्तील ्तर 
    रात्हलषेल्ा सव्म कंसांची मापषे त्लहा.

  आहषे्त. त्ा कंसांची मापषे, महणजषे त्ांच्ा संग्त केंद्री् कोनांची मापषे हो्त. हषे केंद्री् कोन त्मळण्ासाठी  
  त्रिज्ा  OP, OQ, OR आत्ण OS काढाव्ा लाग्तील. त्ा काढल्ावर ्त्ार होणारषे D OPQ आत्ण  
  D ORS हषे एकरूप आहषे्त ना?
  वरील दोनही प्रमषे्षे ्तुमही एकरूप व्तु्मळांसाठी त्सद ्ध करा.

शवचार करूया

• वरील दोनपैकी पत्हल्ा प्रमषे्ा्त कंस APC आत्ण कंस DQE हषे लघुकंस एकरूप मानलषे आहषे्त. त्ांचषे संग्त  
 त्वशालकंस एकरूप मानूनही हषे प्रमषे् त्सद् ध कर्ता ्षेईल का?
• दुसऱ्ा प्रमषे्ा्त एकरूप जीवांचषे संग्त त्वशालकंसही एकरूप हो्ता्त का? जीवा PQ आत्ण जीवा RS हषे व्ास  
 अस्तानाही हषे प्रमषे् सत् अस्तषे का?

�� सोडवलेली उदाहरणे ���
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उदा. (2)  आकृ्ती 3.36 मध ष्े केंद्र T असलषेल्ा व्तु्मळा्त आ््त PQRS अ्ंतत्ल्मखख्त केला आहषे. 
   ्तर दाखवा की -
   (i) कंस PQ @ कंस SR
   (ii) कंस SPQ @ कंस PQR
उकल  ः c PQRS हा आ््त आहषे.
   \ जीवा PQ @ जीवा SR ....... (आ््ताच्ा संमुख बाजू)
   \ कंस PQ @ कंस SR ...... (एकरूप जीवांचषे संग्त कंस)
       जीवा PS @ जीवा QR ..... (आ््ताच्ा संमुख बाजू)
   \ कंस SP @ कंस QR ..... (एकरूप जीवांचषे संग्त कंस)

P
Q

T

R
S

आकृती 3.36

   \ कंस SP आत्ण कंस QR ्ांची मापषे समान आहषे्त. 
   आ्ता, कंस SP आत्ण कंस PQ ्ांच्ा मापांची बषेरीज
    = कंस PQ आत्ण कंस QR ्ांच्ा मापांची बषेरीज
   \ कंस SPQ चषे माप = कंस PQR चषे माप
   \ कंस SPQ @ कंस PQR

हे लक्ात ठेवूया.

(1) ज्ा कोनाचा त्शरोत्बंदू व्तु्मळकेंद्रावर अस्तो त्ा कोनाला केंद्री् कोन महण्ता्त.
(2) कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा - (i) लघुकंसाचषे माप त्ाच्ा संग्त केंद्री् कोनाच्ा मापाएवढषे अस्तषे. 
 (ii) त्वशालकंसाचषे माप = 360° - संग्त लघुकंसाचषे माप.  (iii) अध्मव्तु्मळकंसाचषे माप 180° अस्तषे.
(3) दोन व्तु्मळकंसांच्ा त्रिज्ा आत्ण मापषे समान अस्ता्त ्तषेवहा ्तषे कंस एकरूप अस्ता्त.
(4) एकाच व्तु्मळाच्ा कंस ABC आत्ण कंस CDE ्ांमध्षे जषेवहा C हा एकच त्बंदू सामाईक अस्तो, ्तषेवहा  
 m(कंस ABC) + m(कंस CDE) = m(कंस ACE)
(5) एकाच व्तु्मळाच्ा (त्कंवा एकरूप व्तु्मळांच्ा) एकरूप कंसांच्ा संग्त जीवा एकरूप अस्ता्त.
(6) एकाच व्तु्मळाच्ा (त्कंवा एकरूप व्तु्मळांच्ा) एकरूप जीवांचषे संग्त कंस एकरूप अस्ता्त.

सरावसंच 3.3

आकृती 3.37

G

E
F

C
D1. आकृ्ती 3.37  मध ष्े, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळावर 

 G, D, E आत्ण F हषे त्बंदू आहषे्त. Ð ECF चषे  
 माप 70° आत्ण कंस DGF चषे माप 200° असषेल,  
 ्तर  कंस DE आत्ण कंस DEF ्ांची मापषे ठरवा.
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आकृती 3.40

D

E

A B

C
H

I

F

G

2«. आकृ्ती 3.38 मध ष्े D QRS समभुज आहषे.
 ्तर दाखवा की -
 (1) कंस RS @ कंस QS @ कंस QR
 (2) कंस QRS चषे माप 240° आहषे.

3. आकृ्ती 3.39 मध्षे,
 जीवा AB @ जीवा CD,
 ्तर त्सद् ध करा -
 कंस AC @ कंस BD

जाणून घेऊया.

व्तु्मळ आत्ण त्बंदू, व्तु्मळ आत्ण रषेषा (सपत्श्मका) ् ांचा परसपरसंबंध असणारषे काही गुणधम्म आपण पात्हलषे. आ्ता 
व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांसंबंधीचषे काही गुणधम्म आपण पाहू. ्ां्तील काही गुणधम्म आधी कृ्तीं्तून माही्त करून घषेऊ.

कृती I ः
केंद्र C असलषेलषे एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. आकृ्ती 3.40 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे त्ाची जीवा AB 

आकृती 3.39

A

BC

D

काढा. केंद्री् कोन ACB  काढा. जीवा AB मुळषे झालषेल्ा 
त्वशालकंसावर त्बंदू D आत्ण लघुकंसावर त्बंदू E हषे कोण्तषेही 
त्बंदू घ्ा. 
(1) ÐADB आत्ण ÐACB मोजा. त्ांच्ा मापांची ्तुलना  
 करा.
(2) ÐADB आत्ण ÐAEB मोजा. आलषेल्ा मापांची बषेरीज  
 करून पाहा.

आकृती 3.38

Q

R S
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(3) कंस ADB वर F, G, H असषे आणखी काही त्बंदू घ्ा.ÐAFB, ÐAGB, ÐAHB, ..... ्ांची मापषे  
 मोजा. ्ा मापांची ÐADB च्ा मापाशी आत्ण परसपरांशी ्तुलना करा.
(4) कंसAEB वर I हा आणखी एक कोण्ताही त्बंदू घ्ा. Ð AIB मोजून त्ाच्ा मापाची Ð AEB च्ा मापाशी  
 ्तुलना करा.

्ा कृ्ती्तून ्तुमहालंा आलषेलषे अनुभव असषे अस्तील -
(1) Ð ACB चषे माप Ð ADB च्ा मापाच्ा दुपपट आहषे.
(2) Ð ADB आत्ण Ð AEB ्ांच्ा मापांची बषेरीज 180° आहषे.
(3) Ð AHB, Ð ADB, Ð AFB, Ð AGB ्ा सवाांची मापषे समान आहषे्त.
(4) Ð AEB आत्ण Ð AIB ्ांची मापषे समान आहषे्त.

आकृती 3.41

आक्ृती 3.42 मध्षे केंद्र C असलषेलषे एक व्तु्मळ 
आहषे. Ð PDQ चा त्शरोत्बंदू D ्ा व्तु्मळावर आहषे. 
कोनाच्ा भुजा DP आत्ण DQ व्तु्मळाला अनुक्रमषे A 
आत्ण B मध ष्े छषेद्ता्त. अशा कोनाला व्तु्मळा्त त्कंवा 
कंसा्त अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन महण्ता्त.

आकृ्ती 3.42 मध ष्े Ð ADB हा कंस ADB 
मध्षे अं्तत्ल्मखख्त आहषे.

P Q
C

T

R
S

कृती II ः

आकृ्ती 3.41 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे केंद्र C असलषेलषे पुरषेसषे मोठषे 
व्तु्मळ काढा. रषेख PQ हा त्ाचा काषेण्ताही व्ास काढा. ् ा व्ासामुळषे 
्त्ार झालषेल्ा दोनही अध्मव्तु्मळांवर R,S,T असषे काही त्बंदू घ्ा.  
Ð PRQ, Ð PSQ, Ð PTQ मोजा. ् ा्ंतील प्रत्षेक कोन काटकोन 
आहषे हषे अनुभवा.

आकृती 3.42

A B

C

D

P Q

वरील क्ृतीं्तून ्तुमहांला आढळलषेलषे गुणधम्म महणजषे व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांसबंधीची प्रमषे्षे आहषे्त.
्ा प्रमषे्ांच्ा त्सद् ध्ता आ्ता आपण पाहू. त्ासाठी आधी काही संजांची ओळख करून घ्ावी लागषेल.

अंतशल्मखखत कोन (Inscribed angle)
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आकृती 3.44

आकृती 3.45

A

B

C

x2x

2xE

O

A

B C

D

x
पक् ः केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळा्त, ÐBAC हा  
  कंस BAC  मध ष्े अ्ंतत्ल्मखख्त केला 
  आहषे. त्ा कोनामुळषे कंस BDC अ्ंतखांत्ड्त  
  झाला आहषे.
साधय ः ÐBAC = 1

2
 m(कंस BDC)

रचना ः त्करण AO काढला. व्तु्मळाला ्तो त्बंदू E  
  मध ष्े छषेद्तो. त्रिज्ा OC काढली.

आकृती 3.43
 (i) (ii) (iii) (iv) (v) (vi)

आकृ्ती 3.44 मधील कंस हा अं्तखांत्ड्त कंस 
नाही. कारण कोनाच्ा BC ्ा भुजषेवर कंसाचा एकही 
अंत्त्बंदू नाही.

प्रत्षेक आकृ्ती्तील Ð ABC च्ा अं्तभा्मगा्त ्षेणाऱ्ा व्तु्मळकंसाला Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केलषेला कंस 
महण्ता्त. अ्ंतखांत्ड्त कंसाचषे अंत्त्बंदू हषे व्तु्मळ आत्ण कोन ्ांचषे छषेदन त्बंदू अस्ता्त. कोनाच्ा प्रत ष्ेक बाजूवर 
कंसाचा एक अंत्त्बंदू असणषे आवश्क अस्तषे.

आकृ्ती 3.43 मधील (i), (ii) व (iii) ्ा आकृत्ांमध्षे कोनांनी प्रत्षेकी एकच कंस अंखांत्ड्त केला आहषे; 
्तर (iv), (v) व (vi) मध ष्े प्रत्षेक कोनानषे दोन कंस अं्तखांत्ड्त केलषे आहषे्त.

आकृ्ती (ii) व (v) मध ष्े कोनाची एक भुजा आत्ण (vi) मध ष्े कोनाच्ा दोनही भुजा व्तु्मळाला सपश्म कर्ता्त,  
हषेही लक्ा्त घ्ा.

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

C
C

C
C

C

C

अंतखांशडत कंस (Intercepted arc)

पुढील आकृ्ती 3.43 मधील (i) ्तषे (vi) ्ा सव्म आकृत्ांचषे त्नरीक्ण करा.

अंतशल्मखखत कोनाचे प्रमेय (Inscribed angle theorem)

प्रमेय  ः वतु्मळात अंतशल्मखखत केलेलया कोनाचे माप तयाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया मापाचया शनमम ेअसते.
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शसद्धता ः D AOC मध्षे.
  बाजू OA @ बाजू OC ...... (एकाच व्तु्मळाच्ा त्रिज्ा)
 \ ÐOAC = ÐOCA ..... (समखविभुज त्रिकोणाचषे प्रमषे्)
   ÐOAC = ÐOCA = x मानू. ...... (I)
  आ्ता, ÐEOC = ÐOAC + ÐOCA .... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)
          = x° + x° = 2x°
  परं्तु ÐEOC हा केंद्री् कोन आहषे.
 \ m(कंस EC) = 2x° .... (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा) ..... (II) 
 \ (I) व (II) वरून.
  ÐOAC = ÐEAC = 1

2
 m(कंस EC) ..... (III)

  ्ाप्रमाणषेच, त्रिज्ा OB काढून, ÐEAB = 1

2
 m(कंस BE) हषे त्सद ्ध कर्ता ्षेईल...... (IV)

 \ ÐEAC + ÐEAB = 1

2
 m(कंस EC) + 1

2
 m(कंस BE) .... (III) व (IV) वरून

 \ ÐBAC = 1

2
 [m(कंस EC) + m(कंस BE)]

     = 1

2
 [m(कंसBEC)] = 1

2
 [m(कंस BDC)] ..... (V)

लक्ा्त घ्ा, की व्तु्मळा्त अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन आत्ण व्तु्मळकेंद्र ्ांसंबंधी ्तीन शक््ता संभव्ता्त. व्तु्मळकेंद्र 
कोनाच्ा भुजषेवर असषेल, अं्तभा्मगा्त असषेल त्कंवा बाह्यभागा्त असषेल. ्ांपैकी पत्हल्ा दोन शक््ता (III) व (V) 
मध ष्े त्सद् ध झाल्ा. आ्ता रात्हलषेली त््तसरी शक््ता त्वचारा्त घषेऊ.

आकृ्ती 3.46  मध ष्े,
ÐBAC = ÐBAE - ÐCAE

 = 1

2
 m(कंस BCE) - 1

2
 m(कंस CE) 

       ...... (III) वरून

 = 1

2
 [m(कंस BCE) - m(कंस CE)]

 = 1

2
 [m(कंस BC)] ...... (VI) 

्ा प्रमषे्ाचषे त्वधान पुढीलप्रमाणषे सुद् धा त्लत्ह्ता्त.
वतु्मळकंसाने वतु्मळाचया कोणतयाही शबंदूिी अंतररत (subtended) केलेलया कोनाचे माप तयाच कंसाने 
वतु्मळकेंद्ािी अंतररत केलेलया कोनाचया मापाचया शनममे असते.
्ा प्रमषे्ाच्ा पुढील उपप्रमषे्ांची त्वधानषेही ्ा पररभाषषे्त त्लत्ह्ता ्षे्तील.

आकृती 3.46

A

B
C

O
E
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आकृती 3.49

A
B

C

D

आक्ृती 3.47 च्ा आधारषे पक् आत्ण साध् त्लहा.
पुढील प्रशनांचा त्वचार करून त्सद् ध्ता त्लहा.
(1) Ð PQR नषे कोण्ता कंस अं्तखांत्ड्त केला आहषे?
(2) Ð PSR नषे कोण्ता कंस अ्ंतखांत्ड्त केला आहषे?
(3) अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे माप आत्ण त्ानषे अं्तखांत्ड्त  
 केलषेल्ा कंसाचषे माप ्ां्तील संबंध कसा अस्तो?

 सोब्तच्ा आकृ्ती 3.48 च्ा आधारषे ्ा प्रमषे्ाचषे  
 पक्, साध् आत्ण त्सद् ध्ता त्लहा.

आकृती 3.47

आकृती 3.48

पक् ः c  हा चक्री् आहषे.
साधय ः Ð B + Ð D = 
   + Ð C = 180°

P

Q

C

T

R

S

A

B

C

X

M

2. अध्मवतु्मळात अंतशल्मखखत झालेला कोन काटकोन असतो.

शसद् धता ः Ð ADC हा अं्तत्ल्मखख्त कोन असून त्ानषे कंस ABC  अं्तखांत्ड्त केला आहषे.
 \ ÐADC = 1

2
   .......... (I)

  ्तसषेच  हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन असून त्ानषे कंस ADC अं्तखांत्ड्त केला आहषे.

अंतशल्मखखत कोनाचया प्रमेयाची उपप्रमेये (Corollaries of inscribed angle theorem)

1. एकाच कंसात अंतशल्मखखत झालेले सव्म कोन एकरूप असतात.

चक्ीय चौकोन (Cyclic quadrilateral)
चौकोनाचे चारही शिरोशबंदू एकाच वतु्मळावर असतील तर तया चौकोनाला चक्ीय चौकोन महणतात.

चक्ीय चौकोनाचे प्रमेय (Theorem of cyclic quadrilateral)
प्रमेय ः चक्ीय चौकोनाचे संमुख कोन परसपरांचे पूरककोन असतात.
पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता पूण्म करा.
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 \  = 1

2
 m(कंस ADC) ..... (II)

 \ ÐADC +  = 1

2
  + 1

2
 m(कंस ADC) ..... [(I) व (II) वरून]

      = 1

2
 [  + m(कंस ADC)]

      = 1

2
 ´ 360° ........ [कंस ABC आकर कंस ADC कमळून पूर्ण  

           वतु्णळ होतये.]
      = 

       त्याचप्रमयारये ÐA + ÐC =  हये कसद ्ध करतया ्येईल.

चक्रीय चौकोनाचया प्रमेयाचे उपप्रमेय (Corollary of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमेय ः चक्रीय चौकोनाचा बाह्यकोन तयाचया संलग्न कोनाचया संमुख कोनाशी एकरूप असतो.
्या प्रमये्याची कसद् धतया तुमही कलहया.

विचार करूया

वरील प्रमये्यात Ð B + Ð D = 180° हये कसद् ध केल्यावर उरलयेल्या संमुख कोनयांच्या मयापयांची बयेरीजही  
180° आहये, हये अन् प्रकयारये कसद् ध करतया ्येईल कया?

चक्रीय चौकोनाचया प्रमेयाचा वयतयास (Converse of cyclic quadrilateral theorem)

प्रमेय ः चाैकोनाचे संमुख कोन पूरक असतील तर तो चौकोन चक्रीय असतो.
  हये प्रमये् अप्रत्क्ष पद् धतीनये कसद् ध करतया ्येतये. तुमही प्र्तन करया.

वरील व्त्यासयावरून आपल्या असये लक्षयात ् येतये, की चौकोनयाचये संमुख कोन जर पूरक असतील तर त्या चौकोनयाचये 
पररवतु्णळ असतये.

प्रत्येक करिकोरयाचये एक पररवतु्णळ असतये, हये आपल्यालया मयाहीत आहये, परंतु प्रत्येक चौकयायेनयाचये पररवतु्णळ असतयेच 
असये नयाही, हये तुमही अनुभवया.

कोरती अट पूर्ण झयाली असतया चौकोनयाचये पररवतु्णळ असतये, महरजयेच चौकोनयाचये किरोकबंदू एकयाच वतु्णळयावर 
असतयात हये वरील प्रमये्यानये आपल्यालया समजतये. 

आरखी एकया वयेगळ्या पररद्सथितीत चयार नैकरयेषी् कबंदू चरिी् असतयात. हये पुढील प्रमये्यात सयांकगतलये आहये.
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प्रमेय	 ः	 रेषेचे दोन भिन्न भिंदू, तयया रेषेचयया एकयाच ियाजूलया असणयाऱयया दोन भिन्न भिंदूंशी एकरूप कोन भनश्चत करत  
  असतील, तर ते चयार भिंदू एकयाच वत्तुळयावर असतयात.

पक्ष	 ः	 बिंदू	B	व	C	हे	रेषा	AD	च्ा	एकाच	िाजूला	 
	 	 आहेत.	ÐABD	@ ÐACD
सयाधय	 ः	 बिंद	ूA,	B,	C,	D	एकाच	वत्तुळावर	आहेत.	 
	 	 (महणजेच	c ABCD	चक्री्	आहे.)	
	 	 ्ाची	देखील	अप्रत्क्ष	बिद्	धता	देता	्ेते.	

x
x

A

B
C

D
आकृती 3.50

L

N

35°

M

आकृती 3.51

भवचयार करूयया

वरील	प्रमे्	कोणत्ा	प्रमे्ाचा	व्त्ाि	आहे?

��� सोडवलेली उदयाहरणे ���
उदया. (1)		 आकृती	3.51	मध्े,	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  Ð L = 35° तर	
	 	 (i)	m(कंि	MN)	=	बकती?
	 	 (ii)	m(किं	LN)	=	बकती?
उकल	 ः	 (i)	Ð L = 1

2
 m(किं	MN)	......	(अंतबलतुखखत	कोनाच	ेप्रमे्)

  \ 35 = 1

2
 m(कंि	MN)

  \ 2 ´ 35 = m(किं	MN)	=	70°
	 	 (ii)	m(किं	MLN)	=	360° - m(कंि	MN)	......	(किंाच्ा	मापाची	व्ाख्ा)
	 	 	 	 	 		=	360°	-	70°	=	290°
	 	 आता,	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  \ कंि	LM	@	कंि	LN
	 	 परंत्	m(कंि	LM)	+	m(कंि	LN)	=	m(कंि	MLN)	=	290°	.....	(कंिाच्ा	िेरजेचा	ग्णधमतु)

  m(कंि	LM)	=	m(किं	LN)	=	
290°

2
	=	145°

	 	 बकंवा,	(ii)	जीवा	LM	@	जीवा	LN
  \ Ð M = Ð N	......	(िमद्	बवभ्ज	बरिकोणाचे	प्रमे् )
  \ 2 Ð M	=	180° - 35°	=	145°

  \ Ð M = 
145°

2
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  \ m(कंस LN) = 2 ´ Ð M   .......... (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)

           = 2 ´ 145°
2

 

           = 145°

उदा. (2)  आकृ्ती 3.52 मध ष्े, जीवा PQ आत्ण जीवा RS एकमषेकींना त्बंदू T मध ष्े छषेद्ता्त.

(i) जर Ð STQ = 58° आत्ण Ð PSR = 24°,  
 ्तर m(कंस SQ) काढा.

(ii) Ð STQ = 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)]  

 हषे पड्ताळून पाहा.
(iii) जीवा PQ आत्ण जीवा RS ्ांमधील  
 कोनाचषे माप कोण्तषेही असलषे ्तरी 

   mÐSTQ = 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)] हषे त्सद ्ध करा.

   (iv) ्ा उदाहरणा्त त्सद् ध होणारा गुणधम्म शबदां्त त्लहा.

उकलः    (i) ÐSPQ = ÐSPT = 58° - 24° = 34° ....... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)
  m(कंस QS) = 2 ÐSPQ = 2 ´ 34° = 68°

 (ii) m(कंस PR) = 2 ÐPSR = 2 ´ 24° = 48°
  आ्ता, 1

2
 [m(कंस PR) + m(कंस SQ)] =  1

2
 [48 + 68]

               = 1

2
 ´ 116 = 58°

               = ÐSTQ

 (iii) ्ा गुणधमा्मच्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा चौकटी भरून ्ती पूण्म करा.
    ÐSTQ = ÐSPQ +  ....... (त्रिकोणाच्ा बाह्यकोनाचषे प्रमषे्)

      =  1

2
 m(कंस SQ) +  ....... (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)

      = 1

2
 [  + ]

            (iv) व्तु्मळाच्ा   जीवा   एकमषेकींना   व्तु्मळाच्ा   अं्तभा्मगा्त   छषेद्त   अस्तील  ्तर   त्ा  जीवांमधील    
             कोनाचषे माप, त्ा कोनानषे अ्ंतखांत्ड्त केलषेला कंस आत्ण त्ाच्ा त्वरुद ्ध कोनानषे अ्ंतखांत्ड्त केलषेला कंस, 
     ्ांच्ा मापांच्ा बषेरजषेच्ा त्नममषे अस्तषे.

आकृती 3.52

P

Q

TR

S
24°

58°
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उदा. (3)  व्तु्मळाच्ा जीवांना सामावणाऱ्ा रषेषा व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त छषेद्त अस्तील ्तर त्ा रषेषांमधील कोनाचषे  
  माप, त्ा कोनानषे अं्तखांत्ड्त केलषेल्ा कंसांच्ा मापांच्ा फरकाच्ा त्नममषे अस्तषे, हषे त्सद्ध करा.

पक् ः व्तु्मळाच्ा जीवा AB आत्ण जीवा CD  
  त्ा व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त त्बंदू E मध्षे 
  छषेद्ता्त.

साधय ः ÐAEC= 1

2
[m(कंस AC)-m(कंस BD)]

रचना ः रषेख AD काढला.  

शसद् धता ः ्ा गुणधमा्मची त्सद ्ध्ता, वरील उदा. (2) मध ष्े  
  त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषेप्रमाणषेच दषे्ता ्षे्तषे. त्ासाठी  
  D AED चषे कोन, त्ा त्रिकोणाचाबाह्यकोन  
  इत्ादी त्वचारा्त घ्ा आत्ण त्सद ्ध्ता त्लहून काढा.

आकृती 3.53

E

A

B

C

D

(9) सोब्तच्ा आकृ्ती 3.54 मध ष्े,

 (i) ÐAEC = 1

2
 [m(कंस AC) + m(कंस DB)] 

 (ii) ÐCEB= 1

2
 [m(कंस AD) + m(कंस CB)] 

आकृती 3.54

E

A

BC

D

हे लक्ात ठेवूया.

(1) व्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेल्ा कोनाचषे माप, त्ानषे अं्तखांत्ड्त केलषेल्ा कंसाच्ा मापाच्ा त्नममषे अस्तषे.
(2) व्तु्मळाच्ा एकाच कंसा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेलषे कोन एकरूप अस्ता्त.
(3) अध्मव्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त केलषेला कोन काटकोन अस्तो.
(4) चौकोनाचषे चारही त्शरोत्बंदू एकाच व्तु्मळावर अस्तील ्तर त्ा चौकोनाला चक्री् चौकोन महण्ता्त.
(5) चक्री् चौकोनाचषे संमुख कोन पूरक अस्ता्त.
(6) चक्री् चौकोनाचा बाह्यकोन त्ाच्ा संलग्न-संमुख कोनाशी एकरूप अस्तो.
(7) चौकोनाचषे संमुख कोन परसपरपूरक अस्तील ्तर ्तो चौकोन चक्री् अस्तो.
(8) रषेषषेचषे दोन त्भन्न त्बंदू, त्ा रषेषषेच्ा एकाच बाजूला असणाऱ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंशी एकरूप कोन त्नखशच्त कर्त  
 अस्तील, ्तर ्तषे चार त्बंदू एकाच व्तु्मळावर अस्ता्त.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



73

(10) सोब्तच्ा आकृ्ती 3.55 मध ष्े,

          ÐBED = 1

2
 [m(कंस BD) - m(कंस AC)]

1. आकृ्ती 3.56 मध्षे, केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा  
 जीवा AB ची लांबी व्तु्मळाच्ा त्रिज्षेएवढी आहषे. 
 ्तर (1) ÐAOB (2) ÐACB (3) कंस AB  
 आत्ण (4) कंस ACB ्ांची मापषे काढा.

2. आक्ृती 3.57 मध्षे, c PQRS हा चक्री् आहषे.
 बाजू PQ @ बाजू RQ. ÐPSR = 110°, ्तर 
 (1) ÐPQR = त्क्ती? 
 (2) m(कंस PQR) = त्क्ती? 
 (3) m(कंस QR) = त्क्ती?
 (4) ÐPRQ = त्क्ती?

3. चक्री् c MRPN मध्षे, ÐR = (5x - 13)° आत्ण ÐN = (4x + 4)°, ्तर ÐR आत्ण ÐN ्ांची मापषे  
 ठरवा.

4. आकृ्ती 3.58 मध्षे रषेख RS हा केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाचा व्ास आहषे. त्बंदू T हा व्तु्मळाच्ा बाह्य- 
 भागा्तील त्बंदू आहषे. ्तर दाखवा, की ÐRTS हा  
 लघुकोन आहषे.

आकृती 3.56

E

A

B

C

D

A B

C

O

सरावसंच 3.4

आकृती 3.57

P

Q

R

S

5. कोण्ताही आ््त हा चक्री् चौकोन अस्तो हषे त्सद् ध करा.

O

T

R S

आकृती 3.58

आकृती 3.55

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



74

6. आकृ्ती 3.59 मध ष्े, रषेख YZ आत्ण रषेख XT हषे   
 D WXY चषे त्शरोलंब त्बंदू P मध ष्े छषेद्ता्त ्तर  
 त्सद् ध करा,
 (1) c WZPT हा चक्री् आहषे.
 (2) त्बंदू X, Z, T, Y एकाच व्तु्मळावर आहषे्त.

7. आकृ्ती 3.60 मध्षे m(कंस NS) = 125°, 
 m(कंस EF) = 37°, ्तर ÐNMS चषे माप काढा.

8. आकृ्ती 3.61 मध्षे जीवा AC आत्ण जीवा DE  
 त्बंदू B मध्षे छषेद्ता्त. जर ÐABE = 108°  
 आत्ण m(कंस AE) = 95° ्तर m(कंस DC)  
 काढा.

जाणून घेऊया.

कृती ः
एक पुरषेसषे मोठषे व्तु्मळ काढा. आकृ्ती 3.62 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे ्ा व्तु्मळाची रषेख AC ही एक जीवा 

आकृती 3.59

आकृती 3.60

आकृती 3.61

E

FM

N

S

EA

B

CD

P

W

Y

Z

T

X

काढा. व्तु्मळावर B हा कोण्ताही त्बंदू घ्ा. ÐABC 
हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन काढा. ÐABC चषे माप मोजा व 
नोंदवून ठषेवा.

आ्ता, आकृ्ती 3.63 मध्षे दाखवल्ाप्रमाणषे 
त्ाच व्तु्मळाची रषेषा CD ही सपत्श्मका काढा. ÐACD 
चषे माप मोजा.

आकृती 3.62
A

B

C

आकृती 3.63

A

B

C

D
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पक् ः Ð ABC चा त्शरोत्बंदू केंद्र M असलषेल्ा व्तु्मळावर आहषे. त्ाची भुजा BC व्तु्मळाला सपश्म कर्तषे आत्ण  
  भुजा BA व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. कंस ADB हा Ð ABC नषे अ्ंतखांत्ड्त केला आहषे.

साधय ः Ð ABC = 1

2
 m(कंसADB)

शसद ्धता ः ्ा प्रमषे्ाची त्सद् ध्ता, ्तीन शक््ता त्वचारा्त घषेऊन द्ावी लागषेल.
 (1) आकृ्ती 3.64 (i) प्रमाणषे व्तु्मळकेंद्र M हषे Ð ABC च्ा एका भुजषेवर असल्ास,
  Ð ABC = Ð MBC = 90° ..... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्).....(I)
  कंस ADB हषे अध्मव्तु्मळ आहषे.
 \ m(कंस ADB) = 180° ..... (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा).....(II)
  (I) व (II) वरून
  Ð ABC = 1

2
 m(कंसADB)

 (2) आकृ्ती 3.64 (ii) प्रमाणषे केंद्र M हषे Ð ABC च्ा बाह्यभागा्त असल्ास, 
  त्रिज्ा MA आत्ण त्रिज्ा  MB काढू.
  आ्ता, Ð MBA = Ð MAB ..... (समद ्त्वभुज त्रिकोणाचषे प्रमषे्)
  ्तसषेच, Ð MBC = 90° ..... (सपत्श्मकेचषे प्रमषे्) ..... (I)
  

आकृती 3.64

आकृती 3.64(i)

M M M
F

E

A

A A

B B BC C C

D D
D

x
y

x

   (i) (ii) (iii)

M

A

B C
D

ÐACD चषे माप, ÐABC च्ा मापाएवढषेच आहषे. असषे ्तुमहांला आढळषेल.
ÐABC = 1

2
 m(कंस AC) हषे ्तुमहांला माही्त आहषे.

्ावरून  ÐACD चषे माप सुद् धा (कंस AC) च्ा मापाच्ा त्नममषे आहषे हा त्नषकष्म त्मळ्तो.
व्तु्मळाच्ा सपत्श्मकेचा हाही एक महत्वाचा गुणधम्म आहषे. ्तो आपण आ्ता त्सद ्ध करू.

सपशि्मका-छेशदका कोनाचे प्रमेय (Theorem of angle between tangent and secant)

प्रमेय ः शिरोशबंदू वतु्मळावर असलेलया कोनाची एक भुजा वतु्मळाची सपशि्मका असेल आशण दुसरी भुजा  
   वतु्मळाला आणखी एका शबंदूत छेदत असेल, तर तया कोनाचे माप तयाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया  
   मापाचया शनममे असते.
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  Ð MBA = Ð MAB = x, Ð ABC = y मानू.
  Ð AMB = 180 - (x + x) = 180 - 2x
  Ð MBC = Ð MBA + Ð ABC = x + y 
 \ x + y = 90°   \ 2x + 2y = 180°
  D AMB मध्षे 2x + Ð AMB = 180°
           \ 2x + 2y = 2x + Ð AMB
         \ 2y  = Ð AMB

         \ y   = Ð ABC = 1

2
Ð AMB = 1

2
 m(कंस ADB)

 (3) त््तसऱ्ा शक््तषेबाब्त खाली त्दलषेली त्सद ्ध्ता आक्ृती 3.64 (iii) च्ा आधारषे, ्तुमही पूण्म करा.
  त्करण  हा त्करण BC चा त्वरुद् ध त्करण काढला.

  आ्ता, ÐABE = 1

2
 m( ) ...... (2) मध ष्े त्सद् ध.

    180 -  = ÐABE ..... (रषेषी् जोडी्तील कोन)

 \ 180 -  =  1

2
 m(कंस AFB) 

     =  1

2
 [360 - m( )]

 \ 180 - ÐABC = 180 - 1

2
 m(कंस ADB)

 \ -ÐABC = - 1

2
 m( )

 \ ÐABC = 1

2
 m(कंस ADB)

सपशि्मका - छेशदका कोनाचया प्रमेयाचे पया्मयी शवधान

आकृती 3.64(iii)

आकृती 3.64(ii)

M
A

B C
Dx

y

x

M
F

E

A

B C

D

आकृ्ती्त AB ही वृत्तछषेत्दका आत्ण BC सपत्श्मका 
आहषे. कंस ADB हा Ð ABC नषे अं्तखांत्ड्त केलषेला 
कंस आहषे. जीवा AB व्तु्मळाचषे दोन कंसां्त त्वभाजन 
कर्तषे. दोनही कंस परसपरांचषे त्वरुद् ध कंस अस्ता्त. 
आ्ता कंस ADB च्ा त्वरुद ्ध कंसावर T त्बंदू घषे्तला. 
वरील प्रमषे्ावरून,

Ð ABC = 1

2
 m (कंस ADB) = Ð ATB. 

\ वतु्मळाची सपशि्मका व सपि्मशबंदूतून काढलेली जीवा यांतील कोन तया कोनाने अंतखांशडत केलेलया कंसाचया 
शवरुद् ध कंसात अंतशल्मखखत केलेलया कोनाएवढा असतो.

आकृती 3.65

A

B C

D

T
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P

Q

U

T

O

R

S

पक्ष ः िेंद्र P असलयेल्ा ितुभाळाच्ा जीिा AB  
  आकण जीिा CD, ितुभाळाच्ा अंतभाभागात  
  किंदू E मध्ये छयेदतात.
िाध्य ः AE ´ EB = CE ´ ED
रचना ः रयेख AC आकण रयेख DB िाढलये.
सिद् धता ः D CAE आकण D BDE मध्ये,
  Ð AEC @ Ð DEB  ..... (किरुद् ध िोन)
  Ð CAE @ Ð BDE  ..... (एिाच ितुभाळिंसात अंतकलभाखखत िोन)
 \ D CAE ~ D BDE  ..... (िो- िो समरूपता िसोटी)

 \ AE

DE
=

CE

BE
  ..... (समरूप करििोणांच्ा संगत भुजा)

 \ AE ´ EB = CE ´ ED

P

E

A

B
C

D

आकृती 3.67

आकृती 3.66

सिचार करू्या.

आिृती 3.67 मध्ये रयेख AC आकण रयेख DB िाढून आपण प्रमये् कसद ्ध िेलये. त्ाऐिजी रयेख AD आकण  
रयेख CB िाढून हये प्रमये् कसद् ध िरता ्येईल िा?

सपस्शिका-छेसदका कोनांच्या प्रमे्याचा व्यत्याि
ितुभाळाच्ा जीियेच्ा एिा अंत्किंदूतून जाणारी एि रयेषा िाढली असता, त्ा रयेषयेनये त्ा जीियेशी िेलयेल्ा िोनाचये 

माप त्ा िोनानये अंतखखंकडत िेलयेल्ा िंसाच्ा मापाच्ा कनममये असयेल, तर ती रयेषा त्ा ितुभाळाची सपकशभािा असतये.
आिृती 3.66 मध्ये, 

जर Ð PQR = 1

2
 m(िंस PSQ) असयेल, 

[कििंा Ð PQT = 1

2
 m(िंस PUQ) असयेल,]

तर रयेषा TR ही ितुभाळाची सपकशभािा असतये. ्ा व्त्ास प्रमये्ाचा उप्ोग, ितुभाळाला सपकशभािा िाढण्ाच्ा एिा 
रचनयेसाठी होतो. ्ा प्रमये्ाची अप्रत्क्ष कसद् धता दयेता ्येतये.

जीिांच्या अंतछछेदनाचे प्रमे्य (Theorem of internal division of chords)

एिाच ितुभाळाच्ा दोन जीिा जयेवहा ितुभाळाच्ा अंतभाभागात छयेदतात, तयेवहा एिा जीियेच्ा झालयेल्ा दोन भागांच्ा 
लांिींचा गुणािार हा दुसऱ्ा जीियेच्ा दोन भागांच्ा लांिींच्ा गुणािाराएिढा असतो.
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अशधक माशहतीसाठी
आकृ्ती 3.67 मधील AB ्ा जीवषेचषे त्बंदू E मुळषे AE आत्ण EB हषे दोन भाग झालषे आहषे्त.  

रषेख AE आत्ण रषेख EB ्ा लग्तच्ा बाजू असणारा आ््त काढला, ्तर AE ´ EB हषे त्ा आ््ताचषे 
क्षेरिफळ असषेल. ्तसषेच CE ´ ED हषे जीवा CD च्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा आ््ताचषे क्षेरिफळ असषेल.  
आपण AE ´ EB = CE ´ ED हषे त्सद् ध केलषे. 

महणून हषे प्रमषे् वषेगळ्ा शबदां्त पुढीलप्रमाणषेही मांड्ता्त. 
एकाच व्तु्मळाच्ा दोन जीवा व्तु्मळाच्ा अं्तभा्मगा्त छषेद्त अस्तील, ्तर एका जीवषेच्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा 

आ््ताचषे क्षेरिफळ हषे दुसऱ्ा जीवषेच्ा दोन भागांनी होणाऱ्ा आ््ताच्ा क्षेरिफळाएवढषे अस्तषे.

प्रमषे्ाचषे वरील त्वधान व आकृ्तीच्ा आधारषे पक् व साध्  
्तुमही ठरवा.
रचना ः रषेख AD आत्ण रषेख BC काढलषे.
  ररकाम्ा जागा भरून त्सद ्ध्ता पूण्म करा.

शसद् धता ः D ADE आत्ण D CBE मध्षे,
  Ð AED @   .......... (सामाईक कोन)
  Ð DAE @ Ð BCE .......... ( )
 \D ADE ~  .......... ( )

 \ (AE)  =  .......... (समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू)

 \  = CE ´ ED

आकृती 3.68

E

A
B

C

D

जीवांचया बाह्यछेदनाचे प्रमेय (Theorem of external division of chords)

एकाच व्तु्मळाच्ा AB आत्ण CD ्ा जीवांना सामावणाऱ्ा वृत्तछषेत्दका परसपरांना व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील 
त्बंदू E मध ष्े छषेद्त अस्तील, ्तर AE ´ EB = CE ´ ED.
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(1) आकृ्ती 3.70 नुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 ्ा गुणधमा्मला जीवा अ्ंतछचेदनाचषे प्रमषे् महण्ता्त.

आकृती 3.69

प्रमषे्ाचषे वरील त्वधान लक्ा्त घषेऊन पक् आत्ण साध् ठरवा.
रचना ः रषेख TA आत्ण रषेख TB काढलषे.
शसद् धता ः D EAT आत्ण D ETB मध्षे,
  Ð AET @ Ð TEB .... (समाईक कोन)
  Ð ETA @ Ð EBT.. (सपत्श्मका-छषेत्दका प्रमषे्)
 \ D EAT ~ D ETB ..... (को-को समरूप्ता)

 \ ET

EB
=

EA

ET
 ..... (समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू)

 \ EA ´ EB = ET2

(2) आक्ृती 3.71  नुसार,
 AE ´ EB = CE ´ ED
 ्ा गुणधमा्मला जीवा बाह्यछषेदनाचषे प्रमषे्  
 महण्ता्त.

(3) आकृ्ती 3.72  नुसार,
 EA ´ EB = ET2

 ्ा गुणधमा्मला सपत्श्मका-छषेत्दका रषेषाखंडांचषे 
 प्रमषे् महण्ता्त.

आकृती 3.70

आकृती 3.71

आकृती 3.72

B

C D E

A

E

A

B

C

D

E
A

B

T

A

B

E

T

हे लक्ात ठेवूया.

सपशि्मका छेशदका रेषाखंडांचे प्रमेय (Tangent secant segments theorem)
व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्तील E ह्या त्बंदू्तून काढलषेली वृत्तछषेत्दका व्तु्मळाला त्बंदू A व B मध्षे छषेद्त असषेल 

आत्ण त्ाच त्बंदू्तून जाणारी सपत्श्मका व्तु्मळाला त्बंदू T मध ष्े सपश्म कर्त असषेल, ्तर EA ´ EB = ET2
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  आकृ्ती 3.73 मध्षे, रषेख PS हा सपत्श्मकाखंड आहषे. रषेषा PR  
  ही वृत्तछषेत्दका आहषे. 
  जर PQ = 3.6, 
  QR = 6.4 ्तर PS काढा. 

उकल ः PS2 = PQ ´ PR .... (सपत्श्मका छषेत्दका रषेषाखंडाचषे प्रमषे्)
   = PQ ´ (PQ + QR)
   = 3.6 ´ [3.6 + 6.4]
   = 3.6 ´ 10
   = 36
 \PS = 6

  आक्ृती 3.74 मध ष्े, जीवा MN आत्ण  
  जीवा RS परसपरांना त्बंदू P मध ष्े छषेद्ता्त.
  जर PR = 6, PS = 4, MN = 11
  ्तर PN काढा.

उकल ः जीवांच्ा अं्तछचेदनाच्ा प्रमषे्ावरून,
  PN ́  PM = PR ́  PS... (I)
  PN = x मानू. \PM = 11 - x
  ्ा त्कम्ती (I) मध ष्े मांडून,
  x (11 - x) = 6 ´ 4
 \ 11x - x2 - 24 = 0
 \  x2 - 11x + 24 = 0
 \ (x - 3) (x - 8) = 0
 \ x - 3 = 0 त्कंवा x - 8 = 0
 \ x = 3 त्कंवा x = 8
 \ PN = 3 त्कंवा PN = 8

आकृती 3.73

आकृती 3.74

P

Q

R

S

उदा. (2)  

S

M

P

N

R
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उदा. (3)  आकृ्ती 3.75 मध्षे, दोन व्तु्मळषे एकमषेकांना  
  त्बंदू X व Y मध्षे छषेद्ता्त. रषेषा XY वरील  
  त्बंदू  M मधून काढलषेल्ा सपत्श्मका त्ा 
  व्तु्मळांना त्बंदू P व Q मध्षे सपश्म कर्ता्त. 
  ्तर त्सद् ध करा, रषेख PM @ रषेख QM.

शसद् धता ः ररकाम्ा जागा भरून त्सद् ध्ता त्लहा.
  रषेषा MX ही दोनही व्तु्मळांची सामाईक ........ आहषे.
 \PM2 = MY ́  MX ..... (I)
  ्तसषेच ....... = ....... ́  ....... , (सपत्श्मका-छषेत्दका रषेषाखंडाचषे प्रमषे्) ..... (II)
 \(I) व (II) वरून ...... = QM2

 \ PM =QM
  रषेख PM @ रषेख QM

आकृ्ती 3.76 मध्षे, रषेख PQ हा केंद्र O असलषेल्ा 
व्तु्मळाचा व्ास आहषे. त्बंदू R हा व्तु्मळावरील कोण्ताही 
त्बंदू आहषे. 
रषेख RS ^ रषेख PQ. 
्तर त्सद ्ध करा - SR हा PS आत्ण 
SQ ्ांचा भतू्म्तीमध् आहषे.
[महणजषेच SR2 = PS ´ SQ]

आकृती 3.75

P QY
M

X

आकृती 3.76

उदा. (4)  

P

Q

T O

R

S

उकल ः पुढषे त्दलषेल्ा पा्ऱ्ांनी त्सद् ध्ता त्लहा.
  (1) त्करण RS काढा. ्तो व्तु्मळाला ज्ा त्बदं्ूत छषेदषेल त्ा त्बंदूला T हषे नाव द्ा.
  (2) RS = TS दाखवा.
  (3)जीवांच्ा अं्तछचेदनाचषे प्रमषे् वापरून समान्ता त्लहा.
  (4) RS = TS वापरून साध् त्सद् ध करा.

शवचार करूया.

(1) वरील आकृ्ती 3.76 मध ष्े रषेख PR आत्ण रषेख RQ काढल्ास D PRQ कोणत्ा प्रकारचा होईल?
(2) वरील उदा. (4) मध्षे त्सद् ध केलषेला गुणधम्म ्ाआधीही वषेगळ्ा री्तीनषे त्सद ्ध केला आहषे का?
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सरावसंच 3.5  
1. आकृ्ती 3.77 मध्षे, त्बंदू Q हा सपश्मत्बंदू आहषे. 
 जर PQ = 12, PR = 8, 
 ्तर PS = त्क्ती? RS = त्क्ती?

2. आक्ृती 3.78 मध ष्े, जीवा MN आत्ण RS 
 एकमषेकींना त्बंदू D मध ष्े छषेद्ता्त.
 (1) जर RD = 15, DS = 4,
     MD = 8 ्तर DN = त्क्ती?
 (2) जर RS = 18, MD = 9,
     DN = 8 ्तर DS = त्क्ती?

3. आकृ्ती 3.79 मध्षे, त्बंदू B हा सपश्मत्बंदू  
 आत्ण त्बंदू O व्तु्मळकेंद्र आहषे. 
 रषेख OE ^ रषेषा AD,  AB = 12, 
 AC = 8, ्तर  (1) AD (2) DC 
 आत्ण (3) DE काढा. 

4. आक्ृती 3.80 मध ष्े, जर PQ = 6, 
 QR = 10, PS = 8 
 ्तर TS = त्क्ती ?

5. आकृ्ती 3.81 मध ष्े, रषेख EF हा व्ास आत्ण  
 रषेख DF हा सपत्श्मकाखंड आहषे. व्तु्मळाची  
 त्रिज्ा r आहषे. ्तर त्सद् ध करा -
 DE ´ GE = 4r2

E

O A

B

C
D

आकृती 3.80

P

Q

R

S

आकृती 3.81

M

ND

R

S

P

Q

T

R

S

H

G

FE

D

आकृती 3.77

आकृती 3.78

आकृती 3.79
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 3

1. पुढील प्रत्षेक उपप्रशनासाठी चार प्ा्म्ी उत्तरषे त्दली आहषे्त. त्ांपैकी अचूक प्ा्म् त्नवडा.
 (1) त्रिज्ा अनुक्रमषे 5.5 सषेमी आत्ण 3.3 सषेमी असलषेली दोन व्तु्मळषे परसपरांना सपश्म कर्ता्त. त्ांच्ा  
   केंद्रा्तील अं्तर त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 4.4  (B) 8.8  (C) 2.2  (D) 8.8 त्कंवा 2.2
 (2) परसपरांना छषेदणाऱ्ा दोन व्तु्मळांपैकी प्रत्षेक व्तु्मळ दुसऱ्ा व्तु्मळाच्ा केंद्रा्तून जा्तषे. जर त्ांच्ा केंद्रां्तील  
   अं्तर 12 सषेमी असषेल, ्तर प्रत ष्ेक व्तु्मळाची त्रिज्ा त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 6  (B) 12  (C) 24  (D) सांग्ता ्षेणार नाही
 (3) ‘एक व्तु्मळ एका समा्ंतरभुज चौकोनाच्ा सव्म बाजूंना सपश्म कर्तषे, ्तर ्तो समा्ंतरभुज चौकोन ...........  
   असला पात्हजषे’, ्ा त्वधाना्तील ररकाम्ा जागी ्ोग् शबद त्लहा.
   (A) आ््त   (B) समभुज चौकोन (C) चौरस       (D) समलंब चौकोन 
 (4) एका व्तु्मळाच्ा केंद्रापासून 12.5 सषेमी अ्ंतरावरील एका त्बंदू्तून त्ा व्तु्मळाला काढलषेल्ा  
   सपत्श्मकाखंडाची लांबी 12 सषेमी आहषे. ्तर त्ा व्तु्मळाचा व्ास त्क्ती सषेमी आहषे?
   (A) 25  (B) 24  (C) 7  (D) 14
 (5) एकमषेकांना बाहषेरून सपश्म करणाऱ्ा दोन व्तु्मळांना जास्ती्त जास्त त्क्ती सामाईक सपत्श्मका काढ्ता  
   ्षे्तील? 
   (A) एक  (B) दोन  (C) ्तीन  (D) चार
 (6) केंद्र O असलषेल्ा  व्तु्मळाच्ा कंस ACB मध्षे ÐACB अं्तत्ल्मखख्त केला आहषे. जर mÐACB = 65°
   ्तर m(कंस ACB) = त्क्ती?
   (A) 65°  (B) 130°  (C) 295°  (D) 230° 
 (7) एका व्तु्मळाच्ा जीवा AB आत्ण CD परसपरांना व्तु्मळाच्ा अ्ंतभा्मगा्त त्बंदू E मध्षे छषेद्ता्त. जर  
   (AE) = 5.6, (EB) = 10, (CE) = 8 ्तर (ED) = त्क्ती?
   (A) 7  (B) 8  (C) 11.2  (D) 9
 (8) चक्री् c ABCD मध्षे, कोन Ð A च्ा मापाची दुपपट ही ÐC च्ा मापाच्ा त््तपपटी एवढी आहषे.  
   ्तर ÐC चषे माप त्क्ती?
   (A) 36  (B) 72 (C) 90  (D) 108
 (9)« एकाच व्तु्मळावर त्बंदू A, B, C असषे आहषे्त, की m(कंस AB) = m(कंस BC) = 120°, दोनही कंसा्त  
    B त्शवा् एकही त्बंदू सामाईक नाही. ्तर D ABC कोणत्ा प्रकारचा आहषे?
   (A) समभुज त्रिकोण  (B) त्वषमभुज त्रिकोण  
   (C) काटकोन त्रिकोण (D) समद ्त्वभुज त्रिकोण
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2. त्बंदू O केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळाला रषेषा l त्बंदू P मध्षे  
 सपश्म कर्तषे. जर व्तु्मळाची त्रिज्ा 9 सषेमी असषेल, ्तर  
 खालील प्रशनांची उत्तरषे त्लहा.
 (1)  d(O, P) = त्क्ती? का?
 (2) जर d(O, Q) = 8 सषेमी असषेल. ्तर त्बंदू Q  
   चषे सथान कोठषे असषेल?
 (3) d(O,R)=15 सषेमी असषेल ्तर त्बंदू R 
   ची त्क्ती सथानषे रषेषा l वर अस्तील? ्तषे त्बंदू 
P      P         त्क्ती अं्तरावर अस्तील?
              

 (10) रषेख XZ व्ास असलषेल्ा व्तु्मळाच्ा अ्ंतभा्मगा्त Y हा एक त्बंदू आहषे. ्तर खालीलपैकी त्क्ती त्वधानषे  
   सत् आहषे्त ?
   (i) ÐXYZ हा लघुकोन असणषे शक् नाही.
   (ii) ÐXYZ हा काटकोन असणषे शक् नाही.
   (iii) ÐXYZ हा त्वशालकोन आहषे.
   (iv) ÐXYZ च्ा मापासंबंधी त्नखशच्त त्वधान कर्ता ्षेणार नाही.
   (A) फक्त एक (B) फक्त दोन (C) फक्त ्तीन (D) सव्म

3. सोब्तच्ा आक्ृती्त, त्बंदू M व्तु्मळकेंद्र आत्ण  
 रषेख KL हा सपत्श्मकाखंड आहषे. 
 जर MK = 12, KL = 6 3  ्तर
 (1) व्तु्मळाची त्रिज्ा काढा.
 (2) ÐK आत्ण ÐM ्ांची मापषे ठरवा.

4. आकृ्ती 3.84 मध्षे, त्बंदू O व्तु्मळकेंद्र आत्ण  
 रषेख AB व रषेख AC हषे सपत्श्मकाखंड आहषे्त. जर  
 व्तु्मळाची त्रिज्ा r असषेल आत्ण l(AB) = r  
 असषेल, ्तर c ABOC हा चौरस हो्तो, हषे  
 दाखवा.

P

o

l

M

L

K

A

B

C

O

आकृती 3.82

आकृती 3.83

आकृती 3.84

पासून  
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5. आिृती 3.85 मध्ये, समांतरभुज c ABCD  
 हा िेंद्र T असलयेल्ा ितुभाळाभोिती पररकलखखत  
 िेला आहये. (महणजये त्ा चौिोनाच्ा िाजू  
 ितुभाळाला सपशभा िरतात.) किंदू E, F, G आकण H  
 हये सपशभाकिंदू आहयेत. जर AE = 4.5 आकण  
 EB = 5.5, तर AD िाढा.

6. आिृती 3.86 मध्ये, िेंद्र N असलयेलये ितुभाळ िेंद्र  
 M असणाऱ्ा ितुभाळाला किंदू T मध्ये सपशभा िरतये.  
 मोठ्ा ितुभाळाची करिज्ा लहान ितुभाळाला किंदू S  
 मध्ये सपशभा िरतये. जर मोठ्ा ि लहान ितुभाळांच्ा  
 करिज्ा अनुक्रमये 9 सयेमी ि 2.5 सयेमी असतील तर  
 खालील प्रशनांची उततरये शोधा आकण त्ांिरून  
 MS ः SR हये गुणोततर िाढा.
 (1) MT = किती? (2) MN = किती? 
 (3) ÐNSM = किती?

7. सोितच्ा आिृतीत, िेंद्र X आकण Y असलयेली  
 ितुभाळये परसपरांना किंदू Z मध्ये सपशभा िरतात.  
 किंदू Z मधून जाणारी िृततछयेकदिा त्ा ितुभाळांना  
 अनुक्रमये किंदू  A ि किंदू B मध्ये छयेदतये.  
 तर कसद् ध िरा, करिज्ा XA || करिज्ा YB.  
 खाली कदलयेल्ा कसद् धतयेतील ररिाम्ा जागा भरून  
 पूणभा कसद ्धता कलहून िाढा. 

X Y

A

B

Z

आकृती 3.87

आकृती 3.85

आकृती 3.86

M
N

T

R
S

रचना  ः रयेख XZ आकण .......... िाढलये.
सिद ्धता ः सपशभाितुभाळांच्ा प्रमये्ानुसार, किंदू X, Z, Y हये .......... आहयेत.
   \ Ð XZA @ .......... किरुद् ध िोन
   Ð XZA = Ð BZY = a मानू ..... (I)
   आता, रयेख XA @ रयेख XZ  .......... (..........)
   \ Ð XAZ = .......... = a  .......... (समद ्किभुज करििोणाचये प्रमये्) (II)
   तसयेच रयेख YB @ ..........  .......... (..........)
   \ Ð BZY = .......... = a  .......... (..........) (III)

E

F

A B

CD G

H
T
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   \(I), (II) व (III) वरून,
   Ð XAZ = ..........
   \त्रिज्ा XA || त्रिज्ा YB .......... (..........)

X
Y

A

B

Z

P

Q

O

l

R S

P Q

A

B
C

T
आकृती 3.90

आकृती 3.89

आकृती 3.88

8. आकृ्ती 3.88 मध ष्े, केंद्र X व Y असणारी  
 अं्तसप्मशशी व्तु्मळषे त्बंदू Z मध ष्े सपश्म कर्ता्त.  
 रषेख BZ ही मोठ्ा व्तु्मळाची जीवा लहान  
 व्तु्मळाला त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. 
 ्तर त्सद् ध करा - रषेख AX || रषेख BY.

9. शषेजारील आकृ्ती्त, रषेषा l ही केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाला त्बंदू P मध ष्े सपश्म कर्तषे. त्बंदू Q हा  
 त्रिज्ा OP चा मध्त्बंदू आहषे. त्बंदू Q ला  
 सामावणारी जीवा RS || रषेषा l.
 जर RS 12 सषेमी असषेल, ्तर व्तु्मळाची त्रिज्ा  
 काढा.

10«. आकृ्ती 3.90 मध्षे, केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळाचा  
 रषेख AB हा व्ास आहषे. व्तु्मळाची सपत्श्मका PQ  
 व्तु्मळाला त्बंदू T मध्षे सपश्म कर्तषे. 
 रषेख AP ̂  रषेषा PQ आत्ण रषेख BQ ̂  रषेषा PQ.
 ्तर त्सद् ध करा - रषेख CP @ रषेख CQ.

11«. प्रत्षेकी 3 सषेमी त्रिज ष्ेची, केंद्र A, B व C असणारी ्तीन व्तु्मळषे अशी काढा, की प्रत्षेक व्तु्मळ इ्तर दोन  
 व्तु्मळांना सपश्म करषेल.
12«. व्तु्मळाचषे कोण्तषेही ्तीन त्बंदू एकरषेषी् नस्ता्त, हषे त्सद ्ध करा.
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13. आक्ृती 3.91 मध्षे रषेषा PR व्तु्मळाला  
 त्बंदू Q मध्षे सपश्म कर्तषे. ्ा आकृ्तीच्ा आधारषे  
 खालील प्रशनाचंी उत्तरषे त्लहा. 
 (1) Ð TAQ आत्ण  Ð TSQ ् ांच्ा मापांची  
   बषेरीज त्क्ती?
 (2) Ð AQP शी एकरूप असणारषे कोन  
   कोण्तषे ?
 (3) Ð QTS शी एकरूप असणारषे कोन  
   कोण्तषे?

14. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र O असलषेल्ा  
 व्तु्मळाच्ा रषेख PQ आत्ण रषेख RS ्ा एकरूप  
 जीवा आहषे्त. जर Ð POR = 70° आत्ण 
 m(कंस RS) = 80°, ्तर -
 (1) m(कंस PR) त्क्ती?
 (2) m(कंस QS) त्क्ती?
 (3) m(कंस QSR) त्क्ती?

W

T
Z

X

Y

आकृती 3.92

आकृती 3.93

P

Q

A

T

R

S

P

Q

O

R

S

आकृती 3.91

 (4) जर ÐTAS = 65°, ्तर ÐTQS आत्ण कंस TS ्ांची मापषे सांगा.
 (5) जर ÐAQP = 42° आत्ण ÐSQR = 58°, ्तर ÐATS चषे माप काढा.

15. आक्ृती 3.93 मध्षे, m(कंस WY) = 44°,  
 m(कंस ZX) = 68°, ्तर 
 (1) ÐZTX चषे माप ठरवा.
 (2) WT = 4.8, TX = 8.0, 
   YT = 6.4 ्तर TZ = त्क्ती?
 (3) WX = 25, YT = 8, 
   YZ = 26, ्तर WT = त्क्ती?.
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16. आकृ्ती 3.94 मध्षे, 
 (1) m(कंस CE) = 54°, 
  m(कंस BD) = 23°, ्तर ÐCAE = त्क्ती?
 (2) AB = 4.2, BC = 5.4, 
  AE = 12.0 ्तर AD = त्क्ती?
 (3) AB = 3.6, AC = 9.0, 
   AD = 5.4 ्तर AE = त्क्ती?

18. शषेजारच्ा आक्ृती्त त्बंदू P हा सपश्मत्बंदू आहषे.
 (1) m(कंस PR) = 140, 
   Ð POR = 36° ्तर
   m(कंस PQ) = त्क्ती?
 (2) OP = 7.2, OQ = 3.2, 
   OR = त्क्ती? QR = त्क्ती?
 (3) OP = 7.2, OR = 16.2, ्तर
   QR = त्क्ती?

A

B

C

DE

आकृती 3.94

17. शषेजारी त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, जीवा EF || जीवा GH. ्तर त्सद ्ध करा, जीवा EG @ जीवा FH .
 पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरा आत्ण त्सद् ध्ता त्लहा.
त्सद ्ध्ता ः  रषेख GF काढला.
   Ð EFG = Ð FGH .......... (I)
   Ð EFG =  (अं्तत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्) (II)
   Ð FGH =  (अं्तत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्) (III)
   \ m (कंस EG) =  [(I), (II) व (III) वरून]
   जीवा EG @ जीवा FH ..........( )

19. सोब्तच्ा आकृ्ती्त, केंद्र C असलषेषेलषे व्तु्मळ  
 केंद्र  D असलषेल्ा व्तु्मळाला त्बंदू E मध्षे आ्तून  
 सपश्म कर्तषे. त्बंदू D हा आ्तील व्तु्मळावर आहषे.  
 बाहषेरील व्तु्मळाची जीवा EB ही आ्तील व्तु्मळाला  
 त्बंदू A मध्षे छषेद्तषे. 
 ्तर त्सद् ध करा, की रषेख EA @ रषेख AB.

आकृती 3.96

आकृती 3.97

P

Q

R

O

E

A

B

C
D

E F

G H

आकृती 3.95
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20. आकृ्ती 3.98 मध्षे, रषेख AB हा केंद्र O  
 असलषेल्ा व्तु्मळाचा व्ास आहषे. अ्ंतत्ल्मखख्त  
 कोन ACB चा दुभाजक व्तु्मळाला त्बंदू D मध ष्े छषेद्तो. 
 ्तर रषेख AD @ रषेख BD हषे त्सद् ध करा.
 पुढषे त्दलषेल्ा त्सद् ध्तषे्तील ररकाम्ा जागा भरून  
 ्ती पणू्म करा आत्ण त्लहा.

21. सोब्तच्ा आकृ्ती्त रषेख MN ही केंद्र O  
 असलषेषेल्ा व्तु्मळा्तील जीवा आहषे. 
 MN = 25, जीवा MN वर त्बंदू L असा आहषे  
 की ML = 9 आत्ण d(O,L) = 5 ्तर ्ा  
 व्तु्मळाची त्रिज्ा त्क्ती असषेल?

OA B

C

D

त्सद् ध्ता ः रषेख OD काढला.
   Ð ACB =  (अध्मव्तु्मळा्त अं्तत्ल्मखख्त कोन)
   Ð DCB =   (रषेख CD हा Ð C चा दुभाजक)
   m(कंस DB) =  (अ्ंतत्ल्मखख्त कोनाचषे प्रमषे्)
   Ð DOB =  (कंसाच्ा मापाची व्ाख्ा) (I)
   रषेख OA @ रषेख OB ..........  (II)
   \ रषेषा OD ही रषेख AB ची  रषेषा आहषे. (I) व (II) वरून
    \ रषेख AD @ रषेख BD

आकृती 3.99

M

N

L O

आकृती 3.98

22«. आकृ्ती 3.100 मध ष्े दोन व्तु्मळषे परसपरांना  
 त्बंदू S  व R मध्षे छषेद्ता्त. त्ांची रषेषा PQ ही  
 सामाईक सपत्श्मका त्ांना त्बंदू P व Q मध ष्े सपश्म  
 कर्तषे, ्तर त्सद् ध करा - 
 Ð PRQ + Ð PSQ = 180°   

आकृती 3.100

P Q

R

S
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23«.	आकृती	 3.101	 मध्ये,	 दोन	 वत्तुळये	 एकमयेकांना	 
बिंद	ूM	व	N	मध्ये	छयेदतात.	बिंद	ूM	व	N	मधून	 
काढलयेल्ा	वृततछयेबदका	बिंद	ूR	व	S	मध्ये,	आबि	 
बिंद	ूP	व	Q	मध्ये	छयेदतात.	तर	रयेख	PR	|| रयेख	QS, 
हये	बिद्	ध	करा.

24«.	दोन	वत्तुळये	परसपरांना	बिंदू	A	व	E	मध्ये	छयेदतात. 
बिंदू	 E	 मधून	 काढलयेली	 त्ांची	 िामाईक	 
वृततछयेबदका	वत्तुळांना	 बिंदू	B	व	D	मध्ये	छयेदतये.	 
बिंदू	B	व	D	मधून	काढलयेल्ा	सपब्तुका	एकमयेकींना	 
बिंदू	C	मध्ये	छयेदतात.	
बिद्	ध	करा	ः	c ABCD	चक्री्	आहये.

आकृती 3.101

P
Q

M

N

R
S

25«. D ABC	मध्ये,	रयेख	AD	^	िाजू	BC,	
रयेख	BE	^	िाजू	AC,	रयेख	CF	^	िाजू	AB.	 
बिंद	ूO	हा	 ब्रोलंििंपात	आहये.	तर	 बिंदू	O	हा	 
D	DEF	चा	अंतमतुध्	होतो,	हये	बिद्	ध	करा.

rrr

ICT Tools or Links

बजओजयेब्ाच्ा	िहाय्ानये	बवबवध	वत्तुळये	काढा.
त्ांमध्ये	जीवा	व	सपब्तुका	काढून	ग्िधमतु	तपािा.

आकृती 3.103
D

E

O
F

A

B C

आकृती 3.102

A

B

C

E
D
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चला, शिकूया.

•  समरूप त्रिकोणाची रचना
 * दोन समरूप त्रिकोणांपैकी एका त्रिकोणाच्ा बाजू आत्ण दुसऱ्ा त्रिकोणाच्ा संग्त बाजू 
  ्ांचषे गुणोत्तर त्दलषे अस्ता दुसरा त्रिकोण काढणषे.
  (i) एकही त्शरोत्बंदू सामाईक नस्ताना. 
  (ii) एक त्शरोत्बंदू सामाईक अस्ताना.
•  व्तु्मळाची सपत्श्मका काढणषे.
 * व्तु्मळाला व्तु्मळावरील त्बंदू्तून सपत्श्मका काढणषे.
  (i) व्तु्मळकेंद्राचा उप्ोग करून.
  (ii) व्तु्मळकेंद्राचा उप्ोग न कर्ता.
 * व्तु्मळाला त्ाच्ा बाहषेरील त्बंदू्तून सपत्श्मका काढणषे.

जरा आठवूया.

खालील रचना आपण आधीच्ा इ्त्तांमध्षे त्शकलो आहो्त. त्ा रचनांची उजळणी करा.
•  त्दलषेल्ा रषेषषेला त््तच्ा बाहषेरील त्बंदू्तून समा्ंतर रषेषा काढणषे.
•  त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचा लंबदुभाजक काढणषे.
•  त्रिकोणाच्ा बाजू व कोन ्ांपैकी पुरषेसषे घटक त्दलषे अस्ता त्रिकोण काढणषे.
•  त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचषे त्दलषेल्ा संख्षेएवढषे समान भाग करणषे.
•  त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचषे त्दलषेल्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन करणषे.
•  त्दलषेल्ा कोनाशी एकरूप असलषेला कोन काढणषे.

इ्त्ता नववी्त ्तुमही शाळषेच्ा पररसराचा नकाशा ्त्ार करण्ाचा उपक्रम केला आहषे. एखादी इमार्त बांधण्ापूवशी 
त्ा इमार्तीचा आराखडा ्त्ार कर्ता्त. शाळषेचा पररसर आत्ण त्ाचा नकाशा, इमार्त आत्ण त््तचा आराखडा 
परसपरांशी समरूप अस्ता्त. भूगोल, वास्तुशासरि, ्ंरिशासरि इ. क्षेरिांमध ष्े समरूप आकृत्ा काढण्ाची गरज अस्तषे. 
त्रिकोण ही सवाां्त साधी बतं्दस्त आकृ्ती आहषे. महणून त्दलषेल्ा त्रिकोणाशी समरूप त्रिकोण कसा काढ्ता ्षे्तो, हषे 
पाहू्ा.

4 भौशमशतक रचना
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जाणून घेऊया.

समरूप शरिकोणाची रचना

एका त्रिकोणाच्ा बाजू त्दल्ा अस्ता, त्ाच्ाशी समरूप असणारा आत्ण गुणोत्तराची अट पूण्म करणारा त्रिकोण 
काढणषे.

दोन समरूप त्रिकोणांच्ा संग्त बाजू एकाच प्रमाणा्त अस्ता्त आत्ण त्ांचषे संग्त कोन एकरूप अस्ता्त. ्ाचा 
उप्ोग करून त्दलषेल्ा त्रिकोणाशी समरूप असणारा त्रिकोण काढ्ता ्षे्तो. 

उदा. (1)  D ABC ~ D PQR, D ABC मध्षे AB = 5.4 सषेमी, BC = 4.2 सषेमी, AC = 6.0 सषेमी. 
  ABः PQ = 3ः2 ्तर D ABC आत्ण D PQR काढा.

  प्रथम त्दलषेल्ा मापांचा D ABC काढा.

  D ABC आत्ण D PQR समरूप आहषे्त.

  \ त्ांच्ा संग्त बाजू एकाच प्रमाणा्त अाहषे्त.  

               AB

PQ
=

BC

QR
=

AC

PR
=

3

2
 .......... (I)  

  AB, BC, AC ्ा बाजूंच्ा लांबी माही्त असल्ानषे वरील समीकरणांवरून PQ, QR, PR ्ा  
  बाजूंच्ा लांबी त्मळ्तील.
  समीकरण [I] वरून 

  
5.4

PQ
=

4.2

QR
=

6.0

PR
=

3

2  

  \ PQ = 3.6 सषेमी, QR = 2.8 सषेमी आत्ण PR = 4.0 सषेमी

आकृती 4.1
कच्ी आकृती

PQAB

C

R
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  AB
A¢B = BC

BC¢ = AC
A¢C¢ = 5

3

  \ D ABC च्ा बाजू D A¢BC¢ च्ा संग्त बाजूंपषेक्ा मोठ्ा असणार.
  \ रषेख BC चषे 5 समान भाग केलषे ्तर त्ां्तील ्तीन भागांएवढी  रषेख BC¢ ची लांबी असषेल.
  D ABC काढून रषेख BC वरील त्बंदू B पासून ्तीन भागांएवढ्ा अं्तरावरील त्बंदू हा त्बंदू C¢ असला  
  पात्हजषे. त्बंदू C¢ मधून रषेख AC ला समां्तर काढलषेली रषेषा, रषेख BA ला ज्ा त्बंद्ूत छषेदषेल ्तो त्बंदू A¢  
  असषेल.

अशधक माशहतीसाठी 
काही वषेळा, त्दलषेल्ा त्रिकोणाशी समरूप असणारा जो त्रिकोण काढाव्ाचा आहषे, त्ाच्ा बाजू मोजपट् टीनषे 

मोजून काढ्ता ्षेण्ासारख्ा नस्ता्त. अशावषेळी, त्दलषेल्ा रषेषाखंडाचषे ‘त्दलषेल्ा संख ष्ेएवढषे भाग करणषे’ ्ा रचनषेचा 
उप्ोग करून त्रिकोणाच्ा बाजू काढ्ता ्षे्ता्त.

उदाहरणाथ्म. बाजू AB ची लांबी 11 6

3

.  सषेमी असषेल, ्तर 11.6 सषेमी लांबीच्ा रषेषाखंडाचषे 3 समान भाग 
करून AB रषेषाखंड काढ्ता ्षेईल.

कच्ी आकृती
आकृती 4.3

A

A¢

B CC¢

आकृती 4.2
AB

C

4.2
सषेमी

5.4 सषेमी

6.0
सषेमी

PQ

R

2.8
सषेमी

3.6 सषेमी

4.0
सषेमी

 D PQR च्ा सव्म बाजूंच्ा लांबी माही्त झाल्ानषे आपण त्ा त्रिकोणाची रचना करू.

उदा. (1) मधील रचनषे्त त्दलषेल्ा व काढाव्ाच्ा त्रिकोणां्त सामाईक त्शरोत्बंदू नवह्ता. एक त्शरोत्बंदू सामाईक 
असषेल ्तर त्रिकोण रचना पुढील उदाहरणा्त दाखवल्ाप्रमाणषे करणषे सो्ीचषे अस्तषे.

उदा.(2)  D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.
  D ABC शी समरूप असणारा D A¢BC¢ असा काढा 
  की AB ः A¢B = 5ः3
शवशलेषण ः B, A, A¢ हषे ्तसषेच B, C, C¢ हषे एकरषेषी् घषेऊ.
  D ABC ~ D A¢BC¢ \ Ð ABC = ÐA¢BC¢
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टीप  ः BC चषे पाच समान भाग कर्ताना, रषेषा BC  
  च्ा ज्ा बाजूला A आहषे त्ाच्ा त्वरुद ्ध  
  बाजूला B मधून एक त्करण काढून असषे  
  भाग करणषे सो्ीचषे अस्तषे. 
  त्ा त्करणावर BT1 = T1T2 = T2T3 =  
  T3T4 = T4T5 असषे समान भाग घ्ा.
  T5C जोडा व T1, T2, T3, T4, मधून  

  रषेख T5C ला समा्ंतर रषेषा काढा.

शवचार करूया.

समरूप त्रिकोण काढण्ासाठी सोब्तच्ा आकृ्ती्त 
दाखवल्ाप्रमाणषेही D A¢BC¢ काढ्ता ्षेईल. 
्ा आकृ्तीप्रमाणषे D A¢BC¢ काढाव्ाचा असषेल ्तर 
रचनषेच्ा पा्ऱ्ां्त कोण्ता बदल करावा लागषेल?

आकृती 4.6

A

A¢

B

C

C¢

   BA¢
BA  = BC

BC

¢  = 3

5
 महणजषेच, BA

BA¢ = BC
BC¢ = 5

3
 .......... व्स्त त्क्र्ा करून

रचनेचया पायऱयाः

(1) D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.
(2)  रषेख BC चषे पाच समान भाग करा.
(3) त्बंदू B पुढील त््तसऱ्ा त्बंदूस C¢ नाव द्ा. 
 \ BC¢ = 3

5
 BC

(4) आ्ता C¢ मधून रषेख CA ला समां्तर रषेषा काढा. 
 ्ती रषेख AB ला जषेथषे छषेद्तषे, त्ा त्बंदूला  A¢ नाव  
 द्ा.
(5) D ABC शी समरूप असणारा D A¢BC¢ हा  
 इष्ट त्रिकोण आहषे. 

आकृती 4.5

A

T1
T2 T3

T4
T5

B C

आकृती 4.4

A

A¢

CC¢B
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उदा.(3)   D ABC शी समरूप असणारा D A¢BC¢ असा काढा, की AB ः A¢B = 5ः7

शवशलेषण ः त्बंदू B, A, A¢ ्तसषेच त्बंदू B, C, C¢ एकरषेषी् घषेऊ.

   D ABC ~ D A¢BC¢ आत्ण AB ः A¢B = 5ः7

  \ D ABC च्ा बाजू D A¢BC¢ च्ा संग्त बाजूंपषेक्ा लहान असणार 

  ्तसषेच ÐABC @ ÐA¢BC¢ 
  ्ा बाबी त्वचारा्त घषेऊन कच्ी आकृ्ती काढू.

  आ्ता  
BC

BC′
=

5

7

  \ रषेख BC चषे 5 समान भाग केलषे ्तर त्ां्तील एका भागाच्ा 7 पट रषेख BC¢ ची लांबी असषेल. 

  \ D ABC काढून रषेख BC चषे पाच समान भाग करू. त्बंदू C¢ हा त्करण BC वर B पासून सा्त भाग 

     अं्तरावर असषेल.

  प्रमाणाच्ा मूलभू्त प्रमषे्ानुसार, त्बंदू C¢ मधून बाजू AC ला समां्तर रषेषा काढली ्तर ्ती वाढवलषेल्ा  

  त्करण BA ला ज्ा त्बंदू्त छषेद्तषे, ्तो A¢ हा त्बंदू असषेल. रषेख A¢C¢ काढून D A¢BC¢ हा अपषेत्क््त  

  त्रिकोण त्मळषेल.

रचनेचया पायऱया ः

(1) D ABC हा कोण्ताही एक त्रिकोण काढा.

(2) रषेख BC चषे 5 समान भाग करा. त्करण BC  वर त्बंदू C¢ असा घ्ा, की रषेख BC¢ ची लांबी रषेख BC  च्ा  

 एका भागाच्ा सा्त पट असषेल.

(3) रषेख AC ला C¢ मधून समा्ंतर रषेषा काढा. ्ती रषेषा त्करण BA ला जषेथषे छषेद्तषे, त्ा त्बंदूला A¢ हषे नाव द्ा.

  D A¢BC¢ हा D ABC  शी समरूप असलषेला इष्ट त्रिकोण आहषे.

आकृती 4.7
कच्ी आकृती

A

A¢

B
C C¢

आकृती 4.8

A

A¢

B C
1 2 3 4 5 6 7

C¢
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आकृती 4.9

समजा केंद्र C असलषेल्ा व्तु्मळावरील P त्बंदू्तून जाणारी, रषेषा l ही 
सपत्श्मका काढा्ची आहषे.
त्रिज्षेच्ा बाह्यटोकाशी काढलषेली लंबरषेषा ही त्ा व्तु्मळाची 
सपत्श्मका अस्तषे ्ा गुणधमा्मचा उप्ोग करू. समजा त्रिज्ा CP 
काढली ्तर रषेख CP ^ रषेषा l महणजषे त्रिज्ा CP ला त्बंदू P मधून 
जाणारी लंब रषेषा काढली की, ्ती अपषेत्क््त सपत्श्मका होईल.

P

l

C

रषेषषेवरील त्दलषेल्ा त्बंदू्तून जाणाऱ्ा, त्ा रषेषषेला लंब असणाऱ्ा रषेषषेची रचना ्षेथषे करावी लागषेल.महणून 
सो्ीसाठी त्करण CP काढून रषेषा l ची रचना करू.

रचनेचया पायऱया ः
(1) केंद्र C असलषेलषे एक व्तु्मळ काढा, त्ावर P  
 हा एक त्बंदू घ्ा.
(2) त्करण CP काढा.
(3) त्बंदू P मधून त्करण CX ला लंब रषेषा l काढा.
 रषेषा l ही, P त्बंदू्तून जाणारी व्तु्मळाची अपषेत्क््त  
 सपत्श्मका आहषे. आकृती 4.10

P XC

l

सरावसंच 4.1

1. D ABC ~ D LMN , D ABC असा काढा, की AB = 5.5 सषेमी, BC = 6 सषेमी, CA = 4.5 सषेमी  

 आत्ण BC

MN
 = 5

4
 ्तर D ABC व D LMN काढा.

2. D PQR ~ D LTR, D PQR मध्षे PQ = 4.2 सषेमी, QR = 5.4 सषेमी, PR = 4.8 सषेमी  

 आत्ण  PQ

LT
 = 3

4
 ्तर D PQR व D LTR काढा.

3. D RST ~ D XYZ, D RST मध्षे RS = 4.5 सषेमी, Ð RST = 40°, ST = 5.7 सषेमी  

 आत्ण RS

XY
 = 

3

5
 ्तर D RST व D XYZ काढा.

4. D AMT ~ D AHE, D AMT मध्षे AM = 6.3 सषेमी, Ð TAM = 50°, AT = 5.6 सषेमी  

 आत्ण AM

AH
 = 7

5
 ्तर D AHE काढा.

जाणून घेऊया.

शदलेलया वतु्मळाला तयावरील शबंदूतून सपशि्मका काढणे

(i) वतु्मळ केंद्ाचा उपयोग करून.
शवशलेषण ः 
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ii) वतु्मळ केंद्ाचा उपयोग न करता.
उदाहरण ः कोणत्ाही त्रिज ष्ेचषे एक व्तु्मळ काढा. त्ावर C हा कोण्ताही एक त्बंदू घ्ा. व्तु्मळ केंद्राचा उप्ोग न  
  कर्ता, त्बंदू C मधून जाणारी त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका काढा.

शवशलेषणः 
समजा, आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे रषेषा l 
ही त्बंदू C मधून जाणारी सपत्श्मका आहषे. रषेख 
CB ही जीवा आत्ण Ð CAB हा अ्ंतत्ल्मखख्त 
कोन काढला. सपत्श्मका - छषेत्दका कोनाच्ा  
प्रमषे्ानुसार ÐCAB @ ÐBCD. 
सपत्श्मका छषेत्दका कोनाच्ा प्रमषे्ाच्ा 
व्त्ासानुसार, 

जर ÐCAB @ ÐBCD, ्तर रषेषा l ही व्तु्मळाची सपत्श्मका अस्तषे. 
महणून रषेख CB ही व्तु्मळाची जीवा आत्ण ÐCAB हा अ्ंतत्ल्मखख्त कोन काढू. ÐBCD ्ा कोनाची रचना 
अशी करू ,की ÐBCD @ ÐBAC. 
रषेषा CD ही त्दलषेल्ा व्तु्मळाच्ा त्बंदू C मधून जाणारी त्ा व्तु्मळाची सपत्श्मका असषेल.

रचनेचया पायऱयाः

आकृती 4.11
l

A
B

C

D

(1) एक व्तु्मळ काढा. व्तु्मळावर C हा कोण्ताही  
 एक त्बंदू घ्ा.
(2) जीवा CB आत्ण अं्तत्ल्मखख्त ÐCAB  
 काढा.
(3) कंपासमध्षे सोत््सकर त्रिज्ा घषेऊन आत्ण  
 त्बंदू A केंद्र घषेऊन ÐBAC च्ा भुजांना त्बंदू  
 M व त्बंदू N मध्षे छषेदणारा कंस काढा.

(4) ्तीच त्रिज्ा आत्ण केंद्र C घषेऊन, जीवा CB ला छषेदणारा कंस काढा. छषेदनत्बंदूला R नाव द्ा.
(5) कंपासमध्षे MN एवढी त्रिज्ा घ्ा. केंद्र R घषेऊन आधी काढलषेल्ा कंसाला छषेदणारा आणखी एक कंस  
 काढा. त्ा छषेदनत्बंदूला D नाव द्ा. रषेषा CD काढा.रषेषा CD ही व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे. 

 (वरील आकृ्ती्त Ð MAN @ Ð BCD ्ाचषे कारण ध्ाना्त घ्ा. रषेषाखंड MN व रषेषाखंड RD  
 काढल्ास बाबाबा कसोटीनुसार D MAN @ D RCD. \ Ð MAN @ Ð BCD)

आकृती 4.12

A
BM

C

N
D

R
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समजा, आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे केंद्र O असलषेल्ा 
व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त त्बंदू P आहषे.त्बंदू P मधून 
काढलषेल्ा सपत्श्मका ्ा व्तु्मळाला त्बंदू A आत्ण  
त्बंदू B मध्षे सपश्म कर्ता्त. त्बंदू A आत्ण त्बंदू B  
्ांची व्तु्मळावरील सथानषे त्नखशच्त कर्ता आली, ्तर 
सपत्श्मका PA आत्ण PB काढ्ता ्षे्तील. कारण  
त्रिज्ा OA आत्ण OB काढल्ा ्तर 
त्रिज्ा OA ^ रषेषा PA आत्ण त्रिज्ा OB ^ रषेषा PB.

D OAP व D OBP हषे काटकोन त्रिकोण असून, OP त्ा दोनहींचा कण्म आहषे. रषेख OP व्ास असणारषे 
व्तु्मळ काढलषे ्तर ्तषे केंद्र O असणाऱ्ा व्तु्मळाला ज्ा त्बंदूं्त छषेदषेल, ्तषे A आत्ण B अस्तील. कारण अध्मव्तु्मळा्त 
अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला कोन काटकोन अस्तो.

रचनेचया पायऱयाः
(1) केंद्र O असलषेलषे कोणत्ाही त्रिज ष्ेचषे एक व्तु्मळ काढा.
(2) व्तु्मळाच्ा बाह्यभागा्त P हा एक त्बंदू घ्ा.
(3) रषेख OP काढा. रषेख OP चा लंबदुभाजक काढून  
 मध्त्बंदू M त्मळवा.
(4) केंद्र M व त्रिज्ा OM घषेऊन व्तु्मळ कंस काढा.
(5) हा व्तु्मळकंस त्दलषेल्ा व्तु्मळाला A आत्ण B त्बंदू्त छषेद्ताषे.
(6) रषेषा PA व रषेषा PB काढा. आकृती 4.14

PM

A

B

O

आकृती 4.13

P
O

A

B

  रषेषा PA व रषेषा PB ह्या व्तु्मळाच्ा अपषेत्क््त सपत्श्मका आहषे्त.

सरावसंच 4.2

1. केंद्र P व त्रिज्ा 3.2 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळाला त्ावरील M त्बंद्ूतून सपत्श्मका काढा.
2. 2.7 सषेमी त्रिज्ा असलषेलषे व्तु्मळ काढा. ्ा व्तु्मळाला त्ावरील त्बंदू्तून सपत्श्मका काढा.
3. 3.6 सषेमी त्रिज ष्ेचषे व्तु्मळ काढा. ् ा व्तु्मळाला त्ावरील कोणत्ाही त्बंदू्तून व्तु्मळकेंद्र त्वचारा्त न घषे्ता सपत्श्मका  
 काढा.
4. 3.3 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा.त्ामध्षे 6.6 सषेमी लांबीची जीवा PQ काढा. त्बंदू P व त्बंदू Q मधून व्तु्मळाला  
 सपत्श्मका काढा. सपत्श्मकांबाब्त ्तुमचषे त्नरीक्ण नोंदवा.

शदलेलया वतु्मळाला तयाबाहेरील शदलेलया शबंदूतून सपशि्मका काढणे.

शवशलेषण ः
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5. 3.4 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा.त्ामध्षे 5.7 सषेमी लांबीची जीवा MN काढा. त्बंदू M व त्बंदू N मधून
व्तु्मळाला सपत्श्मका काढा.

6. P केंद्र व 3.4 सषेमी त्रिज्ा घषेऊन एक व्तु्मळ काढा. व्तु्मळ केंद्रापासून 5.5 सषेमी अ्ंतरावर Q त्बंदू घ्ा.
Q त्बंदू्तून व्तु्मळाला सपत्श्मका काढा.

7. 4.1 सषेमी त्रिज्ा घषेऊन एक व्तु्मळ काढा. व्तु्मळ केंद्रापासून 7.3 सषेमी अ्ंतरावरील  त्बंदू्तून सपत्श्मका काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4

1. ्ोग् प्ा्म् त्नवडा ः
(1) व्तु्मळावरील त्दलषेल्ा त्बंदू्तून व्तु्मळाला काढ्ता ्षेणाऱ्ा सपत्श्मकांची संख्ा ............... अस्तषे.

(A) 3 (B) 2 (C) 1 (D) 0
(2) व्तु्मळाबाहषेरील त्बंदू्तून व्तु्मळाला जास्ती्त जास्त ............... सपत्श्मका काढ्ता ्षे्ता्त.

(A) 2 (B) 1 (C) एक आत्ण एकच    (D) 0
(3) जर  D ABC ~ D PQR ,  AB

PQ
= 7

5
 ्तर ...............

(A) D ABC मोठा असषेल. (B) D PQR मोठा असषेल.
(C) दोनही त्रिकोण समान अस्तील. (D) त्नखशच्त सांग्ता ्षेणार नाही.

2. केंद्र O असलषेलषे 3.5 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा. व्तु्मळ केंद्रापासून 5.7 सषेमी अ्ंतरावर त्बंदू P घ्ा. P त्बंदूमधून
व्तु्मळाची सपत्श्मका काढा.

3. कोण्तषेही एक व्तु्मळ काढा. त्ावर A हा त्बंदू घषेऊन त्ामधून व्तु्मळाची सपत्श्मका व्तु्मळकेंद्राचा उप्ोग न कर्ता
काढा.

4. 6.4 सषेमी व्ासाचषे व्तु्मळ काढा. व्तु्मळकेंद्रापासून व्ासाएवढ्ा अं्तरावर त्बंदू R घ्ा. ्ा त्बंद्ूतून व्तु्मळाच्ा
सपत्श्मका काढा.

5. केंद्र P असलषेलषे व्तु्मळ काढा. 100° मापाचा एक लघुकंस AB काढा. त्बंदू A व त्बंदू B मधून व्तु्मळाला
सपत्श्मका काढा.

6. केंद्र E असलषेलषे 3.4 सषेमी त्रिज्षेचषे व्तु्मळ काढा. व्तु्मळावर F त्बंदू घ्ा. त्बंदू A असा घ्ा, त्क E-F-A
आत्ण FA = 4.1 सषेमी. त्बंदू A मधून व्तु्मळाला सपत्श्मका काढा.

7. जर  D ABC ~ D LBN, D ABC मध्षे AB = 5.1 सषेमी, Ð B = 40°, BC = 4.8 सषेमी,
AC

LN
= 4

7
 ्तर  D ABC व  D LBN काढा.

8. D PYQ असा काढा की, PY = 6.3 सषेमी, YQ = 7.2 सषेमी, PQ = 5.8 सषेमी.

D XYZ हा D PYQ शी समरूप त्रिकोण असा काढा की, YZ
YQ

= 6

5
.

rrr
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चला, शिकूया.

•     अं्तराचषे सूरि   •     त्वभाजनाचषे सूरि  •     रषेषषेचा चढ

जरा आठवूया.

 संख्ारषेषषेवरील दोन त्बंदूं्तील अ्ंतर कसषे काढ्ता्त हषे आपल्ाला माही्त आहषे.

 P,Q आत्ण R त्बंदूंचषे त्नदचेशक अनुक्रमषे -1,-5 आत्ण 4 आहषे्त ्तर रषेख PQ,रषेख QR ्ांची लांबी काढा.

 त्बंदू A आत्ण B ्ांचषे त्नदचेशक x1 आत्ण x2 अस्तील, आत्ण x2 > x1 असषेल ्तर 
 रषेषाखंड AB ची लांबी = d(A,B) = x2 - x1 
 आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे त्बंदू P,Q आत्ण R ्ांचषे त्नदचेशक अनुक्रमषे -1,-5 आत्ण 4 आहषे्त.
               \ d(P, Q) = (-1)-(-5) = -1 + 5 = 4
 आत्ण  d(Q, R) = 4 - (-5) = 4 + 5 = 9
 हीच संकलपना वापरून आपण XY प्र्तला्तील,एकाच अक्ावर असणाऱ्ा दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढू.

जाणून घेऊया.

(1)  एकाच अक्ावरील दोन शबंदूतील अंतर काढणे. 
  एकाच अक्ावरील दोन त्बंदू महणजषे एकाच संख्ारषेषषेवरील दोन त्बंदू हो्त. X अक्ावरील त्बंदूंचषे त्नदचेशक  

  (2, 0), ( -5

2
, 0), (8, 0) असषे, ्तर Y अक्ावरील त्बंदूंचषे त्नदचेशक (0, 1), (0, 

17

2
),  (0, -3) असषे 

  अस्ता्त, हषे ध्ाना्त घ्ा.
  X अक्ाचा ऋण त्नदचेशक दाखवणारा भाग त्करण OX¢ आहषे व Y अक्ाचा ऋण त्नदचेशक दाखवणारा भाग  
  त्करण OY¢ आहषे.

आकृती 5.1

PQ
-2 1 5-3 20-4 3

O
-5 4

R
-1

5 शनदछेिक भूशमती
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 i) X-अक्ावरील दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढणषे.  ii) Y-अक्ावरील दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढणषे.

2) दोन शबंदूंना जोडणारा XY प्रतलातील रेषाखंड एखाद्ा अक्ाला समांतर असेल तर तया दोन शबंदूंतील अंतर  
 काढणे.

i) आकृ्ती्त रषेख AB हा X- अक्ाला समा्ंतर आहषे.  
 महणून त्बंदू A व त्बंदू B चषे y त्नदचेशक समान  
 आहषे्त.
 रषेख AL आत्ण रषेख BM हषे X-अक्ावर लंब  
 काढा. 
 \ c ABML हा आ््त आहषे. 
 \ AB = LM 
 परं्तु, LM = x2 - x1 
 \ d(A,B) = x2 - x1

ii) आकृ्ती्त रषेख PQ हा Y- अक्ाला समां्तर आहषे.
 महणून त्बंदू P व त्बंदू Q चषे x त्नदचेशक समान  
 आहषे्त.
 रषेख PR आत्ण रषेख QS हषे Y-अक्ावर लंब  
 काढा.
 \ c PQSR हा आ््त आहषे.
 \ PQ = RS
 परं्तु, RS = y2 - y1

 \ d(P,Q) = y2 - y1

   वरील आकृ्ती्त,
   A(x1, 0 ) आत्ण B(x2, 0) हषे दोन त्बंदू  
   X- अक्ावर असषे आहषे्त की, x2 > x1

   \ d(A, B) = x2 - x1

   वरील आकृ्ती्त,
   P(0, y1) आत्ण Q(0, y2) हषे दोन त्बंदू  
   Y- अक्ावर असषे आहषे्त की, y2 > y1

   \ d(P,Q) = y2 - y1

आकृती 5.4 आकृती 5.5

आकृती 5.2

A (x1, 0) B (x2, 0)
X` X

Y

Y`

O

आकृती 5.3

(0, y2) Q

(0, y1) P

XX`

Y

Y`

O

A(x1, y1)

L(x1, 0)

B(x2, y1)

M(x2, 0)
X` X

Y`

Y

O

P (x1, y2)(0, y2) R

Q (x1, y1)(0, y1) S

X` X
Y`

Y

O
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कृती ः
  आकृ्तीमध्षे रषेख AB || Y-अक् आत्ण  
  रषेख CB || X-अक् असून A, C त्बंदूंचषे  
  त्नदचेशक त्दलषे आहषे्त. 
  AC काढण्ासाठी खालील चौकटी भरा. 
  D ABC हा काटकोन त्रिकोण आहषे.
  पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ावरून,
  (AB)2 + (BC)2 = 
  AB, BC शोधण्ासाठी त्बंदू B चषे त्नदचेशक काढू. 

  CB || X- अक् \ B चा y त्नदचेशक = 

  BA || Y- अक् \ B चा x त्नदचेशक = 

  AB = 3  -  =   BC =  -  =  4  

  \ AC2 =  +  =  \ AC = 17

जाणून घेऊया.

अंतराचे सूरि(Distance formula)

आकृ्ती 5.7 मध्षे, A(x1, y1) आत्ण B(x2, y2) हषे 
XY प्र्तला्तील कोण्तषेही दोन त्बंदू आहषे्त.  
त्बंदू B मधून BP हा X-अक्ावर लंब काढा ्तसषेच त्बंदू 
A मधून AD हा रषेख BP वर लंब काढा.

रषेख BP हा Y-अक्ाला समां्तर आहषे. 

\ त्बंदू D चा x त्नदचेशक x2 आहषे.

रषेख AD हा X-अक्ाला समां्तर आहषे. 

 \ त्बंदू D चा y त्नदचेशक y1 आहषे.

 \  AD = d(A, D) = x2 - x1, 
 BD = d(B, D) = y2 - y1

 D ABD ्ा काटकोन त्रिकोणा्त,      AB = AD + BD2 2 2  

         = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  

       \ AB = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

   या शनषकषा्मला अंतराचे सूरि असे महणतात.

आकृती 5.6

XX`

B

Y

Y`

A(2, 3)

C(-2, 2)

4

1
-1

3

-3 2

-2

2

-2 3

-3

1

-1 0

आकृती 5.7

X
P

X`

Y

Y`

A
(x1, y1)

B(x2, y2)

D(x2, y1)

O
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  हषे लक्ा्त घ्ा की, x x y y x x y y2 1

2

2 1

2

1 2

2

1 2

2−( ) + −( ) = −( ) + −( )  

  मागील क्ृती्त आपण रषेख AC ची लांबी काढण्ासाठी AB, BC ्ा लांबी काढून पा्थागोरसचषे प्रमषे्  
वापरलषे. आ्ता अं्तराचषे सूरि वापरून आपण त्ाच रषेषाखंडांच्ा लांबी काढू.

   A(2, 3) आत्ण C(-2, 2) हषे त्दलषे आहषे.

   A(x1, y1) आत्ण C(x2, y2) मानू.

   x1 = 2, y1 = 3, x2 = -2, y2 = 2 

   AC = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

      = − −( ) + −( )2 2 2 3
2 2

      = −( ) + −( )4 1
2 2  

      = 16 1+  

      = 17

   रषेख AB || Y-अक् आत्ण रषेख BC || X-अक्. 
   \ त्बंदू B चषे त्नदचेशक (2, 2) आहषे्त.

   \ AB = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  = 2 2 2 3
2 2−( ) + −( )  = 0 1+  = 1

      BC = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  = − −( ) + −( )2 2 2 2
2 2  = −( ) +4 0

2  = 4

आकृ्ती 5.1 मधील P व Q ्ा त्बंदू्तील अं्तर (-1) - (-5) = 4; असषे आपण काढलषे हो्तषे. त्ाच त्बंदूंचषे 
त्नदचेशक प्र्तला्त (-1, 0) व (-5, 0) हषे असणार. अं्तराचषे वरील सूरि वापरून P व Q मधील अं्तर ्तषेवढषेच ्षेईल, 
हषे पड्ताळून पाहा.

XX`

B

Y

Y`

A(2, 3)

C(-2, 2)

O

आकृती 5.8

हे लक्ात ठेवूया.

•  आरंभत्बंदू O चषे त्नदचेशक (0, 0) अस्ता्त. महणून त्बंदू P चषे त्नदचेशक (x, y) अस्तील ्तर  
 d(O, P) = x y2 2+ .

•  P(x1, y1), Q(x2, y2) हषे दोन त्बंदू XY प्र्तलावर अस्तील ्तर 

 d(P, Q) = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

 महणजषेच, PQ2 = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )  = x x y y1 2

2

1 2

2−( ) + −( )  
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  P(-1, 1), Q(5,-7) ्ा दोन त्बंदूं्तील अं्तर काढा.
उकल ः P(x1, y1) आत्ण Q(x2, y2) मानू.
   x1 = -1,   y1 = 1,  x2 = 5,  y2 = -7

   अं्तराचषे सूरिानुसार  d(P, Q) = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )

    = 5 1 7 1
2 2

− −( )  + −( ) − 

    = 6 8
2 2( ) + −( )

    = 36 64+

        d(P, Q) = 100  =  10
      \ त्बंदू P आत्ण Q मधील अ्ंतर 10

उदा. (2)  A(-3, 2), B(1, -2) आत्ण C(9, -10) हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त हषे दाखवा.
उकल ः जर d(A, B); d(B, C) आत्ण d(A, C) ्ांपैकी दोन अं्तरांची बषेरीज त््तसऱ्ा अ्ंतराएवढी असषेल,  
   ्तरच त्बंदू A, B, C एकरषेषी् अस्तील.
   \ d(A, B), d(B, C) आत्ण d(A, C) काढू.
   त्बंदू A चषे त्नदचेशक त्बंदू B चषे त्नदचेशक      अं्तराचषे सूरि
        (-3, 2)     (1, -2) d(A,B) = x x y y2 1

2

2 1

2−( ) + −( )
        (x1, y1)     (x2, y2)

    \ d(A, B) = 1 3 2 2
2 2

− −( )  + −( ) −   .......... (अ्ंतराच्ा सरूिावरून)

       = 1 3 4
2 2+( ) + −( )

       = 16 16+

       = 32  = 4 2  ..........(I)

    d(B, C) = 9 1 10 2
2 2−( ) + − +( )

       = 64 64+  = 8 2  ..........(II)

   आत्ण d(A, C) = 9 3 10 2
2 2+( ) + − −( )

       = 144 144+  = 12 2  ..........(III)

       4 2  + 8 2  = 12 2    .......... (I), (II) आत्ण (III) वरून
   \ d(A, B) + d(B, C) = d(A, C) 
   \ A, B, C हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त.
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उदा. (3)  P(6, -6), Q(3, -7) आत्ण R(3, 3) हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त का ्तषे ठरवा.

उकल ः PQ  = 6 3 6 7
2 2−( ) + − +( )     .......... (अ्ंतराचषे सूरि वापरून)

    = 3 1
2 2( ) + ( )  = 10   .......... (I)

   QR = 3 3 7 3
2 2−( ) + − −( )

    = 0 10
2 2( ) + −( )  = 100   .......... (II)

   PR = 3 6 3 6
2 2−( ) + +( )

    = −( ) + ( )3 9
2 2  = 90  .......... (III)

   (I), (II) आत्ण (III) वरून 10 , 100  आत्ण 90  ्ांपैकी 100  ही सवाां्त मोठी संख्ा आहषे.

   100( )  आत्ण 10 90+( )  ्ा संख्ा समान आहषे्त का ्तषे पाहू. 

   ्ासाठी 100
2( )  आत्ण 10 90

2

+( )  ्ांची ्तुलना करा. 

   त्ावरून ्तुमच्ा लक्ा्त ्षेईल 10 90+( )  > 100( )   \ PQ + PR ¹ QR
   \ P(6, -6), Q(3, -7) आत्ण R(3, 3) हषे त्बंदू एकरषेषी् नाही्त.
   
उदा. (4)  (1, 7), (4, 2),  (-1, -1) आत्ण  (-4, 4) हषे चौरसाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त, हषे दाखवा.
उकल ः जषेवहा चौकोनाच्ा सव्म भुजा समान लांबीच्ा आत्ण कण्म समान लांबीचषे अस्ता्त ्तषेवहा ्तो चौकोन चौरस  
   अस्तो. \ सव्म बाजूंच्ा लांबी व कणाांच्ा लांबी अ्ंतराच्ा सरूिावरून काढू.
   समजा, A(1, 7), B(4, 2), C(-1, -1) आत्ण D(-4,4) हषे त्दलषेलषे त्बंदू आहषे्त.

   AB = 1 4 7 2
2 2−( ) + −( )   = 9 25+  = 34

   BC = 4 1 2 1
2 2+( ) + +( )  = 25 9+  = 34

   CD = − +( ) + − −( )1 4 1 4
2 2

 = 9 25+  = 34

   DA = 1 4 7 4
2 2+( ) + −( )   = 25 9+  = 34

   AC = 1 1 7 1
2 2+( ) + +( )  = 4 64+  = 68

   BD = 4 4 2 4
2 2+( ) + −( )  = 64 4+  = 68

   \ AB = BC = CD = DA आत्ण AC = BD

आकृती 5.9

A

B

C

D
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   ्ावरून असषे त्दस्तषे की, चौकोनाच्ा चारही बाजूंची लांबी समान आहषे ्तसषेच दोनही कण्म AC व BD  
   ्ांची लांबी समान आहषे्त.
   \ (1,7), (4,2),  (-1,-1) आत्ण  (-4,4) ्ा त्शरोत्बंदूंनी ्त्ार झालषेला चौकोन चौरस आहषे.

उदा. (5)  Y- अक्ावरील अशा त्बंदूचषे त्नदचेशक शोधा, की जो M (-5,-2)आत्ण N(3,2) पासून समान  
   अं्तरावर आहषे. 
उकल ः समजा, Y- अक्ावरील त्बंदू P(0, y)हा त्बंदू M व N पासून समान अ्ंतरावर आहषे.
    \ PM = PN \ PM2 = PN2

          \   [0 -(-5)]2 + [y -(-2)]2 =  (0 - 3)2 + (y - 2)2

         \  25 + (y + 2)2 = 9 + y2 - 4y + 4
    \ 25 + y2 + 4y + 4 = 13 + y2 - 4y
    `           \ 8y = -16 \ y = -2
   \ M (-5, -2) आत्ण N (3, 2) ्ा त्बंदूंपासून समान अं्तरावर असणाऱ्ा Y- अक्ावरील त्बंदूचषे  
        त्नदचेशक (0, -2) आहषे्त. 

उदा. (6)  A(-3, -4), B(-5, 0), C(3, 0) हषे D ABC चषे त्शरोत्बंदू आहषे्त. D ABC च्ा पररकेंद्राचषे  
   त्नदचेशक शोधा.
उकल ः समजा, त्बंदू P(a, b) हा D ABC चषे पररकेंद्र आहषे. \ P हा त्बंदू  A, B, C पासून समदूर आहषे.
  \ PA2 = PB2 = PC2 .......... (I) \ PA2 = PB2

               (a + 3)2 + (b + 4)2 = (a + 5)2 + (b - 0)2

 \a2 + 6a + 9 + b2 + 8b + 16 = a2 + 10a + 25 +b2

                          \ -4a + 8b = 0
                              \  a - 2b = 0 .......... (II)
                                  ्तसषेच PA2 = PC2 .......... (I) वरून
          \ (a + 3)2 + (b + 4)2 = (a - 3)2 + (b - 0)2

 \a2 + 6a + 9 + b2 + 8b + 16 = a2 - 6a + 9 + b2

                           \ 12a + 8b = -16
                             \ 3a + 2b = -4 .......... (III)
  समीकरण (II) आत्ण (III) सोडवून a = -1, b = -

1

2

  \ पररकेंद्राचषे त्नदचेशक (-1, -
1

2
) आहषे्त.

P(a,b)

A(-3,-4)

B
(-5,0)

C(3,0)

आकृती 5.10
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उदा. (7)  त्बंदू (x, y) हा (7, 1) आत्ण (3, 5) ्ांच्ापासून समदूर असषेल ्तर  y = x-2 दाखवा.
उकल ः समजा, P (x, y) हा त्बंदू A(7, 1) आत्ण B(3, 5) ्ांच्ापासून समदूर आहषे.
                                           \ AP = BP
                                          \ AP2 = BP2

                  \ (x - 7)2 + (y - 1)2 = (x - 3)2 + (y - 5)2

    \ x2 - 14x +49 + y2 - 2y + 1 = x2 - 6x + 9 + y2 - 10y +25
                                 \- 8x + 8y = -16
                                        \ x - y = 2
                                              \ y = x - 2

उदा. (8)  त्बंदू A (2,-2) आत्ण त्बंदू B (-1, y) ्ां्तील अं्तर 5 आहषे, ्तर y ची त्कंम्त काढा. 
उकल ः       \ AB2 = [(-1) - 2]2 + [y - (-2)]2 .......... अ्ंतराच्ा सूरिावरून
        \   52 = (-3)2 + (y + 2)2

        \  25 = 9 + (y + 2)2

        \  16 = (y + 2)2

    \   y + 2 = ± 16

    \   y + 2 = ± 4
    \ y = 4 - 2 त्कंवा y = -4 - 2
    \ y = 2   त्कंवा  y = -6
    \ y  ची त्कंम्त 2 त्कंवा -6 आहषे. 

सरावसंच 5.1

1. खाली त्दलषेल्ा त्बंदूंच्ा प्रत्षेक जोडी्तील अं्तर काढा. 
 (1) A(2, 3), B(4, 1)          (2) P(-5, 7),  Q(-1, 3)  (3) R(0, -3),  S(0, 5

2
)

 (4) L(5, -8), M(-7, -3)     (5) T(-3, 6), R(9, -10) (6) W( -7

2
, 4),  X(11, 4)

2. खालील त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त की नाही्त हषे ठरवा.
 (1) A(1, -3), B(2, -5), C(-4, 7)  (2) L(-2, 3), M(1, -3), N(5, 4)
 (3) R(0, 3), D(2, 1), S(3, -1)  (4) P(-2, 3), Q(1, 2), R(4, 1)
3. X- अक्ावरील असा त्बंदू शोधा की जो त्बंदू A(-3, 4) आत्ण B(1, -4) ्ांच्ापासून समदूर आहषे.
4. P(-2, 2), Q(2, 2) आत्ण R(2, 7)  हषे काटकोन त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त, हषे पड्ताळून पाहा. 
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आकृती 5.12

PA B6 10  आकृ्ती्त, AP = 6 आत्ण PB = 10.

 \ AP

PB
= =

6

10

3

5
                    

 हषेच वषेगळ्ा शबदां्त ‘त्बंदू P हा रषेख AB चषे 3ः5 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो’, असषे महण्ता्त. 
  जषेवहा एखाद्ा रषेषाखंडावरील त्बंदू त्ाच रषेषाखंडांचषे त्दलषेल्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो ्तषेवहा त्ा  
 त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक कसषे काढ्ता्त ्तषे पाहू. 

5. P(2, -2), Q(7, 3), R(11, -1) आत्ण S (6, -6) हषे  त्शरोत्बंदू असलषेला चौकोन समां्तरभुज आहषे हषे  
 दाखवा.
6. A(-4, -7), B(-1, 2), C(8, 5) आत्ण D(5, -4) हषे ABCD ्ा समभुज चौकोनाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त  
 हषे दाखवा.
7.  जर त्बंदू L(x, 7) आत्ण M(1, 15) ्ा्तील अ्ंतर 10 असषेल, ्तर x ची त्कंम्त काढा.
8.  A(1, 2), B(1, 6),  C(1 + 2 3 , 4) हषे समभुज त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त हषे दाखवा. 

जरा आठवूया.

 तीन समांतर रेषांचया आंतरछेदांचा गुणधम्म ः
 आकृ्ती्त रषेषा l || रषेषा m || रषेषा n, 
 रषेषा p व q ्ा छषेत्दका आहषे्त.

 \ AB

BC
=

DE

EF

जाणून घेऊया.

रेषाखंडांचे शवभाजन (Division of a line segment)

आकृती 5.11

m
n

p q

lA
B

C

D
E
F
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जाणून घेऊया.

शवभाजनाचे सरूि (Section formula)

 आकृ्ती 5.13 मध्षे, XY प्र्तला्तील रषेख AB वरील त्बंदू P, रषेख AB चषे m ः n ्ा गुणोत्तरा्त  
 त्वभाजन कर्तो.

 \ ्तीन समां्तर रषेषांच्ा आं्तरछषेदांच्ा गुणधमा्मनषे,  AP
PB

 = CQ
QD

 = m
n

     आ्ता, CQ = x - x1 आत्ण QD = x2 - x .......... (I) वरून

        \ 
x x

x x

m

n

−
−

=1

2
 

\ n(x - x1) = m (x2 - x)
\ nx - nx1 = mx2 - mx

\ mx + nx = mx2 + nx1

\ x(m + n) = mx2 + nx1

\ x = 
mx nx

m n
2 1+

+
  ्ाचप्रमाणषे त्बंदू A, P आत्ण B मधून Y- अक्ावर लंब काढून वरील प्रमाणषेच कृ्ती करून आपल्ाला  

  y
my ny

m n
=

+
+

2 1  त्मळषेल. 

  \ त्बंदू A(x1, y1) आत्ण B(x2, y2) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेख AB चषे m ः n ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन

    करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक 
mx nx

m n

my ny

m n
2 1 2 1+
+

+
+







,  अस्ता्त. 

आकृती 5.13

XX`

Y

Y`

A (x1
, y1

) P (x, y) B(x2, y2)

D(x2, 0)Q(x, 0)C(x1, 0)O

 A(x1, y1), B(x2, y2) आत्ण P(x, y) मानू.
 रषेख AC, रषेख PQ आत्ण रषेख BD हषे  
 X-अक्ावर लंब रषेषाखंड काढलषे.
 \ C(x1, 0); Q (x, 0) 
 आत्ण D (x2, 0).
 \    CQ = x - x1

 आत्ण QD = x2 - x

 ्तसषेच रषेख AC || रषेख PQ || रषेख BD.

.......... (I)}
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             x = mx nx

m n
2 1+

+
 

             = mx mx

m m
2 1+

+
       m = n

    = m x x

m
1 2

2

+( )

           = x x1 2

2

+

   y = my ny

m n
2 1+

+

     = my my

m m
2 1+

+
     m = n

     = m y y

m
1 2

2

+( )

    = y y1 2

2

+

  \ P ्ा मध्त्बंदूचषे  त्नदचेशक x x y y1 2 1 2

2 2

+ +





,  हषे आहषे्त. ्ालाच मधयशबंदूचे सूरि असषे महण्ता्त.

   आपण मागील इ्त्तषे्त दोन पररमषे् संख्ा a आत्ण b संख्ारषेषषेवर दाखवून, त्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचा 

   a + b
2

 हा मध्त्बंदू अस्तो हषे दाखवलषे हो्तषे. ्तो त्नषकष्म महणजषे आ्ता त्मळालषेल्ा सरूिाचा त्वत्शष्ट

   प्रकार आहषे. हषे लक्ा्त घ्ा.

��� सोडवलेली उदाहरणे ��� 
उदा.(1)  जर A(3,5)  आत्ण B(7,9) असून त्बंदू Q रषेख AB चषे 2ः3 ् ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्त असषेल, ्तर Q त्बंदूचषे  
   त्नदचेशक काढा. 
उकल  ः  त्दलषेल्ा उदाहरणा्त (x1, y1) = (3, 5) 
   आत्ण (x2, y2) = (7, 9) मानू.
     ्तसषेच, m ः n = 2ः3
   रषेषाखंडाच्ा त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार,

   x = 
mx nx

m n
2 1+

+
 =  2 7 3 3

2 3

23

5

× + ×
+

=   y
my ny

m n
=

+
+

2 1  = 2 9 3 5

2 3

33

5

× + ×
+

=

   \ त्बंदू Q चषे त्नदचेशक 23

5

33

5
,








आकृती 5.14

A (x1, y1) P (x, y)

रेषाखंडाचया मधयशबंदूचे सूरि (Mid-point formula)

  A(x1, y1) आत्ण B(x2, y2) हषे दोन त्बंदू असून त्बंदू P(x, y) हा रषेख AB चा मध्त्बंदू असषेल, ्तर  

  m = n आ्ता त्वभाजन सूरिानुसार, 
  x व y च्ा त्कम्ती त्लहू.

B (x2, y2)
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समजा, A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) हषे 
D ABC चषे त्शरोत्बंदू असून रषेख AD ही D ABC 
ची मध्गा आहषे. त्बंदू G(x, y) हा त्ा त्रिकोणाचा 
मध्गासंपा्तत्बंदू आहषे. 
त्बंदू D हा रषेख BC चा मध्त्बंदू आहषे.  

उदा.(2)  A(-4,2)  B(6,2) ्ा रषेषाखंडांचा त्बंदू P हा मध्त्बंदू आहषे. ्तर P त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
उकल ः  

आकृती 5.16

2

1

A(x1, y1)

C(x3, y3)

G(x, y)

B(x2, y2) D

आकृती 5.15

A (-4,2) B (6,2)P (x, y)

    (-4, 2) = (x1, y1) ; (6, 2) = (x2, y2) आत्ण त्बंदू P चषे त्नदचेशक (x, y) मानू. 

\ मध्त्बंदूच्ा सरूिानुसार,

  x = x x1 2

2

+  = − +4 6

2
 = 2

2
 = 1

y = y y1 2

2

+  = 2 2

2

+  = 4

2
 = 2

\ मध्त्बंदू P चषे त्नदचेशक (1,2) ्षे्तील. 

जरा आठवूया.

आपल्ाला माही्त आहषे की, त्रिकोणाच्ा मध्गा एकसंपा्ती अस्ता्त.
संपा्तत्बंदू (centroid) मध्गषेचषे 2ः1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो. 

जाणून घेऊया.

मधयगासंपातशबंदूचे सूरि (Centroid formula)

त्रिकोणाच्ा त््तनही त्शरोत्बंदूंचषे त्नदचेशक त्दलषे अस्ता त्वभाजन सूरिाचा वापर करून मध्गासंपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक 
कसषे काढ्ता ्षे्ता्त ्तषे आपण पाहू. 
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\  त्बंदू D चषे त्नदचेशक x = x x2 3

2

+ , y = y y2 3

2

+  .......... रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूच्ा सूरिानुसार

 त्बंदू G(x, y) हा D ABC चा मध्गासंपा्तत्बंदू आहषे. \ AG ः GD = 2 ः 1
\ रषेषाखंडाच्ा  त्वभाजनसूरिानुसार,

 x = 
2

2
1

2 1

2 3
1

x x
x

+





 + ×

+  = x x x2 3 1

3

+ +  = x x x1 2 3

3

+ +

 y = 
2

2
1

2 1

2 3
1

y y
y

+





 + ×

+
 = y y y2 3 1

3

+ +  = y y y1 2 3

3

+ +

 महणजषेच, त्शरोत्बंदू (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) असलषेल्ा त्रिकोणाच्ा मध्गासंपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक

 
x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +





,  अस्ता्त. 

 ्ालाच मधयगासंपातशबंदूचे सूरि महण्ता्त.

हे लक्ात ठेवूया.

• त्वभाजनाचषे सूरि 

   (x1, y1) आत्ण (x2, y2) ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे m ः n ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन

 करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक mx nx

m n

my ny

m n
2 1 2 1+
+

+
+







,  अस्ता्त. 

• मध्त्बंदूचषे सरूि 
   (x1, y1) आत्ण (x2, y2) ्ा दोन त्भन्न त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूचषे त्नदचेशक 

 x x y y1 2 1 2

2 2

+ +





,  अस्ता्त.

• मध्गासंपा्तत्बंदूचषे सूरि 
 (x1, y1), (x2, y2) आत्ण (x3, y3) हषे त्रिकोणाच्ा त्शरोत्बंदूचषे त्नदचेशक अस्तील ्तर मध्गासंपा्तत्बंदूचषे

 त्नदचेशक x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +





,  अस्ता्त. 
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��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  A(-7,4) आत्ण B(-6,-5) असून  त्बंदू T हा रषेख AB चषे 7ः2 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो, 
    ्तर T त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
उकल ः समजा, T चषे त्नदचेशक (x, y) आहषे्त.
   \ रषेषाखंडाच्ा  त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार,

   x = mx nx

m n
2 1+

+
 = 7 6 2 7

7 2

× −( ) + × −( )
+

 
   
    = - -42 14

9
 = -56

9
  
   y = my ny

m n
2 1+

+
 = 7 5 2 4

7 2

× −( ) + ×( )
+

 
    
    = − +35 8

9
 = -27

9
 = -3

   \ T त्बंदूचषे त्नदचेशक −
−








56

9
3,  ्षे्तील. 

उदा. (2)  त्बंदू P(-4, 6) हा A(-6, 10) आत्ण B(r, s) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाला 2ः1 ्ा गुणोत्तरा्त  
   त्वभाग्तो, ्तर त्बंदू B चषे त्नदचेशक काढा. 
उकल  ः रषेषाखंड त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार

          -4 = 
2 ´ r + 1 ´ (-6)

2 + 1

   \   -4 = 
2r - 6

3
   \ -12 = 2r - 6
   \       2r = -6
   \         r = -3

        6 = 
2 ´ s + 1 ´ 10

2 + 1

\   6 = 
2s + 10

3
\ 18 = 2s + 10
\ 2s = 8
\   s = 4

\ त्बंदू B चषे त्नदचेशक (-3, 4) आहषे्त.

उदा. (3)  A(15,5), B(9,20) आत्ण P(11,15) असून A-P-B. ्तर त्बंदू P हा  रषेख AB चषे कोणत्ा   
   गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो, ्तषे काढा.
उकल  ः त्बंदू P(11,15) रषेख AB चषे m ः n ्ा  गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो, असषे मानू. 
   \ त्वभाजनाच्ा सूरिानुसार,

आकृती 5.17

(-7, 4)

7

2

(x, y)
(-6, -5)T
B

A
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   x = mx nx

m n
2 1+

+

   \ 11 = 9 15m n

m n

+
+

   \ 11m + 11n = 9m + 15n

   \ 2m = 4n

   \ m
n

 = 4

2
 = 2

1

   \ त्वभाजन  गुणोत्तर 2 ः 1 आहषे. 

उदा. (4)  त्बंदू A (2,-2) आत्ण  B(-7,4) ्ांना जोडणाऱ्ा   रषेषाखंडाचषे त्रिभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे त्नदचेशक  
   काढा. 
   (रषेषाखंडावरील जषे दोन त्बंदू त्ा रषेषाखंडाचषे ्तीन समान भाग कर्ता्त, त्ा त्बंदूंना त्ा रषेषाखंडाचषे त्रिभाजक  
   त्बंदू महण्ता्त.)
उकल ः समजा, त्बंदू P आत्ण Q हषे त्बंदू A आत्ण त्बंदू B ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे त्रिभाजक त्बंदू  
   आहषे्त. महणजषेच त्बंदू P आत्ण Q मुळषे रषेख AB चषे ्तीन समान भाग हो्ता्त.
   AP = PQ = QB .......... (I)

   AP

PB
 = AP

PQ + QB
 = AP

AP + AP
 = AP

2AP
 = 1

2
 .......... (I) वरून

   त्बंदू P रषेख AB चषे 1ः2 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो.

्ाप्रमाणषे y - त्नदचेशकांच्ा त्कम्ती 
घालून ्षेणारषे गुणोत्तर त्क्ती ्षे्तषे ्तषे 
काढा. ्तुमचा त्नषकष्म त्लहा.

   P चा x त्नदचेशक = 1 7 2 2

1 2

× −( ) + ×
+

 = − +7 4

3
 = -3

3
 = -1

   P चा  y त्नदचेशक = 1 4 2 2

1 2

× + × −( )
+

 = 4 4

3

-  = 0

3
 = 0

   ्तसषेच Q त्बंदू रषेख AB चषे 2ः1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो. महणजषे 
AQ
QB

 = 2

1

   Q चा x त्नदचेशक = 2 7 1 2

2 1

× −( ) + ×
+

 = − +14 2

3
 = -12

3
 = -4

   Q चा y त्नदचेशक = 2 4 1 2

2 1

× + ×−
+

 = 8 2

3

-  = 6

3
 = 2

   \ रषेषाखंडाच्ा त्रिभाजक त्बंदूंचषे त्नदचेशक (-1, 0), (-4, 2) आहषे्त.

आकृती 5.18

A P Q B
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अशधक माशहतीसाठी ः
A आत्ण B ्ा त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे बाह्यत्वभाजन कसषे कर्ता्त पाहा. 
A(-4, 6), B(5, 10) असषे त्बंदू अस्तील ्तर AB रषेषाखंडाचषे 3ः1 ्ा गुणोत्तरामध ष्े बाह्यत्वभाजन  

 करणाऱ्ा त्बंदू P चषे त्नदचेशक कसषे काढ्ता ्षे्ता्त ्तषे पाहा. 
AP
PB

 = 3

1
 महणजषे AP, PB पषेक्ा मोठी असून A-B-P आहषे.

AP
PB

 = 3

1
 महणजषेच AP = 3k, BP = k, ्तर AB = 2k

   \ AB
BP

 = 2

1

आ्ता त्बंदू B हा रषेषाखंड AP चषे 2 ः 1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्तो.
 A व B चषे त्नदचेशक त्दलषे अस्ता P चषे त्नदचेशक काढा्ला आपण त्शकलो आहो्त.

सरावसंच 5.2

1. जर P त्बंदू हा A(-1,7) आत्ण  B(4,-3) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाचषे  2 ः 3 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन कर्त  
 असषेल ्तर P त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
2.  खालील प्रत ष्ेक उदाहरणा्त रषेख PQ चषे  a ः b ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन करणाऱ्ा  A ्ा  त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.
 (1) P(-3, 7), Q(1, -4), a ः b = 2 ः 1 
 (2) P(-2, -5), Q(4, 3), a ः b = 3 ः 4 
 (3) P(2, 6), Q(-4, 1), a ः b = 1 ः 2
3. P-T-Q असून, त्बंदू T(-1, 6) हा त्बंदू P(-3, 10) आत्ण  त्बंदू Q(6, -8) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाला  
 कोणत्ा गुणोत्तरा्त त्वभाग्तो?
4.  रषेख AB हा व्तु्मळाचा व्ास असून त्बंदू P हषे केंद्र आहषे. A(2, -3)आत्ण P (-2, 0) असल्ास B त्बंदूचषे  
 त्नदचेशक काढा. 
5. त्बंदू A(8, 9) आत्ण  B(1, 2) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेख AB चषे  P(k, 7) हा त्बंदू  कोणत्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन  
 कर्तो ्तषे काढा आत्ण k ची त्कंम्त काढा.
6. (22, 20) आत्ण  (0, 16) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूचषे  त्नदचेशक काढा.
7. खाली त्रिकोणांचषे त्शरोत्बंदू त्दलषेलषे आहषे्त. प्रत्षेक त्रिकोणाच्ा मध्गासंपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.           
 (1)(-7, 6), (2, -2), (8, 5) 
 (2) (3, -5), (4, 3), (11, -4) 
 (3) (4, 7), (8, 4), (7, 11)

आकृती 5.19(-4, 6)

(5, 10)
B

P

A
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अापण सपाट जत्मनीवर चाल्तो, ्तषेवहा  
 श्रम करावषे लाग्त नाही्त. चढावर चढ्ताना थोडषे  
 श्रम करावषे लाग्ता्त, माणसाला दम लागू शक्तो.  
 चढाच्ा रसत्ावरून जा्ताना गुरूतवाकष्मण  
 बलाच्ा त्वरुद् ध काम करावषे लाग्तषे, हषे आपण  
 त्वजाना्त पात्हलषे आहषे.

प्र्तली् त्नदचेशक भूत्म्ती्त रषेषषेचा चढ ही एक  
 महत्वाची संकलपना आहषे. खाली त्दलषेल्ा  
 कृ्ती्तून ही संकलपना समजून घषेऊ.

 
कृती I ः  
   सोब्तच्ा आकृ्ती्त A(-2, -5),  
   B(0,-2),  C(2,1),  D(4,4),  E(6,7) 
   हषे रषेषा l चषे त्बंदू आहषे्त. ्ा त्नदचेशकांचा  
   वापर करून ्त्ार केलषेल्ा पुढील  
   सारणीचषे त्नरीक्ण करा.  

8.  D ABC चा G हा मध्गासंपा्त आहषे. A, B व G ्ांचषे त्नदचेशक अनुक्रमषे (-14, -19), (3, 5) आत्ण  
 (-4, -7) आहषे्त. ्तर C त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा. 
9. मध्गासंपा्त G (1, 5) असलषेल्ा त्रिकोणाचषे A (h, -6), B (2, 3) आत्ण C (-6, k) त्शरोत्बंदू  
 आहषे्त, ्तर h आत्ण  k ची त्कंम्त काढा.
10. त्बंदू A (2, 7) आत्ण  B(-4, -8) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेख  AB चषे  त्रिभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे त्नदचेशक काढा.
11. A (-14, -10), B(6, -2)  असलषेल्ा रषेख  AB चषे चार एकरूप  रषेषाखंडां्त  त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे  
 त्नदचेशक काढा.
12. A (20, 10), B(0, 20)  असलषेल्ा रषेख  AB चषे पाच  एकरूप  रषेषाखंडां्त  त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूंचषे  
 त्नदचेशक काढा.

जाणून घेऊया.

रेषेचा चढ (Slope of a line)

A
B

C

D

E
l

X

Y

X¢

Y¢

4

41

3
(4, 4)

(6, 7)

(-2, -5)

-3 2

7

2
(2, 1)

-2 3

6

1

(0, -2)

-1

5

0

आकृती 5.20
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अ. 
क्र.

पत्हला 
त्बंदू

दुसरा 
त्बंदू

पत्हल्ा त्बंदूचषे 
त्नदचेशक 

(x1, y1)

दुसऱ्ा त्बंदूचषे 
त्नदचेशक 

(x2, y2)

y y

x x
2 1

2 1

-
-

1 C E (2, 1) (6, 7)
7 1

6 2

-
-

 = 6

4
 = 3

2
 

2 A D (-2, -5) (4, 4)
4 5

4 2

− −( )
− −( )

 = 9

6
 = 3

2

3 D A (4, 4) (-2, -5)
- -
- -

5 4

2 4
 = -

-
9

6
 = 3

2

4 B C -- -- --

5 C A -- -- --

6 A C -- -- --

 सारणी्तील उरलषेल्ा चौकटी भरून सारणी पूण्म करा. ्ाप्रमाणषे रषेषा l वरील त्बंदूंच्ा आणखी काही जोड्ा 

घ्ा आत्ण प्रत्षेक जोडीसाठी y y

x x
2 1

2 1

-
-

 हषे गुणोत्तर काढा. 

्ा क्ृती्तून लक्ा्त ्षे्तषे की, l रषेषषेच्ा (x1, y1) आत्ण (x2, y2) ्ा कोणत्ाही दोन त्बंदूंसाठी y y

x x
2 1

2 1

-
-

 हषे 
गुणोत्तर खसथर आहषे. 

रषेषा l चषे (x1, y1) आत्ण (x2, y2) हषे कोण्तषेही दोन त्बंदू अस्तील, ्तर y y

x x
2 1

2 1

-
-

 ह्या खसथर गुणोत्तराला  
रषेषा l चा चढ महण्ता्त. 

रषेषषेचा चढ सामान्पणषे m ्ा अक्रानषे दाखव्ता्त.

    \  m = 
y y

x x
2 1

2 1

-
-
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 (5)  X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी त्वशालकोन करणाऱ्ा n ्ा रषेषषेचा चढ ऋण अाहषे.

X-अक्, Y-अक् आशण अक्ांना समांतर रेषांचे चढ.
 आकृ्ती 5.22 मध्षे, (x1, 0) आत्ण (x2, 0) 
 हषे X- अक्ाचषे दोन त्बंदू आहषे्त.

 X- अक्ाचा चढ = 0 - 0
x2- x1

 = 0

 ्तसषेच, (0, y1) आत्ण (0, y2) हषे Y- अक्ाचषे 
 दोन त्बंदू आहषे्त.

 Y- अक्ाचा चढ = 
y2- y1

0 - 0  = 
y2- y1

0 , 

 परं्तु 0 नषे भाग्ता ्षे्त नसल्ानषे Y- अक्ाचा चढ ठरत्व्ता ्षे्त नाही.
 ्ाप्रमाणषेच रषेषा m सारख्ा X- अक्ाला समां्तर असलषेल्ा 
 कोणत्ाही रषेषषेचा चढ काढून पाहा. ्तो शून् ् षेईल. ्तसषेच, रषेषा l सारख्ा Y- अक्ाला समां्तर असलषेल्ा रषेषषेचा  
 चढ ठरत्व्ता ्षे्त नाही, असषे त्दसषेल.

 रेषेचा चढ – शरिकोणशमतीतील गुणोततर वापरून 

आकृ्ती 5.23 मध्षे, P(x1, y1) आत्ण Q (x2, y2) हषे रषेषा l वरील दोन त्बंदू आहषे्त. 

 रषेषा l ही X अक्ाला T त्बंदू्त छषेद्तषे.

 रषेख QS ^ X- अक्, रषेख PR ^ रषेख QS \ रषेख PR || रषेख TS .......... संग्त कोन कसोटी

 \ QR = y2 - y1 आत्ण PR = x2 - x1

कृती II ः आकृ्ती्त रषेषा l, t आत्ण n व त्ांवरील  
   काही त्बंदू त्दलषे आहषे्त. त्ावरून त्ा रषेषांचषे 
   चढ काढा.
   ्ुतमच्ा लक्ा्त ्षेईल की,
 (1)  रषेषा l आत्ण रषेषा t ्ांचषे चढ धन आहषे्त.
 (2)  रषेषा n चा चढ ऋण आहषे.
 (3)  रषेषा t चा चढ, रषेषा l च्ा चढापषेक्ा जास्त  
   आहषे.
 (4)  X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी लघुकोन  
   करणाऱ्ा l व t ्ा रषेषांचषे चढ धन अाहषे्त.

आकृती 5.21

t

n

l

A(4,0)
B(6,1)

C(3,4)

D(-1,0)
0 X

Y

आकृती 5.22

(x2, 0)(x1, 0)

(0, y1)

(0, y2)

l

m

X

Y

0
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दोन रषेषांचा चढ समान अस्तो ्तषेवहा त्ा रषेषा X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी समान मापाचषे कोन कर्ता्त.
\ त्ा दोन रषेषा समांं्तर अस्ता्त.

समांतर रेषांचा चढ (Slope of parallel lines)
कृती ः  

आकृ्ती 5.24 मध ष्े रषेषा l आत्ण रषेषा t ्ा दोनही रषेषांनी X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी केलषेला कोन q आहषे.

\  QR

PR
 = tanq .......... (II)

\  (I) व (II) वरून, y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = tanq

\  m = tanq

आ्ता रषेख PR || रषेख TS, छषेत्दका रषेषा l
\  ÐQPR = ÐQTS .......... संग्तकोन

्ावरून, रषेषषेनषे X-अक्ाच्ा धन त्दशषेशी केलषेल्ा 
कोनाचषे टॅन गुणोत्तर महणजषे त्ा रषेषषेचा चढ हो्, अशीही 
चढाची व्ाख्ा कर्ता ्षे्तषे. 

\ रषेषा l || रषेषा t .......... संग्त कोन कसोटी
रषेषा l वरील त्बंदू A(-3, 0) आत्ण त्बंदू B(0, 3)  

 त्वचारा्त घ्ा. रषेषा AB चा चढ काढा.
रषेषा AB चा चढ = 

y y

x x
2 1

2 1

-
-  

              
              = 

 - 

 - 
 =  

   
             = 

्ाचप्रमाणषे रषेषा t वरील सोत््सकर त्बंदू घषेऊन त््तचा 
चढ काढा. 

्ावरून समां्तर रषेषांचषे चढ समान अस्ता्त ्ाचा 
पड्ताळा ्तुमही घषेऊ शकाल.

\  QR

PR
 = 
y y

x x
2 1

2 1

-
-  .......... (I)

 रषेषा TQ ही X- अक्ाशी q कोन कर्तषे.

आकृती 5.24

A XX`

B

Y

Y`

t

l

(0,3)

(-3,0)
qq

0

आकृती 5.23

X

Y

q

qT

R

S

Q(x 2
, y 2

)

(x2- x1)
P(x 1

, y 1
)

(y2- y1)

l

O
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्ा त्ठकाणी q = 45° आहषे.
चढ, m = tanq हषे वापरूनही दोनही समां्तर रषेषांचषे चढ समान ्षे्ता्त हषे पड्ताळून पाहा.
्ाप्रमाणषे q = 30°, q = 60° घषेऊन समां्तर रषेषांचषे चढ समान अस्ता्त ्ाचा पड्ताळा घ्ा.

हे लक्ात ठेवूया.

X- अक्ाचा त्कंवा X- अक्ाला समां्तर रषेषषेचा चढ शून् अस्तो.
Y- अक्ाचा त्कंवा Y- अक्ाला समां्तर रषेषषेचा चढ ठरत्व्ता ्षे्त नाही.

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  A (-3, 5), आत्ण B (4, -1) ्ा त्बंदू्ंतून जाणाऱ्ा रषेषषेचा चढ काढा. 
उकल ः समजा, x1 = -3,  x2 = 4,  y1 = 5,  y2 = -1

   \ रषेषा AB चा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 
− −
− −( )
1 5

4 3
 = -6

7

उदा. (2)  P(-2, 3), Q(1, 2), R(4, 1) हषे त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त हषे दाखवा.
उकल ः P(-2, 3), Q(1, 2) आत्ण R(4, 1) हषे त्दलषेलषे त्बंदू आहषे्त.

   रषेषा PQ चा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 
2 3

1 2

−
− −( )  = -

1

3
              
   रषेषा QR चा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 = 1 2

4 1

-
-

 = -
1

3

   रषेषा PQ आत्ण रषेषा QR चा चढ समान आहषे.  
   पण त्बंदू Q दोनही रषेषांवर आहषे. 
   \ त्बंदू  P, Q, R हषे एकरषेषी् आहषे्त.

उदा. (3)  जर P(k, 0) आत्ण Q(-3, -2),हषे दोन त्बंदू जोडणाऱ्ा रषेषषेचा चढ 2

7
 असषेल, ्तर k ची त्कंम्त  

   काढा. 
उकल ः P(k, 0) आत्ण Q(-3, -2)
   रषेषा PQ चा चढ = - -

- -
2 0

3 k
 = -

- -
2

3 k

   रषेषा PQ चा चढ 2

7
 त्दला आहषे. 

   \ -
- -

2

3 k
 = 2

7
  \ k = 4
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उदा. (4)  A (6, 1), B (8, 2), C (9, 4) आत्ण D (7, 3) हषे c ABCD चषे त्शरोत्बंदू अस्तील ्तर  
   c ABCD समां्तरभुज चौकोन आहषे हषे दाखवा. 

उकल ः ्तुमहास माही्त आहषे की, रषेषषेचा चढ = y y

x x
2 1

2 1

-
-

 

   रषेषा AB चा चढ = 2 1

8 6

-
-

 = 1

2
  .......... (I)

   रषेषा BC चा चढ = 4 2

9 8

-
-

 = 2   .......... (II)

   रषेषा CD चा चढ = 3 4

7 9

-
-

 = 1

2
  .......... (III)

   रषेषा DA चा चढ = 3 1

7 6

-
-

 = 2   .......... (IV)

   रषेषा AB चा चढ = रषेषा CD चा चढ .......... (I) व (III) वरून
   \ रषेषा AB || रषेषा CD
   रषेषा BC चा चढ = रषेषा DA चा चढ .......... (II) व (IV) वरून
   \ रषेषा BC || रषेषा DA
   महणजषेच चौकोनाच्ा संमुख भुजांच्ा दोनही जोड्ा परसपरांना समा्ंतर आहषे्त.
   \ c ABCD समां्तरभुज चौकोन आहषे.

सरावसंच 5.3

1. रषेषांनी X-अक्ाच्ा धन त्दशषेशी केलषेलषे कोन त्दलषे आहषे्त, त्ावरून त्ा रषेषांचषे चढ काढा. 
 (1) 45°  (2) 60°  (3) 90°  
2. खाली त्दलषेल्ा त्बंदूं्तून जाणाऱ्ा रषेषांचषे चढ काढा. 
 (1) A (2, 3) आत्ण B (4, 7)  (2) P (-3, 1) आत्ण Q (5, -2) 
 (3) C (5, -2) आत्ण D (7, 3)  (4) L (-2, -3) आत्ण M (-6, -8) 
 (5) E(-4, -2) आत्ण F (6, 3)  (6) T (0, -3)  आत्ण S (0, 4)
3. खालील त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त की नाही्त, हषे ठरवा. 
 (1) A(-1, -1),    B(0, 1),    C(1, 3) (2) D(-2, -3),    E(1, 0),    F(2, 1)
 (3) L(2, 5),       M(3, 3),      N(5, 1) (4) P(2, -5),    Q(1, -3),    R(-2, 3)
 (5) R(1, -4),    S(-2, 2),     T(-3, 4) (6) A(-4, 4),    K(-2, 5

2
),    N(4, -2)

4. A (1, -1),B (0, 4),C (-5, 3) हषे त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू अाहषे्त, ्तर प्रत्षेक बाजूचा चढ काढा.  
5. A (-4, -7),B (-1, 2), C (8, 5) आत्ण D (5, -4) हषे ABCD ्ा समां्तरभुज चौकोनाचषे त्शरोत्बंदू  
 आहषे्त, हषे दाखवा.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



122

6. R(1, -1) आत्ण S (-2, k) असून RS ्ा  रषेषषेचा चढ -2  असषेल ्तर k ची त्कंम्त काढा. 
7. B(k, -5) आत्ण C (1, 2) ्ा  रषेषषेचा चढ 7  असषेल ्तर k ची त्कंम्त काढा.
8. P(2, 4), Q (3, 6), R(3, 1) आत्ण S(5, k) असून रषेषा PQ ही  रषेषा RS ला समा्ंतर आहषे, ्तर k ची  
 त्कंम्त काढा.

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5

1. ्ोग् प्ा्म् त्नवडून ररकाम्ा जागा भरा.  

 (1) रषेख AB, हा Y-अक्ाला समा्ंतर असून  A त्बंदूचषे त्नदचेशक (1,3) आहषे्त ्तर,  B त्बंदूचषे त्नदचेशक  ..........  
  असू शक्तील.
  (A)(3,1)      (B)(5,3)       (C)(3,0)       (D)(1,-3)

 (2) खालीलपैकी  ........ हा त्बंदू X- अक्ावर आरंभत्बंदूच्ा उजवीकडषे आहषे. 
  (A)(-2,0) (B)(0,2) (C)(2,3) (D)(2,0)

 (3) (-3,4) ्ा त्बंदूचषे आरंभत्बंदूपासून अं्तर  ...... आहषे.
  (A)7 (B) 1 (C) 5 (D)-5

 (4) एका रषेषषेनषे X- अक्ाच्ा धन त्दशषेशी 30° चा कोन केला आहषे, महणून त्ा रषेषषेचा चढ .......... आहषे. 

  (A) 
1

2
 (B) 3

2
 (C) 1

3
 (D) 3   

2. खालील त्बंदू एकरषेषी् आहषे्त की नाही्त, ्तषे ठरवा 
 (1) A (0,2) , B (1,-0.5), C (2,-3)   
 (2) P (1, 2) , Q (2, 8

5
) , R (3, 6

5
)

 (3) L (1,2) , M (5,3) , N (8,6)

3. P (0,6) आत्ण Q (12,20) ्ांना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाच्ा मध्त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा. 

4. A (3,8) आत्ण  B (-9,3) ्ा त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषाखंडाला Y- अक् कोणत्ा गुणोत्तरा्त त्वभात्ज्त  
 कर्तो?

5. X-अक्ावरील असा त्बंदू शोधा की जो P(2,-5) आत्ण Q(-2,9) पासून समदूर असषेल.

6. खालील त्बंदूं्तील अं्तरषे काढा. 
 (1) A (a, 0), B (0, a) (2) P (-6, -3), Q (-1, 9) (3) R (-3a, a), S (a, -2a)

7. एका त्रिकोणाचषे त्शरोत्बंदू A (-3,1), B (0,-2) आत्ण C (1,3) आहषे्त, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा पररकेंद्राचषे  
 त्नदचेशक काढा.
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8. खालील त्बंदूंना जोडणारषे रषेषाखंड त्रिकोण ्त्ार करू शक्तील का? त्रिकोण ्त्ार झाल्ास त्ाचा बाजूंवरून
होणारा प्रकार सांगा.
(1) L (6,4) , M (-5,-3) , N (-6,8)
(2) P (-2,-6) , Q (-4,-2), R (-5,0)
(3) A ( 2 , 2 ), B ( - 2 , - 2 ), C ( - 6 , 6 )

9. जर P (-12,-3) आत्ण Q (4, k) ्ा त्बंदू्ंतून जाणाऱ्ा रषेषषेचा चढ 1

2
 असषेल, ्तर k ची त्कंम्त काढा.

10. A(4, 8) आत्ण B(5, 5) ्ा त्बंदूंना जोडणारी रषेषा, C(2,4) आत्ण D(1,7) ्ा त्बंदूंना जोडणाऱ्ा रषेषषेला
समा्ंतर आहषे हषे दाखवा.

11. P(1,-2), Q(5,2), R(3,-1), S(-1,-5) हषे समां्तरभुज चौकोनाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त, हषे दाखवा.

12. जर P(2,1), Q(-1,3), R(-5,-3) आत्ण S(-2,-5) ्तर c PQRS हा आ््त आहषे हषे दाखवा.

13. A (-1, 1), B (5, -3) आत्ण C (3, 5) हषे त्शरोत्बंदू असलषेल्ा त्रिकोणाच्ा मध्गांच्ा लांबी काढा.

14«. जर D (-7, 6), E (8, 5)आत्ण F (2, -2) हषे त्रिकोणाच्ा बाजूंचषे  मध्त्बंदू अस्तील, ्तर त्ा त्रिकोणाच्ा
मध्गा संपा्तत्बंदूचषे त्नदचेशक काढा. 

15. A(4, -1), B(6, 0), C(7, -2) आत्ण D(5, -3) हषे चौरसाचषे त्शरोत्बंदू आहषे्त हषे दाखवा

16. A(7, 1), B(3, 5) आत्ण C(2, 0) त्शरोत्बंदू असलषेल्ा त्रिकोणाच्ा पररव्तु्मळाच्ा केंद्राचषे त्नदचेशक आत्ण
पररव्तु्मळाची त्रिज्ा काढा.

17. जर A(4,-3) आत्ण B(8,5), ्तर रषेख AB चषे 3ः1 ्ा गुणोत्तरा्त त्वभाजन करणाऱ्ा त्बंदूचषे त्नदचेशक काढा.

18«. A(-4, -2), B(-3, -7) C(3, -2) आत्ण D(2, 3) हषे त्बंदू क्रमानषे जोडलषे ्तर ्त्ार होणाऱ्ा ABCD ् ा
चौकोनाचा प्रकार त्लहा.

19«. रषेख AB  वरील त्बंदू P, Q, R व S ्ांच्ामुळषे त्ा रषेषाखंडाचषे पाच एकरूप भाग हो्ता्त. 
जर A-P-Q – R-S-B आत्ण Q(12, 14), S(4, 18) ; ्तर A, P, R आत्ण B चषे त्नदचेशक काढा.

20. P (6,-6), Q (3,-7) आत्ण R (3,3) ्ां्तून जाणाऱ्ा व्तु्मळाच्ा केंद्राचषे त्नदचेशक काढा.

21«. समा्ंतरभुज चौकोनाच्ा ्तीन त्शरोत्बंदूंचषे त्नदचेशक A (5,6), B (1,-2) आत्ण C (3,-2) अस्तील ्तर चौथ्ा  
 त्बंदूच्ा त्नदचेशकांच्ा शक् त्ा सव्म जोड्ा काढा. 

22. A (1,7), B (6,3) C (0,-3) आत्ण  D (-3,3) हषे त्शरोत्बंदू असलषेला एक

चौकोन आहषे. त्ा चौकोनाच्ा प्रत्षेक कणा्मचा चढ काढा.

rrr
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जरा आठिू्या.

1. सोितच्ा आिृतीिरून ररिाम्ा जागा भरा.

• करििोणकमती् गुणोततरये • करििोणकमती् कनत्समानता

• उन्नतिोन ि अिनत िोन • उंची ि अंतरये ्ांिरील उदाहरणये

sin q =  , cos q =   ,

2. पुढील गुणोततरांमधील संिंध पणूभा िरा.

(i) 
sin

cos

q
q

 = (ii) sin q =  cos (90 - ) 

(iii) cos q = sin (90 - ) (iv) tan q tan (90 - q) =

3. पुढील समीिरण पूणभा िरा.
sin2 q +  cos2 q =

4. पुढील करििोणकमती् गुणोततरांच्ा किमती कलहा.

(i) sin30° = 1
(ii) cos30° = (iii) tan30° =

(iv) sin60° = (v) cos45° = (vi) tan45° =

इ्तता नििीमध्ये आपण लघिुोनाची िाही करििोणकमती् गुणोततरये अभ्ासली आहयेत. ् ािषषी लघुिोनाचीच  
आणखी िाही करििोणकमती् गुणोततरये आपण अभ्ासणार आहोत.

चला, स्क्ूया.

A

B Cq

आकृती 6.1 tan q = 

6 सरिकोणसमती
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A

BC q

आकृती 6.2

      अाक्ृती 6.2 मध ष्े, 

  sinq = 
AB
AC 

 

\  cosecq = 1

sinq
 

   = 
1

AB
AC   

   = 
AC
AB 

 

 महणजषेच, cosecq = 
कण्म

संमुख बाजू           

   tanq = 
AB
BC 

 

\  cot q = 
1

tanq  

    = 
1

AB
BC

 cot q = 
BC
AB 

 = 
लग्तची बाजू 
संमुख बाजू

  cosq = 
BC
AC 

  secq = 
1

cosq

   = 1
BC
AC

   = 
AC
BC 

 महणजषेच, secq = 
कण्म

लग्तची बाजू  

  tanq =
sinq
cosq

 हषे ्तुमहाला माही्त आहषे.

\ cot q = 
1

tanq

   = 1
sin
cos

q
q

   =
cos q
sin q

\ cot q = cos q
sin q

जाणून घेऊया.

कोसेक, सेक आशण कॉट गुणोततरे (cosec, sec and cot ratios)

कोनाच्ा साइन गुणोत्तराच्ा व्स्त गुणोत्तराला कोसीकॅंट (cosecant) गुणोत्तर महण्ता्त. 

्तषे थोडक्ा्त cosec असषे त्लत्ह्ता्त. \ cosecq = 
1

sinq

्तसषेच कोसाइन आत्ण टँजंट गुणोत्तरांच्ा व्स्त गुणोत्तरांना अनुक्रमषे सीकॅंट  (secant) आत्ण कोटँजंट 
(cotangent) गुणोत्तरषे महण्ता्त; आत्ण ्ती थोडक्ा्त अनुक्रमषे sec आत्ण cot अशी त्लत्ह्ता्त. 

\ secq = 
1

cosq  आत्ण cotq = 1

tanq
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अशधक माशहतीसाठी

 थोर भार्ती् गत्ण्ती आ््मभट ्ांचा जनम इ.स. 476 मध ष्े कुसुमपूर ्षेथषे 
झाला. हषे सथान सध्ाच्ा त्बहारमधील पाटणा ्ा शहराजवळ हो्तषे. त्ानंी 
अंकगत्ण्त, बीजगत्ण्त आत्ण भूत्म्ती ्ा गत्ण्ताच्ा शाखा्ंत भरीव का््म 
केलषे. ‘आ््मभटी्’ ्ा गं्था्त अनषेक गत्ण्ती त्नषकष्म त्ांनी सरूिरूपा्त त्लहून 
ठषेवलषे आहषे्त. उदाहरणाथ्म, 
(1) अंकगत्ण्ती श्रषेढी्तील n वषे पद काढण्ाचषे आत्ण पत्हल्ा n पदांच्ा  
    बषेरजषेचषे सूरि
(2) 2  ची त्कंम्त काढण्ाचषे सूरि
(3) p ्ा संख्षेची 3.1416 ही चार दशांश सथळांप्ां्त बरोबर असषेलली त्कंम्त, इत्ादी.

खगोलशासरिाच्ा अभ्ासा्त त्ांनी त्रिकोणत्म्तीचा वापर केला आत्ण ज्या गुणोत्तर (sine ratio) 
ही संकलपना प्रथमच वापरली.

जगा्तील गत्ण्ताच्ा त्ांच्ा काळा्तील जानाचा त्वचार कर्ता त्ांची गत्ण्ता्तील कामत्गरी उत्तुंग 
हो्ती. त्ामुळषे त्ाचं्ा गं्थाचा प्रसार संपणू्म भार्ता्त, ्तसषेच अरबस्तानामाफ्फ्त ्ुरोपमध्षेही झाला हो्ता.

पृथवी खसथर असून सू् ्म, चंद्र व ्तारषे त्वत्शष्ट क्रमानषे पृथवीभोव्ती त्फर्ता्त असषेच त्ाकाळच्ा सव्म 
त्नरीक्कांचषे म्त हो्तषे. पर्ंतु नावषे्तून जाणाऱ्ाला काठावरील झाडषे व वस्तू उलट त्दशषेला जा्त असल्ाचा 
भास हो्तो, ्तसाच भास सू््म, ्तारषे इत्ादींबाब्त पृथवीवरील लोकांना हो्तो; महणजषे पृथवी भ्रमण कर्तषे असषे 
आ््मभटी्ा्त त्लत्हलषे आहषे.

19 एत्प्रल 1975 ् ा त्दवशी भार्तानषे आपला पत्हला उपग्ह अवकाशा्त प्रक्षेत्प्त केला. ् ा उपग्हाला 
‘आ््मभट’ हषे नाव दषेऊन दषेशानषे ्ा श्रषेष्ठ गत्ण्तीचा ्थोत्च्त गौरवच केला.

  
हे लक्ात ठेवूया.

त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांमधील परसपरसंबंध 
cosec, sec आत्ण cot ्ा गुणोत्तरांच्ा व्ाख्ांवरून,

• 
1

sinq  = cosec q  \ sin q ´ cosec q = 1

• 
1

cosq  = sec q  \ cos q ´ sec q = 1

• 
1

tanq  = cot q  \ tan q ´ cot q = 1
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AB

C

q

आकृती 6.3

* 0°,30°,45°,60° आत्ण  90°  मापाच्ा कोनांच्ा त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांची सारणी.

त्रिकोणत्म्ती् 
गुणोत्तर

कोनाचषे माप (q)

0° 30° 45° 60° 90°

sin q 0
1

2

1

2
3

2
1

cos q 1 3

2

1

2

1

2
0

tan q 0
1

3
1 3 ठरव्ता ्षे्त नाही

cosec q

= 1
sin q

ठरव्ता ्षे्त नाही 2 2
2

3
1

sec q

= 1
cos q

1
2

3
2 2 ठरव्ता ्षे्त नाही 

cot q

= 1
tan q

ठरव्ता ्षे्त नाही 3 1
1

3
0

जाणून घेऊया.

शरिकोणशमतीय शनतयसमानता (Trigonometrical identities)

  सोब्तच्ा आकृ्ती 6.3 मध ष्े D ABC ्ा काटकोन त्रिकोणा्त, ÐB= 90°

  (i) sinq = BC
AC 

  (ii) cosq = 
AB
AC 

   

  (iii) tanq = 
BC
AB 

  (iv) cosecq = AC
BC 

  

  (v) secq = 
AC
AB 

  (vi) cotq =  AB
BC

   

  ्तसषेच, पा्थागोरसच्ा त्सद्धां्तानुसार,  
  BC2 + AB2 = AC2 . . . . .(I)
  समीकरण (I) च्ा दोनही बाजूंस AC2 नषे भागून 

  BC2+ AB2

AC2  = 
AC2

AC2 
BC2+ AB2

AC2
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 \  BC2

AC2 
 + AB2

AC2 
 = 1

 \  BC

AC

AB

AC






 + 






 =

2 2

1

 \(sinq)2 + (cosq)2 = 1 .... [(sinq)2  हषे sin2q असषे आत्ण (cosq)2  हषे cos2q असषे त्लत्ह्ता्त.]

  sin2 q + cos2 q = 1 .......... (II)
  आ्ता समीकरण (II) च्ा दोनही बाजूंस sin2q  नषे भागून 

  
sin

sin

cos

sin sin

2

2

2

2 2

1θ
θ

θ
θ θ

+ =
 

  1 + cot2 q = cosec2 q .......... (III)
  ्तसषेच, समीकरण (II) च्ा दोनही बाजूंस cos2q  नषे भागून 

  
sin

cos

cos

cos cos

2

2

2

2 2

1θ
θ

θ
θ θ

+ =

   tan2 q + 1 = sec2 q 
  1 + tan2 q = sec2 q .......... (IV)
  समीकरण (II), (III), व (IV) ्ा मूलभू्त त्रिकोणत्म्ती् त्नत्समान्ता आहषे्त.

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  जर sinq = 20

29
 असषेल ्तर cosq  ची त्कंम्त काढा. 

उकल ः रीत I 
  आपणास माही्त आहषे की 
  sin2 q + cos2 q = 1

  20

29

2






  + cos2 q = 1

  400

841
 + cos2 q = 1

  cos2 q = 1 - 400

841

           = 441

841
 

 दोनही बाजूंची वग्ममुळषे घषेऊन.

           \ cosq = 21

29

रीत II 

sinq = 20

29
 

आकृ्तीवरून sinq = AB
AC 

 
\ AB = 20k व AC = 29k
     BC = x मानू.
पा्थागोरसच्ा त्सद्धां्तानषे
 AB2+ BC2 = AC2

                       (20k)2+ x2 = (29k)2

 400k2+ x2 = 841k2

  x2 = 841k2 - 400k2

     = 441k2

                \  x = 21k 

        \ cos q = BC
AC 

 = 21k
29k 

 = 21
29 

 

आकृती 6.4

20k
29k

A

B Cx
q

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



129

उदा. (2)  जर secq = 25

7
  ्तर tanq ची त्कंम्त काढ़ा.  

उकल ः रीत I         रीत II

            \ 5sinq = 12cosq

  \ sin

cos

q
q

 = 12

5

    \ tanq = 12

5
  आपणास माही्त आहषे की,
   1+ tan2q = sec2q

 \1+ 12

5

2






 = sec2q

 \ 1 + 144

25
 = sec2q

 \ 25 144

25

+  = sec2q

 \     sec2q = 169

25

 \      secq = 13

5

  

 \cosq = 5

13

 आ्ता, sin2q + cos2q = 1

            \ sin2q = 1 - cos2q

 \sin2q = 1 - 5

13

2








   

        = 1 - 25

169

         = 144

169

 \ sinq = 12

13

        \ cosecq = 
13

12
 

  आपणास माही्त आहषे की,
         1+ tan2q  = sec2q

        \  1+ tan2q  = 
25

7

2








        \     tan2q  = 
625

49  - 1

      = 
625 49

49

-

       = 
576

49

        \      tanq  = 24

7
 

उदा. (3)  जर 5sinq- 12cosq = 0 असषेल  ्तर secq आत्ण cosecq च्ा त्कंम्त काढा.  
उकल ः  5sinq- 12cosq = 0

आकृ्तीवरून,

 sec q = PR
PQ 

 

     \ PQ = 7k, PR = 25k

 पा्थागोरसच्ा प्रमषे्ानषे,

 PQ2 + QR2 = PR2

     \ (7k)2 + QR2 = (25k)2

     \ QR2 = 625k2 - 49k2 = 576k2

     \ QR = 24k

आ्ता, tan q = QR
PQ 

 = 24k
7k

 = 24
7

आकृती 6.5

7k

25k

PQ

R

x

q
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उदा. (4)  cosq  = 3

2
 ्तर 1

1

−
+

sec

cosec

θ
θ

 ची त्कंम्त काढा.

उकल ः  रीत I      रीत II

उदा. (5)  दाखवा की,  secx + tanx = 
1

1

+
−

sin

sin

x

x

उकल ः  sec x + tan x = 
1

cos

sin

cosx

x

x
+

   = 1+ sin

cos

x

x

   = 
( sin )

cos

1 2

2

+ x

x
 

   = 1 1

1 2

+( ) +( )
−

sin sin

sin

x x

x

   = 
( sin )( sin )

( sin )( sin )

1 1

1 1

+ +
− +

x x

x x

   = 1

1

+
−

sin

sin

x

x
 

  cosq  = 3

2
 \ secq = 2

3
  sin2q + cos2q = 1

  \ sin2q + 3

2

2








  = 1

  \ sin2q = 1- 3

4
 = 1

4

  \ sinq = 1

2
  \  cosecq = 2

  \ 1

1

−
+

sec

cosec

θ
θ

 = 
1

2

3
1 2

−

+

          = 

3 2

3
3

-

          = 3 2

3 3

-

    cosq  = 3

2

  cos 30° = 3

2
 हषे माही्त आहषे.

 \     q = 30°
 \ sec q = sec 30° = 2

3

  cosec q = cosec 30° = 2

  \ 1

1

−
+

sec

cosec

θ
θ

 = 
1

2

3
1 2

−

+

          = 

3 2

3
3

-

          = 3 2

3 3

-
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उदा. (6)  पुढील समीकरणा्ंतून q चषे त्नरसन करा.
  x = a cot q - b cosec q
  y = a cot q + b cosec q
उकल ः  x = a cot q - b cosec q  .......... (I)
  y = a cot q + b cosec q  .......... (II)
  समीकरण (I) व (II) ्ांची बषेरीज करून.
  x + y = 2a cot q

  \ cot q = 
x + y

2a
  .......... (III)

  समीकरण (II) मधून (I) वजा करून,
  y - x = 2b cosec q
  \ cosec q = y x

b

-
2

  .......... (IV)

   आ्ता, cosec2q - cot2q = 1

  \ y x

b

y x

a

−





 −

+





2 2

2 2

= 1

   \ 
y x

b

y x

a

−( )
−

+( )
4 42

2

2

2

= 1

                     त्कंवा  
y x

b

y x

a

−





 −

+







2 2

 = 4

सरावसंच 6.1

1. जर sinq = 
7

25
  ्तर cosq व  tanq च्ा  त्कम्ती काढा.

2. जर tanq = 3

4
  ्तर secq व  cosq च्ा  त्कम्ती काढा.

3. जर cotq = 40

9
  ्तर cosecq व  sinq च्ा  त्कम्ती काढा.

4. जर 5secq- 12cosecq = 0 असषेल  ्तर secq, cosq व sinq  च्ा त्कम्ती शोधा.  

5. जर  tanq = 1 ्तर sin cos

sec cosec

θ θ
θ θ

+
+

 ची त्कंम्त काढा.

6. त्सद्ध करा. 

 (1) 
sin

cos

2 q
q  + cosq = secq

 (2)  cos2q(1 + tan2q) = 1

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



132

आकृती 6.6

लंब आहषे्त, हषे दाखवण्ासाठी आपण आक्ृती्त लंब रषेषाखंडांचा उप्ोग करू. आपण त्नरीक्काची उंची लक्ा्त घषेणार 
नाही, सामान्पणषे त्नरीक्काची दृष्टी त्क्त््तजसमां्तर आहषे असषे मानू.

 (3) 1

1

−
+

sin

sin

θ
θ

= secq - tanq

 (4) ( secq - cosq)( cotq + tanq) =  tanq  secq

 (5)  cotq + tanq = cosecq  secq

 (6) 
1

sec tanθ θ−  = secq + tanq

 (7) sec4q - cos4q = 1 - 2cos2q

 (8) secq + tanq = 
cos

sin

θ
θ1−  

 (9) जर tanq + 
1

tanq  = 2  ्तर दाखवा की tan2q + 
1

tan2 q 
 = 2 

 (10) 
tan

tan

cot

cot

A

A

A

A1 12 2 2 2
+( )

+
+( )  = sin A cos A

 (11) sec4A (1 - sin4A) - 2tan2A = 1

  (12) 
tan

sec

θ
θ −1

 = tan sec

tan sec

θ θ
θ θ
+ +
+ −

1

1

जाणून घेऊया.

शरिकोणशमतीचे उपयोजन (Application of trigonometry)

 बरषेचदा आपल्ाला मनोऱ्ाची, इमार्तीची 
त्कंवा झाडाची उंची, ्तसषेच जहाजाचषे दीपगृहापासूनचषे 
अं्तर त्कंवा नदीच्ा पारिाची रुदंी इत्ादी जाणावी 
लाग्ता्त. ही अ्ंतरषे आपण प्रत्क्ा्त मोजू शक्त नाही 
परं्तु त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांचा उप्ोग करून उंची 
त्कंवा अ्ंतरषे ठरवू शक्तो. 
 उंची त्कंवा अं्तरषे ठरत्वण्ासाठी, त्दलषेली 
मात्ह्ती दश्मत्वणारषे कच्षे त्चरि आपण आधी ्त्ार 
करू. झाडषे, टषेकड्ा, मनोरषे अशा वस्तू जत्मनीला 
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 प्रथम आपण काही संबत्ध्त संजांचा अभ्ास करू 
 (i) दृष्ीरेषा (Line of vision) ः 

 त्बंदू ‘A’ ् ा त्ठकाणी उभा असलषेला त्नरीक्क त्बंदू ‘B’ कडषे पाह्त असषेल ्तर रषेषा AB ला दृष्टी रषेषा महण्ता्त.

 (ii) उन्नतकोन ( Angle of elevation) ः 

 जेवहा आपण शक्तीज समांतर रेषेचया वरचया शदिेला पाहतो तेवहा होणारा कोन उन्नतकोन असतो. 
 जेवहा आपण शक्तीज समांतर रेषेचया खालचया शदिेला पाहतो तेवहा होणारा कोन अवनतकोन असतो. 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  एका झाडाच्ा बुंध्ापासून 10 मी. अं्तरावर असणाऱ्ा त्नरीक्कास झाडाच्ा शेंड्ाकडषे पाह्ताना  
  60°मापाचा उन्न्त कोन करावा लाग्तो. ्तर झाडाची उंची त्क्ती ? ( 3  = 1.73) 
उकल ः आकृ्ती 6.9 मध ष्े C त्बंदूजवळ त्नरीक्क असून AB हषे झाड आहषे.

 AM ही त्नरीक्काची सामान् दृष्टीरषेषा त्क्त््तज -
 समा्ंतर आहषे. त्नरीक्ण करण्ाचा त्बंदू B, हा  
 A च्ा ्तुलनषे्त अत्धक उंचीवर असषेल ्तर AB  
 ही दृष्टीरषेषा, रषेषा AM शी जो कोन कर्तषे ्तो  
 उन्न्त कोन अस्तो. आकृ्ती्त Ð MAB हा  
 उन्न्त कोन आहषे.

 त्नरीक्ण करण्ाचा त्बंदू C हा रषेषा AM ्ा  
 त्क््तीजसमां्तर रषेषषेच्ा खाली असषेल ्तर AC  
 ही दृष्टीरषेषा, रषेषा AM शी अवन्त कोन कर्तषे.  
 आकृ्ती्त Ð MAC हा अवन्त कोन आहषे.

 AB = h =  झाडाची उंची. 
 त्नरीक्काचषे झाडापासूनचषे अ्ंतर BC = 10 मी. 
 आत्ण उन्न्त कोन (q)Ð BCA= 60°  
  आक्ृतीवरुन,   tanq = 

AB 
BC

  .......... (I)

             tan 60° = 3  .......... (II)

  \ 
AB 
BC

 = 3   .......... (I) व (II) वरून

  \ AB = BC 3  = 10 3

  \  AB = 10 ´ 1.73 = 17.3 मी
  \ झाडाची उंची 17.3 मी. आहषे. 

60°
10 मी

A

BC

 (iii) अवनत कोन ( Angle of depression) ः

आकृती 6.7

आकृती 6.9

त्क्त््तज समां्तर रषेषा

B

M
A

दृष्ट
ी रषेष

ा

उन्न्त कोन

आकृती 6.8

त्क्त््तज समां्तर रषेषा

C

M
A

दृष्टी रषेषा

अवन्त कोन
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उदा. (2)  40 मी उंच इमारतीच्ा छतावरून, त्ा इमारतीपासून काही मीटर अंतरावर उभ्ा केलेल्ा सककूटरकडे  
  पाहताना 30° मापाचा अवनतकोन होतो, तर ती सककूटर इमारतीपासून ककती दूर उभी आहे? 
  ( 3  = 1.73)
उकल ः आकृती 6.10 मध्े रेख AB  ही इमारत आहे. इमारती  पासून ‘x’ मी अंतरावर ‘C’ ्ा किकाणी   

  सककूटर उभी आहे. 
   आकृतीत A ्ा किकाणी कनरीक्षक आहे.  

  AM ही कक्षतीज समांतर रेषा आहे. 

   Ð MAC हा अवनत कोन आहे. 

   Ð MAC व Ð ACB हे व्युतक्रम कोन  

  एकरूप आहेत, हे लक्षात घ्ा.

  आकृतीवरुन,  tan30° = 
AB 
BC

          \     
1

3
 = 

40
x

     \   x = 40 3

               = 40 ´ 1.73 
               = 69. 20 मी. 
  \ ती सककूटर इमारतीपासून  69.20 मी. अंतरावर उभी आहे. 

उदा. (3)  नदीच्ा पात्ाची  रुुंदी काढण्ासािी एका माणसाने पात्ाच्ा एका कािावरून कवरुद्ध कािावर असणाऱ्ा  
  मनोऱ्ाच्ा वरच्ा टोकाकडे पाकहले असता 61° मापाचा उन्नतकोन होतो. त्ाच रेषेत नदीच्ा पात्ापासून  
  50  मी अंतर मागे जाऊन पयुनहा मनोऱ्ाच्ा वरच्ा टोकाकडे पाकहले असता 35° मापाचा उन्नत कोन होतो, 

  तर नदीपात्ाची रुुंदी आकण मनोऱ्ाची उंची काढा. ( tan61° » 1.8, tan35° » 0.7)

x

A

B C

M

30°

30°

40 मी

उकल ः  रेख AB पैलतीरावरील मनोरा दाखवतो. ‘A’ हे  
  मनोऱ्ाचे टोक असून रेख BC नदीच्ा पात्ाची रुुंदी  
  दाखवतो. 
  मनोऱ्ाची उंची h मी व नदी पात्ाची रुुंदी x मी           
मानू.      मानू.

  आकृतीवरून tan 61° = 
h

x

आकृती 6.10

A

B C 50 Dx

h

35°61°

आकृती 6.11

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



135

           \ 1.8 = 
h

x
  h = 1.8 ´ x  
   10h = 18x .......... (I)..... 10 नषे गुणून
  काटकोन D ABD मध्षे,

  ्तसषेच, tan 35 = h
x + 50

      0.7 = 
h

x + 50
  \        h = 0.7 (x + 50) 

   \    10h = 7 (x + 50) .......... (II)

    [(I) व (II) वरून]

    18x = 7(x + 50)

   \ 18x = 7x + 350

   \ 11x = 350

   \     x = 350

11
 = 31.82 

   आ्ता,  h = 1.8x = 1.8 ´ 31.82

              = 57.28 मी. 

   \ पारिाची रुंदी = 31.82 मी. मनोऱ्ाची 
उंची = 57.28 मी. 

उदा. (4)  रोशनी घराच्ा दारा्त उभी हो्ती. घरापासून  
  थोड्ा अं्तरावरील झाडाच्ा शेंड्ावर  
  एक गरूड बसलषेला त््तला त्दसला, ्तषेवहा  
  त््तच्ा दृष्टीचा उन्न्तकोन 61° हो्ता. ्तो  
  आणखी नीट त्दसावा महणून ्ती घराच्ा 4  
  मीटर उंचीवर असलषेल्ा गच्ीवर गषेली.  
  ्तषेथून पाह्ताना त््तच्ा दृष्टीचा उन्न्त कोन  
  52° हो्ता. ्तर ्तो गरूड जत्मनीपासून  

R

T

S

Q

P

44

x

y

52°

29°

38°

61°

आकृती 6.12  त्क्ती उंचीवर हो्ता? (उत्तर जवळच्ा पूणाांकाप्ां्त काढा.)
  (tan 61° = 1.80, tan 52° = 1.28, tan 29° = 0.55, tan 38° = 0.78) 
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उकल ः समजा, आकृ्ती 6.12 मध्षे PQ हषे घर आत्ण SR हषे झाड आहषे. गरुडाचषे सथान R पाशी आहषे.
रषेख QT ^ रषेख RS काढला.
\ c TSPQ हा आ््त आहषे.
SP = x मानू. TR = y मानू.
आ्ता, D RSP मध्षे, Ð PRS = 90° - 61° = 29° 
्तसषेच, D RTQ मध्षे, Ð QRT = 90° - 52° = 38°

\ tan Ð PRS = tan29° = SP
RS

\ 0.55 = x

y + 4

\ x = 0.55(y + 4) .......... (I)

्तसषेच, tan Ð QRT = TQ
RT

\ tan 38° = x
y

 .......... [ SP = TQ = x]

\ 0.78 = x
y

\ x = 0.78y .......... (II)

\ 0.78y = 0.55(y + 4) .......... (I) व (II) वरून

\ 78y = 55(y + 4)

\ 78y = 55y + 220

\ 23y = 220

\ y = 9.565 = 10 (जवळच्ा पूणाांकाप्ां्त)

\ RS = y + 4 = 10 + 4 = 14

\ गरूड जत्मनीपासून 14 मीटर उंचीवर हो्ता.

उदा. (5)  वादळामुळषे एक झाड मोडलषे आत्ण झाडाचा शेंडा जत्मनीवर टषेकला. मोडलषेला भाग जत्मनीशी 30° चा  
  कोन कर्तो. झाडाचा शेंडा आत्ण बुंधा ्ांमधील अं्तर 10 मी असल्ास झाडाची उंची काढा.

उकल ः समजा, आकृ्ती 6.13 मध्षे AB ्ा झाडाचा शेंडा ‘A’ आहषे. वादळामुळषे झाड ‘C’ ्ा त्ठकाणी  
  मोडल्ामुळषे D ्ा त्ठकाणी शेंडा टषेकला. 
  Ð CDB = 30°, BD = 10 मी, BC = x मी  

  CA= CD = y मी 
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  काटकोन D CDB मध्षे, 

     tan30° = 
BC
BD  

   
1

3  = 
x

10

      x = 
10

3

      y = 
20

3

  x + y =  
10

3  + 
20

3

        = 
30

3

  x + y =  10 3  

  झाडाची उंची 10 3  मी आहषे.

सरावसंच 6.2

1. एक व्क्ती एका चच्मपासून 80 मी अं्तरावर उभी आहषे. त्ा व्क्तीनषे चच्मच्ा छ्ताकडषे पात्हलषे अस्ता 45°  
 मापाचा उन्न्त कोन हो्तो, ्तर चच्मची उंची त्क्ती? 

2. दीपगृहावरून एका जहाजाकडषे पाह्ताना  60° मापाचा अवन्त कोन हो्तो. जर दीपगृहाची उंची 90 मी असषेल  
 ्तर ्तषे जहाज  दीपगृहापासून त्क्ती अं्तरावर आहषे?  ( 3 =1.73) 

3. 12 मी रुंदीच्ा रसत्ाच्ा दु्तफा्म समोरासमोर दोन इमार्ती आहषे्त. त्ांपैकी एकीची उंची 10 मी असून त््तच्ा  
 छ्तावरून दुसरीच्ा छ्ताकडषे पात्हलषे अस्ता उन्न्त कोन 60° मापाचा हो्तो, ्तर दुसऱ्ा इमार्तीची उंची  
 त्क्ती?

4. 18 मी व 7 मी उंचीचषे खांब जत्मनीवर उभषे आहषे्त. त्ाचं्ा वरच्ा टोकांना जोडणाऱ्ा ्तारषेची लांबी 22 मी  
 आहषे, ्तर त्ा ्तारषेनषे त्क््तीज समां्तर पा्तळीशी केलषेल्ा कोनाचषे माप काढा.

5. वादळामुळषे एक झाड मोडलषे आत्ण झाडाचा शेंडा जत्मनीवर टषेकला. मोडलषेला भाग जत्मनीशी 60° चा कोन  
 कर्तो. झाडाचा शेंडा आत्ण बुंधा ्ांमधील अं्तर 20 मी असल्ास झाडाची उंची काढा.

6.  एक प्तंग उड्ताना जत्मनीपासून 60 मी लंबउंचीप्ां्त पोहच्तो. प्तंगांच्ा दोऱ्ाचषे टोक जत्मनीवर बांधलषे  
 ्तषेवहा जमीन व दोरा ् ांच्ा मध्षे 60° मापाचा कोन ्त्ार हो्तो. दोरा कोठषेही  वाकलषेला नाही असषे गृही्त धरून  
 दोऱ्ाची लांबी काढा. ( 3  =1.73)

A

B

C

D
आकृती 6.13
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 6

1. त्दलषेल्ा प्ाां्ापैकी प्रशनाच्ा उत्तराचा अचूक प्ा्म् त्नवडा.

 (1) sinq  cosecq = त्क्ती? 

    (A) 1    (B) 0       (C) 
1

2
           (D) 2  

 (2) cosec45° ची त्कंम्त खालीलपैकी कोण्ती? 

    (A) 
1

2
    (B) 2        (C) 3

2
           (D) 

2

3

 (3) 1 + tan2q = त्क्ती?

    (A) cot2q    (B) cosec2q       (C) sec2q          (D) tan2q

 (4) जषेवहा आपण त्क््तीजसमां्तर रषेषषेच्ा वरच्ा त्दशषेनषे पाह्तो, ्तषेवहा ....... कोन हो्तो. 

     (A)उन्न्त कोन    (B)अवन्त कोन       (C) शून्           (D)रषेषी्  

2. जर sinq = 
11

61  ्तर त्नत्समान्तषेचा उप्ोग करून cosq ची त्कंम्त काढा. 

3. जर tanq = 2, ्तर इ्तर त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांच्ा त्कम्ती  काढा.

4. जर secq = 
13

12 , ्तर इ्तर त्रिकोणत्म्ती् गुणोत्तरांच्ा त्कम्ती  काढा.

5. त्सद्ध करा. 
         (1) secq (1 - sinq) (secq + tanq) = 1

         (2) (secq + tanq) (1 - sinq) = cosq

         (3) sec2q + cosec2q = sec2q ´ cosec2q

         (4) cot2q - tan2q = cosec2q - sec2q

         (5) tan4q + tan2q = sec4q - sec2q

         (6) 
1

1

1

1−
+

+sin sinθ θ  = 2 sec2q

         (7) sec6x + tan6x = 1 + 3sec2x ´ tan2x

         (8) 
tan

sec

sec

tan

θ
θ

θ
θ+

=
−

1

1

         (9) 
tan

tan

3 1

1

θ
θ
−
−  =  sec2q + tanq
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         (10) sin cos

sin cos sec tan

θ θ
θ θ θ θ
− +
+ −

=
−

1

1

1

6. एक मुलगा एका इमार्तीपासून 48 मीटर अ्ंतरावर उभा आहषे.  त्ा इमार्तीच्ा वरच्ा टोकाकडषे  पाह्ताना त्ा
मुलाला 30°  मापाचा उन्न्तकोन करावा लाग्तो, ्तर त्ा  इमार्तीची उंची त्क्ती ?

7. दीपगृहावरून एका जहाजाकडषे पाह्ताना  त्नरीक्काला 30°  मापाचा अवन्त कोन करावा लाग्तो. जर दीपगृहाची
उंची 100 मी असषेल ्तर ्तषे जहाज  दीपगृहापासून त्क्ती अ्ंतरावर आहषे?

8. 15 मी रुंदीच्ा रसत्ाच्ा दु्तफा्म समोरासमोर दोन इमार्ती आहषे्त. त्ांपैकी एकीची उंची  12 मी असून त््तच्ा
छ्तावरुन दुसरीच्ा छ्ताकडषे  पात्हलषे अस्ता उन्न्त कोन 30° चा हो्तो, ्तर त्ा इमार्तीची उंची त्क्ती ?

9. अत्ग्नशामकदलाच्ा वाहनावर बसवलषेली त्शडी जास्ती्त जास्त 70° मापाच्ा कोना्तून उचल्ता ् षे्तषे. त्ावषेळी
त््तची अत्धका्त अत्धक लांबी 20 मी अस्तषे.त्शडीचषे वाहनावरील टोक जत्मनीपासून 2  मी उंचीवर आहषे. ्तर
त्शडीचषे दुसरषे टोक जत्मनीपासून जास्ती्त जास्त त्क्ती उंचीवर पोहोचव्ता ्षेईल ? (sin70° » 0.94)

10«. आकाशा्त उड्त असलषेल्ा त्वमानाच्ा चालकानषे त्वमान्तळावर त्वमान उ्तरत्वण्ास सुरूवा्त कर्ताना 20° 
मापाचा अवन्त कोन केला, ्तषेवहा त्वमानाचा सरासरी वषेग ्ताशी 200  त्कमी हो्ता. ्तषे त्वमान 54 सषेकंदां्त 
त्वमान ्तळावर उ्तरलषे. त्वमान ्तळावर उ्तरण्ास वळण्ाच्ा क्णी ्तषे त्वमान जत्मनीपासून त्क्ती उंचीवर हो्तषे? 
(sin20° » 0.342)

rrr
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चला, शिकूया.

•  त्वत्वध घनाकृ्तींच्ा पृष्ठफळ व  
 घनफळावर आधारर्त सतं्मश्र  
 उदाहरणषे.

जरा आठवूया.

 मागील इ्त्तांमध्षे आपण काही त्रित्म्ती् आकृत्ांच्ा पृष्ठफळांचा व घनफळांचा अभ्ास केलषेला आहषे. 
त्ासाठी लागणारी सरूिषे आठवू ्ा.    

क्र. त्रित्म्ती् आकृ्ती सूरिषे
1 . इखष्टकात्च्ती उभ्ा पृष्ठांचषे पृष्ठफळ  = 2h ( l + b )

एककूण पृष्ठफळ  = 2  (lb + bh + hl )
इखष्टकात्च्तीचषे घनफळ  = lbh

2 .  घन
         

घनाचषे उभषे पृष्ठफळ  =  4l2

घनाचषे एककूण पृष्ठफळ  = 6l2

घनाचषे घनफळ = l3

3 . वृत्तत्च्ती
                 

वृत्तत्च्तीचषे वक्रपृष्ठफळ =  2prh
वृत्तत्च्तीचषे एककूण पृष्ठफळ = 2pr ( r + h )
वृत्तत्च्तीचषे घनफळ = pr2h

4 . शंककू

        

शंककूची त््तरकस उंची (l)  = h r2 2+

शंककूचषे वक्रपृष्ठफळ  = prl 
शंककूचषे एककूण पृष्ठफळ = pr (r + l)

शंककूचषे घनफळ = 
1

3
 ´ pr2h

l

l

h

b

• व्तु्मळकंस – व्तु्मळकंसाची लांबी.  
• व्तु्मळ पाकळीचषे क्षेरिफळ.
• व्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ.

l
h

h

r

r

7 महत्वमापन
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आकृती 7.1

30 सषेमी

20 सषेमी
20 सषेमी

आकृती 7.2

21 सषेमी

10 सषेमी

क्र. त्रित्म्ती् आक्ृती सूरिषे
5. गोल

          
गोलाचषे पृष्ठफळ = 4 pr2

गोलाचषे घनफळ = 4

3
 pr3

6. अध्मगोल

          

अध्मगोलाचषे वक्रपृष्ठफळ = 2pr2

भरीव अध्मगोलाचषे एककूण पृष्ठफळ = 3pr2

अध्मगोलाचषे घनफळ = 2

3
 pr3

खालील उदाहरणे सोडवा.

उदा.(1)

शवचार करूया.

शषेजारील  आक्ृती्त  दाखवल्ाप्रमाणषे  एका  वृत्तत्च्तीच्ा  आ्त 
एक गाषेल आहषे. गाषेल वृत्तत्च्तीच्ा ्तळाला, वरच्ा पृष्ठभागाला आत्ण 
वक्रपृष्ठाला सपश्म कर्तो. वृत्तत्चत््तच्ा ्तळाची त्रिज्ा r असषेल ्तर 

1. गोलाची त्रिज्ा आत्ण वृत्तत्च्तीची त्रिज्ा ्ांचषे गुणोत्तर  
 का् आहषे?
2. वृत्तत्च्तीचषे वक्रपृष्ठफळ आत्ण गोलाचषे वक्रपृष्ठफळ  
 ्ांचषे गुणोत्तर का् आहषे ? 
3. वृत्तत्च्तीचषे घनफळ आत्ण गोलाचषे घनफळ ् ांचषे गुणोत्तर  
 का् आहषे?

आकृती 7.3

r

r

शषेजारच्ा आकृ्ती्त 30 सषेमी उंची, 20 सषेमी 
लांबी, व 20 सषेमी रुंदीचा ्तषेलाचा डबा आहषे. त्ा्त 
त्क्ती लीटर ्तषेल मावषेल? (1 लीटर = 1000 सषेमी3)

बाजूच्ा आक्ृती्त त्वदूषकाची टोपी आत्ण टोपीची 
मापषे दाखवली आहषे. ्ती टोपी ्त्ार करण्ासाठी त्क्ती 
कापड लागषेल?

उदा.(2)
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वरील आकृत्ां्त दाखवल्ाप्रमाणषे एक चेंडू आत्ण चेंडूच्ा त्रिज्षेएवढीच (r) त्रिज्ा असलषेलषे एक चंचुपारि घ्ा. 
चंचुपारिाच्ा व्ासाएवढ्ा (2r) लांबीची एक कागदी पट ्टी घ्ा. त््तच्ा लांबीचषे ्तीन समान भाग करणाऱ्ा दोन 
रषेघा पट् टीवर काढा. ्ती पट ्टी चंचुपारिाला त्ाच्ा ्तळापासून उभी त्चकटवा. चंचुपारिा्त कागदी पट् टीच्ा खालून 
पत्हल्ा भागाप्ां्त पाणी भरा. नं्तर चेंडू चंचुपारिा्त ्तळाला टषेकेप्ां्त सावकाश बसवा. चंचुपारिा्तील पाण्ाची पा्तळी 
कुठप्ां्त वाढली आहषे, हषे पाहा.

पाण्ाची पा्तळी कागदी पट ्टीच्ा पूण्म उंचीप्ां्त आलषेली त्दसषेल.
्ा त्नरीक्णावरून चेंडूच्ा घनफळाचषे सरूि कसषे त्मळ्तषे हषे समजून घ्ा.
चंचुपारि वृत्तत्च्ती आकाराचषे आहषे. महणून चंचुपारिाच्ा 2r एवढ्ा उंचीप्ां्तच्ा भागाचषे घनफळ, वृत्तत्च्तीच्ा 

घनफळाच्ा सरूिानषे त्मळषेल. हषे घनफळ V मानू.
\ V = p ´ r2 ´ 2r = 2pr3

    पर्ंतु V = चेंडूचषे घनफळ + आधी भरलषेल्ा पाण्ाचषे घनफळ
 = चेंडूचषे घनफळ + 

1

3
 ´ 2pr3

\ चेंडूचषे घनफळ  = V - 
1

3
 ´ 2pr3

  = 2pr3 - 2

3
pr3

  = 
6pr3 - 2pr3

3
 = 

4pr3 

3
 

\ गोलाच्ा घनफळाचषे सूरि; V = 
4

3
pr3 असषे त्मळ्तषे.

(ह्या सूरिाचा उप्ोग करून, आक्ृती 7.3 च्ा संदभा्म्तील प्रशन क्रमांक 3 चषे उत्तर आ्ता ्तुमही काढू शकाल.)

आकृती 7.5 आकृती 7.6

कृती ः

आकृती 7.4

2r

2r

2r

r
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��� सोडवलेली उदाहरणे ��� 

उदा. (1)  एका वृत्तत्च्ती आकाराच्ा पाण्ाच्ा टाकीची त्रिज्ा 2.8 मी आत्ण उंची 3.5 मी आहषे. ्तर त्ा  
  टाकीमध ष्े त्क्ती लीटर पाणी मावषेल? एका व्क्तीला रोज सरासरी 70 लीटर पाणी लाग्तषे, ्तर पूण्म  
  भरलषेल्ा टाकी्तील पाणी रोज त्क्ती व्क्तींना पुरषेल? (p =  22

7
)

उकल ः त्रिज्ा (r) = 2.8 मीटर,      उंची  ( h) = 3.5 मीटर,  p =  22

7
                         पाण्ाच्ा टाकीची धारक्ता   =  वृत्तत्च्ती आकाराच्ा टाकीचषे घनफळ. 
   = pr2h

   = 22

7
 ´ 2.8 ´ 2.8 ´ 3.5

   = 86.24 मी3
   = 86.24 ´ 1000 लीटर ( 1मी3 = 1000 लीटर)
   = 86240.00 लीटर
  \ टाकीमध्षे  86240 लीटर  पाणी मावषेल. 
  70 लीटर पाणी रोज एका व्क्तीला पुरषेसषे अस्तषे.

  \ पूण्म भरलषेल्ा टाकी्तील पाणी 
86240

70
 = 1232 व्क्तींना पुरषेल.

उदा. (2)  30 सषेमी त्रिज्षेचा एक भरीव गोल त्व्तळवून त्ापासून 10 सषेमी त्रिज्ा व 6 सषेमी उंची असणाऱ्ा भरीव  
  वृत्तत्च्ती ्त्ार केल्ा, ्तर त्क्ती वृत्तत्च्ती ्त्ार हो्तील? 
उकल ः        गोलाची त्रिज्ा r = 30 सषेमी 
  वृत्तत्च्तीची त्रिज्ा R = 10 सषेमी 
   वृत्तत्च्तीची उंची  H =   6 सषेमी 
  समजा n  वृत्तत्च्ती ्त्ार हो्तील.
  \    गोलाचषे घनफळ  =  n ´ एका  वृत्तत्च्तीचषे घनफळ 

              \ वृत्तत्च्तींची संख्ा = n = 
गोलाचषे घनफळ

एका वृत्तत्च्तीचषे घनफळ
                        

   
=

( )

( )

4
3

3

2

π

π

r

R H

         =
×( )
×

4
3

30

10 6

3

2       =
× × ×

× ×

4
3

30 30 30

10 10 6
  = 60 

   \ एककूण 60 वृत्तत्च्ती ्त्ार हो्तील .
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उदा. (3)  सक्फसच्ा ्तंबूचा खालचा भाग वृत्तत्च्ती आकाराचा व त्ाच्ा वरचा भाग शंककूच्ा आकाराचा आहषे.  
  ्ंतबूच्ा ्तळाचा  व्ास 48 मी असून वृत्तत्च्ती भागाची उंची 15 मी आहषे. ्तंबूची एककूण उंची 33 मी  
  असल्ास ्तंबूस लागणाऱ्ा कापडाचषे क्षेरिफळ व ्तंबू्तील हवषेचषे घनफळ काढा. 
उकल ः  ्तंबूची एककूण उंची 33 मी आहषे.   
  वृत्तत्च्ती भागाची उंची = H मानू. H = 15 मी आहषे. 
  \ शंक्ाकृ्ती भागाची लंब उंची h = (33-15) = 18 मी राहील. 
  शंककूची त््तरकस उंची (l) = r h2 2+

   = 24 182 2+

   = 576 324+

   = 900

                               l = 30 मी

  सक्फसच्ा ्तंबूस लागणारषे कापड  =  वृत्तत्च्ती भागाचषे वक्रपृष्ठफळ + शंक्ाकृ्ती भागाचषे  वक्रपृष्ठफळ

   = 2prH + prl

   = pr (2H + l)

   = 22

7
 ´ 24 (2 ´ 15 + 30)

   = 22

7
 ´ 24 ´ 60

   = 4525.71 चौमी.

     ्तंबू्तील हवषेचषे घनफळ = वृत्तत्च्ती  भागाचषे घनफळ + शंक्ाकृ्ती भागाचषे घनफळ
   = pr2H + 1

3
 pr2h

   = pr2 H h+







1

3

   = 22

7
 ´ 242 (15 + 1

3
 ´ 18)

   = 22

7
 ´ 576 ´ 21

   = 38,016 घमी
      ्तंबूस लागणारषे कापड = 4525.71 चौमी 
     ्तंबू्तील हवषेचषे घनफळ = 38016 घमी 

आकृती 7.7

18 मी

24 मी

15 मी
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14 त्ममी

सरावसंच 7.1

1. एका शंककूच्ा ्तळाची त्रिज्ा 1.5 सषेमी असून त्ाची लंब उंची 5 सषेमी आहषे, ्तर त्ा शंककूचषे घनफळ काढा.
2. 6 सषेमी व्ास असलषेल्ा गोलाचषे घनफळ काढा.
3. एका लंबवृत्तत्च्तीच्ा ्तळाची त्रिज्ा 5 सषेमी व उंची 40 सषेमी असषेल ्तर त््तचषे एककूण पृष्ठफळ काढा.
4. एका गोलाची त्रिज्ा 7 सषेमी असषेल ्तर त्ाचषे वक्रपृष्ठफळ काढा.
5. धा्तूच्ा एका इखष्टकात्च्तीची लांबी, रुंदी आत्ण उंची अनुक्रमषे 44 सषेमी, 21 सषेमी आत्ण 12 सषेमी आहषे. 
 ्ती त्व्तळवून 24 सषेमी उंचीचा शंककू ्त्ार केला. ्तर शंककूच्ा ्तळाची त्रिज्ा काढा.

6.
3.5 सषेमी

10 सषेमी

आकृती 7.8
पाण्ाचा शंक्ाकृ्ती जग

10 सषेमी

7 सषेमी

आकृती 7.9
वृत्तत्च्ती आकाराचषे भांडषे 

आकृ्ती 7.8 व 7.9 मधील 
भाडं्ांची मापषे पाहा. त्ावरून  
वृत्तत्च्ती आकाराच्ा भांड्ा्त 
त्क्ती जग भरून पाणी मावषेल हषे 
काढा.

आकृती 7.10

आकृती 7.11

7. वृत्तत्च्ती व शंककू समान ्तळाचषे आहषे्त. वृत्तत्च्तीवर शंककू ठषेवला. वृत्तत्च्ती भागाची  
 उंची 3 सषेमी असून ्तळाचषे क्षेरिफळ 100 चौसषेमी आहषे. जर संपूण्म घनाक्ृतीचषे घनफळ  
 500 घसषेमी असषेल ्तर संपूण्म घनाकृ्तीची उंची काढा. 

8. शषेजारील त्चरिा्त त्दलषेल्ा मात्ह्तीवरून;  
 अध्मगोल, वृत्तत्च्ती  व शंककूपासून  ्त्ार  
 झालषेल्ा खषेळण्ाचषे एककूण पृष्ठफळ काढा.

9. आकृ्ती 7.12 मध ष्े वृत्तत्च्ती आकाराच्ा  
 चपट्ा गोळ्ांचषे 10 सषेमी लांबीचषे एक वषेष्टन  
 आहषे. एका गोळीची त्रिज्ा 7 त्ममी आत्ण उंची  
 5 त्ममी असल्ास अशा त्क्ती गोळ्ा त्ा  
 वषेष्टना्त माव्तील?

आकृती 7.13

10. आक्ृती 7.13  
 मध ष्े मुलांचषे एक  
 खषेळणषे आहषे. ्तषे  
 एक अध्मगोल व एक  
 शंककू ्ांच्ा सहाय्ानषे  
 केलषे आहषे. आक्ृती्त  
 दश्मत्वलषेल्ा मापांवरून  
 खषेळण्ाचषे घनफळ व  
 पृष्ठफळ काढा.
 (p= 3.14 ) 

आकृती 7.12

3 सषेमी

4 सषेमी
40 सषेमी

3 सषेमी

4 सषेमी

10 सषेमी
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11. आकृ्ती्त दाखत्वलषेल्ा बीच बॉलचषे पृष्ठफळ  
 व घनफळ काढा. 

     शंककू काप्ताना शंककू कापल्ानं्तर 
वषेगळषे झालषेलषे दोन भाग

शंककूछषेद पालथा ठषेवलषेला गलास

आपण पाणी त्पण्ासाठी त्नमुळत्ा पषेल्ाचा 
(गलासचा) वापर कर्तो.  ह्या पषेल्ाचा आकार, ्तसषेच 
त्ा्तील पाण्ाचा आकार हषे शंककूछषेदाचषे आकार आहषे्त. 

आकृती 7.17 आकृती 7.18 आकृती 7.19 आकृती 7.20

आकृती 7.16

शंक्ाकृ्ती
भाग

शंककूछषेद

आकृ्तीमध ष्े एक शंककू पालथा ठषेवलषेला दाखत्वलषेला आहषे. ् ा शंककूचा त्ाच्ा ्तळाला समां्तर असा छषेद घषे्तला. 
त्ामुळषे झालषेल्ा दोन भागांपैकी एका भागाचा आकार शंककूचाच आहषे. रात्हलषेल्ा भागाला शंककूछषेद (frustum) 
महण्ता्त. 

शंककूप्रमाणषेच शंककूछषेदाचषेही पृष्ठफळ व घनफळ काढ्ता ्षे्तषे. त्ासाठी पुढील सूरिांचा वापर आपण करणार 
आहो्त.

आकृती 7.15

14 सषेमी

30
सषेमी

12. आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे  
 एका वृत्तत्च्ती  
 आकाराच्ा गलासमध ष्े  
 पाणी आहषे व त्ामध्षे  
 एक धा्तूची 2 सषेमी  
 व्ासाची गोळी बुडालषेली  
 आहषे. ्तर पाण्ाचषे  
 घनफळ काढा.

जाणून घेऊया.

िंकूछेद (frustum of the cone ) 

आकृती 7.14

42 सषेमी

r1

h
l

r2
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हे लक्ात ठेवूया.

  h = शंककूछषेदाची उंची,                    l =  शंककूछषेदाची त््तरकस उंची,     
  r1  व r2  = शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार बाजूंच्ा त्रिज्ा ( r1 > r2)
  शंककूछषेदाची त््तरकस उंची   =  l   = h r r2

1 2

2+ −( )
  शंककूछषेदाचषे  वक्रपृष्ठफळ   = pl ( r1 + r2  ) 
  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ = pl   (r1 + r2) + pr1

2 + pr2
2      

  शंककूछषेदाचषे घनफळ          = 1

3
 ph (r1

2 + r2
2 + r1 ´ r2)

��� सोडवलेली उदाहरणे ���
उदा. (1)  एका शंककूछषेदाच्ा  आकाराच्ा बादलीची उंची 28 सषेमी आहषे. बादलीच्ा दोनही व्तु्मळाकार बाजूंच्ा 
  त्रिज्ा 12 सषेमी व 15 सषेमी आहषे्त. ्तर बादलीमध ष्े त्क्ती लीटर पाणी मावषेल? ( p = 

22

7
)

उकल  ः  बादलीच्ा व्तु्मळाकार बाजूंच्ा त्रिज्ा r1 =  15 सषेमी, r2 = 12 सषेमी 
  बादलीची उंची  h = 28 सषेमी 
  बादलीची धारक्ता = शंककूछषेदाचषे घनफळ  

   =   1

3
ph ( r1

2 +  r2
2  +  r1 ´ r2) 

   =  1

3
  ´ 22

7
 ´ 28 (152 + 122 + 15 ´ 12)

   =  22 4

3

´  ´ (225 + 144 + 180)

   =  22 4

3

´  ´  549 
   =   88   ´ 183  
   =   16104 सषेमी3  =   16.104 लीटर   
  बादलीमध्षे  16.104 लीटर  पाणी मावषेल. 

उदा. (2)  शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार भागांच्ा त्रिज्ा 14 सषेमी आत्ण 8 सषेमी आहषे्त. जर शंककूछषेदाची उंची 8 सषेमी  
  असषेल ्तर पुढील त्कम्ती काढा.   ( p= 3.14 )
  i) शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ     ii )  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ   iii ) शंककूछषेदाचषे घनफळ . 
उकल  ः ्षेथषे त्रिज्ा  r1  = 14 सषेमी ,     r2  = 8 सषेमी,      उंची h  = 8 सषेमी 

  शंककूछषेदाची त््तरकस उंची l
l

l

 =
=
=

 h r r2
1 2

2

2 2
8 14 8

64 36

+ −( )

+ −( )
+         = 10 सषेमी 

आकृती 7.21

r2

r1

h l

आकृती 7.22

28 सषेमी

12 सषेमी

15 सषेमी
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  शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ = p(r1 + r2) l 
   = 3.14 ´ (14 + 8) ´ 10 
   = 690.8 चौसषेमी
  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ = p(r1 + r2)l + pr1

2  + pr2
2      

   = 3.14 ´ 10 (14 + 8) + 3.14 ´ 142 + 3.14 ´ 82

   = 690.8 + 615.44 + 200.96 
   = 690.8 + 816.4
   = 1507.2 चौसषेमी 
  शंककूछषेदाचषे घनफळ = 1

3
 ph(r1

2 + r2
2 + r1 ´ r2)

   = 1

3
 ´ 3.14 ´ 8 (142 + 82 + 14 ´ 8) 

   = 3114.88 घसषेमी  

सरावसंच 7.2

1. 30 सषेमी उंची असलषेल्ा शंककूछषेदाच्ा आकाराच्ा पाण्ाच्ा बादलीच्ा व्तु्मळाकार बाजूंच्ा त्रिज्ा  
 14 सषेमी व 7 सषेमी असल्ास बादलीमध ष्े त्क्ती लीटर पाणी मावषेल? (1 लीटर = 1000 घसषेमी)
2. शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार भागांच्ा त्रिज्ा 14 सषेमी व 6 सषेमी आहषे्त व त्ाची उंची 6 सषेमी असल्ास पुढील 
 त्कम्ती काढा. (p = 3.14)
 (1) शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ.    (2)  शंककूछषेदाचषे एककूण पृष्ठफळ.   (3) शंककूछषेदाचषे घनफळ .
3. आकृ्ती 7.23 मध्षे एका शंककूछषेदाच्ा व्तु्मळाकार पा्ांचषे परीघ अनुक्रमषे 132 सषेमी व 88 सषेमी आहषे्त 
 व उंची 24 सषेमी आहषे. ्तर त्ा शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ काढण्ासाठी खालील कृ्ती पूण्म करा. (p = 22

7
)

 परीघ1 = 2pr1 = 132

          r1 = 
132
2p

 =  सषेमी

 परीघ2 = 2pr2 = 88

          r2 = 
88
2p

 =  सषेमी

आकृती 7.23

r2

r1

24 सषेमी
 शंककूछषेदाची त््तरकस उंची   = l

    l = h r r2
1 2

2+ −( )

    l = 
2 2

+

    l =  सषेमी
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आक्ृतीमधील  केंद्री् कोनामुळषे व्तु्मळक्षेरिाचषे दोन भागां्त 

त्वभाजन झालषेलषे आहषे. ् ा प्रत ष्ेक भागाला व्तु्मळपाकळी 

महण्ता्त. 

व्तु्मळाच्ा दोन त्रिज्ा आत्ण त्ांची टोके जोडणाऱ्ा 

व्तु्मळकंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा भागास व्तु्मळपाकळी 

महण्ता्त.

आकृ्तीमध्षे O –PMQ आत्ण O-PBQ ्ा दोन 

व्तु्मळपाकळ्ा आहषे्त. 

qP

O

Q

B

M

आकृती 7.25

 शंककूछषेदाचषे वक्रपृष्ठफळ = p(r1+ r2)l

   = p ´  ´ 
   =  चौसषेमी  

जरा आठवूया.

सोब्तच्ा आकृ्तीवरून सारणी पणू्म करा.
कंसाचा प्रकार कंसाचषे नाव कंसाचषे माप
लघुव्तु्मळकंस कंस AXB .................

................. कंस AYB .................

जाणून घेऊया.

वतु्मळपाकळी  (Sector of a circle)

A

X

100°
B

Y

O
आकृती 7.24

लघु वतु्मळपाकळी (Minor sector) ः

दोन त्रिज्ा व त्ांच्ा संग्त लघुकंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा पाकळीस लघुव्तु्मळपाकळी असषे महण्ता्त.      

आकृ्तीमध ष्े O–PMQ  ही लघुव्तु्मळपाकळी आहषे. 

शविाल वतु्मळपाकळी (Major  sector) ः    

दोन त्रिज्ा व संग्त त्वशालकंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा पाकळीस  त्वशालव्तु्मळपाकळी असषे महण्ता्त. आक्ृतीमध्षे   

O-PBQ ही त्वशालव्तु्मळपाकळी आहषे. 
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आकृती 7.26

q = 360° 

q
r

A1 = pr2 

q = 180°

q
r

A2 = 1

2
 pr2

q = 90°

q
r

A3 = 1

4
 pr2

q = 60°

q
r

A4 = 1

6
 pr2

वतु्मळपाकळीचे क्ेरिफळ (Area of a sector)

खालील आकृत्ां्त दाखवल्ाप्रमाणषे समान त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळांच्ा छा्ांत्क्त भागांच्ा क्षेरिफळांचषे 
त्नरीक्ण करा व खालील सारणी पणू्म करा. 

  व्तु्मळाच्ा केंद्री् कोनाचषे माप = 360° = पूण्म कोन

व्तु्मळाचा केंद्री् कोन = 360° , व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ = pr2

व्तु्मळ 
पाकळी

व्तु्मळपाकळीच्ा कंसाचषे माप
q

360
व्तु्मळ पाकळीचषे क्षेरिफळ

A
A1 360° 360

360
1= 1 ´ pr2

A2 180° 1

2

1

2
  ´ pr2

A3 90° 1

4

1

4
  ´ pr2

A4 60° ................ .............

A q q
360

q
360

  ´ pr2

सारणीवरून लक्ा्त ् षे्तषे की, व्तु्मळाच्ा क्षेरिफळास q
360

 नषे गुणल्ास, कंसाचषे माप q असलषेल्ा व्तु्मळपाकळीचषे 
क्षेरिफळ त्मळ्तषे. हषे सूरिरूपा्त पुढीलप्रमाणषे त्लत्ह्ता ्षे्तषे.

  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ (A) = q
360

 ´ pr2

               ्ा सूरिावरून A

π
θ

r 2 360
=      ; महणजषेच 

व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ

व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ
 = q

360
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आकृती 7.27

वतु्मळकंसाची लांबी (Length of an arc)
खाली दाखवल्ाप्रमाणषे समान त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळांच्ा ठळक केलषेल्ा व्तु्मळकंसांच्ा लांबींचषे त्नरीक्ण 

करा व खालील सारणी पणू्म करा.

q = 360° 

 
  l1 = 2pr

q = 180°

l2 = 1

2
 ´ 2pr

q = 90°

l3 = 1

4
 ´ 2pr

q = 60°

l4 = 1

6
 ´ 2pr

q q
q q

l1 l2
l3

l4

व्तु्मळाचा परीघ = 2pr
व्तु्मळकंसांची 

लांबी
व्तु्मळकंसाचषे माप

(q)
q

360
व्तु्मळकंसाची लांबी

(l)

l1 360°
360

360
1= 1 ´ 2pr

l2 180°
180

360
 = 1

2

1

2
  ´ 2pr

l3 90°
90

360
  = 1

4

1

4
  ´ 2pr

l4 60° ................ .............

l q
q

360

q
360

  ´ 2pr

वरील आकृ्तीबंधावरून लक्ा्त ्षे्तषे की, व्तु्मळाच्ा पररघाला q
360

  नषे गुणल्ास, कंसाचषे माप q असलषेल्ा 
व्तु्मळकंसाची लांबी त्मळ्तषे. हषेच सूरिरुपा्त पुढीलप्रमाणषे त्लत्ह्ता ्षे्तषे.

  व्तु्मळकंसांची लांबी (l) = q
360

 ´ 2pr

  ्ा सूरिावरून,

                \ 
l

r2 360π
θ

=

       
व्तु्मळकंसाची लांबी

परीघ
 = q

360
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  वतु्मळकंसाची लंाबी आशण वतु्मळपाकळीचे क्ेरिफळ यांतील संबंध

  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ     A = q
360

 ´ pr2 .......... I

  ्तसषेच व्तु्मळकंसाची लांबी (l) = q
360

 ´ 2pr 

    \ 
θ

π360 2
=
l

r   .......... II

      A = l
r

r
2

2

π
π×  .......... I व II वरून

    A = 1

2
 lr  = lr

2   

    \ व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ = 
व्तु्मळकंसाची लांबी ´ त्रिज्ा

2

   ्तसषेच A

π π
θ

r

l

r2 2 360
= =

 
��� सोडवलेली उदाहरणे ���

उदा. (1)  21 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा  
  व्तु्मळपाकळीच्ा कोनाचषे माप 150°  
  असल्ास व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ व  
  संग्त व्तु्मळकंसाची लांबी काढा.

A B
O

21
150°

उकल ः ्षेथषे r = 21सषेमी, q = 150, p = 22

7
  
  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ (A) = q

360
 ´ pr2

    = 150

360

22

7
21 21´ ´ ´

    = 1155

2
 सषेमी2  = 577.5 सषेमी2

  व्तु्मळकंसाची लांबी = l = q
360

 ´ 2pr
   
    = 150

360
2

22

7
21´ ´ ´

    = 55 सषेमी

आकृती 7.28
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उदा. (2)  आकृ्तीमध्षे, व्तु्मळाचषे केंद्र P आत्ण  
  व्तु्मळाची त्रिज्ा 6 सषेमी आहषे. रषेख QR  ही 
  व्तु्मळाची सपत्श्मका आहषे.  PR = 12 सषेमी  
  असल्ास छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ  
  काढा. ( 3  = 1.73)

उकल ः व्तु्मळाच्ा सपश्मत्बंदू्तून काढलषेली त्रिज्ा सपत्श्मकेला लंब अस्तषे.
  \ D PQR मध्षे, Ð PQR = 90°,  PQ = 6 सषेमी, PR = 12 सषेमी  
  \ PQ = PR

2

  जर काटकोन त्रिकोणाची एक बाजू कणा्मच्ा त्नमम्ा लांबीची असषेल ्तर त्ा बाजूसमोरील 
  कोनाचषे माप 30° अस्तषे.
  \ Ð R = 30° आत्ण Ð P = 60°
  30°-60°-90° प्रमषे्ानषे, QR = 3

2
 ´ PR = 3

2
 ´ 12 = 6 3

  QR = 6 3  सषेमी
           \ A(D PQR) = 1

2
 QR ´ PQ

                     = 1

2
 ´ 6 3  ´ 6

                     = 18 3  = 18 ´ 1.73
                     = 31.14 सषेमी2

             व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ = q
360

 ´ pr2

          \ A(P-QAB) = 60

360
3 14 62´ ´.

     = 1

6
3 14 6 6´ ´ ´.    = 3.14 ´ 6

     = 18.84 सषेमी2 
  छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ = A(D PQR) - A(P-QAB)
    = 31.14 - 18.84
    = 12.30 सषेमी2

  छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ = 12.30 सषेमी2

P

Q
A

B 12

R
6

आकृती 7.29
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उदा. (3)  त्दलषेल्ा आकृ्ती्त, ABCD ्ा चौरसाची प्रत्षेक बाजू 7 सषेमी आहषे. त्बंदू D हषे केंद्र मानून DA त्रिज्षेनषे  
  काढलषेली व्तु्मळपाकळी D - AXC आहषे, ्तर छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ काढण्ासाठी ररकाम्ा  
  चौकटी भरून उदाहरण पणू्म करा.

उकल ः  चौरसाचषे क्षेरिफळ =  (सरूि)

     = 

     = 49 चौसषेमी

  व्तु्मळपाकळी (D- AXC) चषे क्षेरि =  (सूरि)

     = 
360

 ´ 22

7
 ´ 

     = 38.5 चौसषेमी

   रषेखांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ =  चषे क्षेरिफळ -  चषे क्षेरिफळ

    =  चौसषेमी -  चौसषेमी

    =  चौसषेमी

सरावसंच 7.3

1. व्तु्मळाची त्रिज्ा 10 सषेमी आहषे. व्तु्मळकंसाचषे  माप 54° असल्ास त्ा कंसानषे म्ा्मत्द्त केलषेल्ा  
 व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा. (p =3.14 )

2. एका व्तु्मळकंसाचषे माप 80° आत्ण त्रिज्ा 18 सषेमी आहषे, ्तर त्ा व्तु्मळकंसाची लांबी शोधा.  (p =3.14 )

3. व्तु्मळपाकळीची त्रिज्ा 3.5 सषेमी असून त््तच्ा व्तु्मळकंसाची लांबी 2.2 सषेमी आहषे, ्तर व्तु्मळपाकळीचषे  
 क्षेरिफळ काढा.

4. व्तु्मळाची त्रिज्ा 10 सषेमी आहषे , त्ाच्ा एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 100 चौसषेमी आहषे, ्तर त््तच्ा संग्त  
 त्वशाल व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा. (p =3.14 )

5. 15 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 30 चौसषेमी असषेल ्तर संबंत्ध्त व्तु्मळकंसाची लांबी  
 काढा.

X

A B

CD 7 सषेमी

6. शषेजारील आक्ृती्त व्तु्मळाची त्रिज्ा 7 सषेमी आहषे  
 आत्ण m(कंस MBN)= 60° 
 ्तर (1) व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ काढा .
     (2) A(O - MBN) काढा.
     (3) A(O - MCN) काढा.

O

B

C

60°

M N

आकृती 7.30

आकृती 7.31
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7. 3.4 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळपाकळीची पररत्म्ती  
 12.8 सषेमी आहषे ्तर व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा.

8. आकृ्तीमध ष्े, त्बंदू O हषे व्तु्मळपाकळीचषे केंद्र आहषे.   
 Ð ROQ = Ð MON = 60°, OR = 7 सषेमी,  
 OM = 21 सषेमी, ्तर कंस RXQ व कंस MYN ची  
 लांबी काढा. (p = 22

7
)

9. आकृ्ती्त A(P-ABC) = 154 चौसषेमी आत्ण 
 व्तु्मळाची त्रिज्ा 14 सषेमी असषेल, ्तर 
 (1) Ð APC चषे माप काढा. 
 (2) कंस ABC ची लांबी काढा.  

P

A
B

C

P

A B C
3.4 सषेमी

X

Q

YO

R
M

N

10. व्तु्मळपाकळीची त्रिज्ा 7 सषेमी आहषे. जर व्तु्मळपाकळीच्ा कंसांची मापषे पुढीलप्रमाणषे अस्तील, ्तर त्ा  
 व्तु्मळपाकळ्ांची क्षेरिफळषे काढा. 
 (1) 30°   (2) 210°           (3) 3 काटकोन 
11. लघुव्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 3.85 चौसषेमी व संग्त केंद्री् कोनाचषे माप 36°  असल्ास त्ा व्तु्मळाची  
 त्रिज्ा काढा. 

12. आकृ्ती्त  c PQRS हा आ््त असून PQ = 14 सषेमी,  
 QR = 21 सषेमी, ्तर आकृ्ती्त दाखत्वलषेल्ा x, y आत्ण z  

 ्ा प्रत ष्ेक भागाचषे क्षेरिफळ काढा.  

L

NM

13. D LMN हा समभुज त्रिकोण आहषे.LM = 14 सषेमी.  
 त्रिकोणाचा प्रत्षेक त्शरोत्बंदू केंद्रत्बंदू मानून व 7 सषेमी त्रिज्ा  
 घषेऊन आकृ्ती्त दाखवल्ाप्रमाणषे ्तीन व्तु्मळपाकळ्ा  
 काढल्ा. त्ावरून, 
 (1) A (D LMN) = ? 
 (2) एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ काढा. 
 (3) ्तीन व्तु्मळपाकळ्ांचषे एककूण क्षेरिफळ काढा.
 (4) रषेखांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ काढा. 

आकृती 7.32

आकृती 7.33

आकृती 7.34

आकृती 7.35

आकृती 7.36

P

Q

x
y

z

R

S

A

B
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  व्तु्मळखंड PXQ चषे क्षेरिफळ = व्तु्मळपाकळी (O - PXQ) चषे क्षेरिफळ - D OPQ चषे क्षेरिफळ

                                                    = q
360

 ´ pr2 - D OPQ चषे क्षेरिफळ ---------- (I) 

   आकृ्ती्त  D OPQ मध्षे, रषेख PT हा बाजू OQ वर टाकलषेला लंब आहषे. 

  काटकोन D OTP  मध्षे,    sin q  = PT

OP
 

P
X

Q

Y

O आक्ृतीमध्षे  PXQ हा लघुव्तु्मळखंड आहषे. ्तर 
व्तु्मळखंड  PYQ हा त्वशालव्तु्मळखंड आहषे.

लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ कसषे काढ्ता ्षेईल?
व्तु्मळकेंद्र O पासून OP व OQ ्ा दोन त्रिज्ा 

काढू. ्तुमहाला व्तु्मळपाकळी O-PXQ चषे क्षेरिफळ 
काढ्ता ्षे्तषे. ्तसषेच D OPQ चषे क्षेरिफळही काढ्ता ्षे्तषे. 
व्तु्मळपाकळीच्ा क्षेरिफळा्तून त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ वजा 
केलषे की व्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ त्मळषेल. 

आकृती 7.39

आकृती 7.38

P Q

r
O

T

X

जाणून घेऊया.

वतु्मळखंड (segment of a circle) 

व्तु्मळखंड महणजषे जीवा व संग्त व्तु्मळकंस ्ांनी म्ा्मत्द्त केलषेला भाग हो्.

लघुवतु्मळखंड ः जीवा व लघुव्तु्मळकंस ्ांनी म्ा्मत्द्त केलषेल्ा भागास
  लघुव्तु्मळखंड महण्ता्त. आक्ृती्त व्तु्मळखंड AXB हा लघुव्तु्मळखंड आहषे.

शविालवतु्मळखंड  ः जीवा व त्वशाल व्तु्मळकंस ् ांनी म्ा्मत्द्त केलषेल्ा भागास त्वशाल व्तु्मळखंड महण्ता्त. आक्ृती्त  
  व्तु्मळखंड AYB हा त्वशाल व्तु्मळखंड आहषे.    

अध्मवतु्मळखंड  ः  व्ासामुळषे ्त्ार होणाऱ्ा व्तु्मळखंडाला अध्मव्तु्मळखंड महण्ता्त. 

वतु्मळखंडाचे क्ेरिफळ (Area of a Segment)

X

Y

A B

O
त्वशाल

व्तु्मळखंड

लघुव्तु्मळखंड

आकृती 7.37
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   \ PT = OP ´ sin q
       PT = r sin q  ( OP = r)
  D OPQ चषे क्षेरिफळ = 1

2
 ´ पा्ा ´ उंची 

   = 1

2
 ´ OQ ´ PT

   = 1

2
 ´ r ´ r sin q 

                  = 1

2
 ´ r2 sin q ---------------- (ii) 

  (I)  व (II) वरून, 
  व्तु्मळखंड PXQ चषे क्षेरिफळ = q

360
 ´ pr2 - 1

2
 r2 sin q

  

                              = r2  pq
360 - sinq

2

  (आपण लघुकोनांचीच साइन गुणोत्तरषे त्शकलो आहो्त. महणून q हषे माप 90° त्कंवा त्ापषेक्ा कमी  
  अस्तानाच हषे सूरि वापर्ता ्षेईल, हषे लक्ा्त घ्ा.)
 

��� सोडवलेली उदाहरणे ���

रीत I ः 
 r = 12, q = 30°, p = 3.14
 व्तु्मळपाकळी O-AXB चषे 
 क्षेरिफळ = q

360
 ´ pr2

   = 30

360
 ´ 3.14 ´ 122

   = 3.14 ´ 12

   = 37.68 चौसषेमी

उदा. (1) आकृ्ती्त Ð AOB = 30°, OA = 12 सषेमी  
  ्तर लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ काढा.
  (p = 3.14 घ्ा.) P

X

12

A B

30°

O

 A(D OAB) = 1

2
 r2 ´ sin q

    = 1

2
 ´ 122 ´ sin 30

    = 1

2
 ´ 144 ´ 1

2

       .....( sin 30 = 1

2
)

    = 36 चौसषेमी

आकृती 7.40
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 व्तु्मळखंड AXB चषे क्षेरिफळ = व्तु्मळपाकळी (O - AXB) चषे क्षेरिफळ - A(D OAB)
          = 37.68 - 36 
          = 1.68 चौसषेमी

रीत II ः
  व्तु्मळखंड AXB चषे क्षेरिफळ = r2  pq

360 - sinq
2

   = 12
3 14 30

360

30

2
2 . sin×

−





   = 144
3 14

12

1

2 2

.
−

×






   = 144

4

3 14

3
1

.
−





   = 36
3 14 3

3

. −





   = 36

3
0 14´ .  = 12 ´ 0.14

   = 1.68 चौसषेमी.

उदा. (2)  P केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळाची त्रिज्ा 10 सषेमी आहषे. जीवा AB नषे व्तु्मळकेंद्राशी काटकोन केलषेला असल्ास  
  लघुव्तु्मळखंडाचषे व त्वशालव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ काढा. (p = 3.14)
उकल ः r = 10 सषेमी, q = 90, p = 3.14
  व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरि = q

360
 ´ pr2

      = 90

360
´ 3.14 ´ 102

      = 1

4
 ´ 314

      = 78.5 चौसषेमी

          A(DAPB) = 1

2
 ´ पा्ा ´ उंची

      = 1

2
 ´ 10 ´ 10

      = 50 चौसषेमी
  लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ = व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ - त्रिकोणाचषे क्षेरिफळ
      = 78.5 - 50
      = 28.5 चाैसषेमी

P

X
A B

आकृती 7.41
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  त्वशालव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ = व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ - लघुव्तु्मळखंडाचषे क्षेरिफळ
      = 3.14 ´ 102 - 28.5
      = 314 - 28.5
      = 285.5 चाैसषेमी

उदा. (3)  14 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळा्त एक सुसम षट् कोन अ्ंतत्ल्मखख्त केलषेला असल्ास षट् कोनाच्ा  
  बाहषेरील व व्तु्मळाच्ा आ्तील भागाचषे क्षेरिफळ काढा. (p = 22

7
, 3  = 1.732)

उकल ः सुसम षट् कोनाची बाजू = सुसम षट् कोनाच्ा पररव्तु्मळाची त्रिज्ा
  \ सुसम षट ्कोनाची बाजू = 14 सषेमी
    सुसम षट् कोनाचषे क्षेरिफळ = 6 ´ 3

4
 ´ (बाजू)2

      = 6 ´ 3

4
 ´ 142

      = 509.208 चौसषेमी

   व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ = pr2 

      = 22

7
 ´ 14 ´ 14

      = 616 चौसषेमी
  षट् कोनाच्ा बाहषेरील व व्तु्मळाच्ा आ्तील भागाचषे क्षेरिफळ = व्तु्मळाचषे क्षेरि. - सुसम षट् कोनाचषे क्षेरि.
       = 616 - 509.208   
       = 106.792 चौसषेमी

सरावसंच 7.4

आकृती 7.42

आकृती 7.43

आकृती 7.44

 आकृ्ती 7.44 मध्षे O हषे व्तु्मळकेंद्र आहषे. 
 m(कंस PQR) = 60°, OP = 10 सषेमी, 
 ्तर छा्ांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ काढा. 
 (p = 3.14, 3  = 1.73)

P Q

O

R
2.

1. आकृ्तीमध्षे A केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळा्त  
 Ð ABC = 45°, AC = 7 2  सषेमी, ्तर  
 व्तु्मळखंड BXC चषे क्षेरिफळ काढा.
 (p = 3.14, 2  = 1.41)

X

A

B C

45°7 2 7 2

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



160

3. A केंद्र असलषेल्ा व्तु्मळा्त Ð PAR = 30°  
 AP = 7.5 ्तर, व्तु्मळखंड PQR चषे क्षेरिफळ  
 काढा. (p = 3.14)

केंद्र O असलषेल्ा व्तु्मळा्त PQ ही जीवा आहषे.  
Ð POQ = 90°, आत्ण छा्ातं्क्त भागाचषे क्षेरिफळ 
114 चौसषेमी आहषे, ्तर व्तु्मळाची त्रिज्ा काढा. 
(p = 3.14)

5. 15 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा व्तु्मळाची PQ ही जीवा व्तु्मळाच्ा केंद्राशी 60° चा कोन कर्तषे. त्ा जीवषेमुळषे  
 झालषेल्ा त्वशालव्तु्मळखंड आत्ण लघुव्तु्मळखंड ्ांची क्षेरिफळषे काढा. (p = 3.14, 3  = 1.73)

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7

1. खाली शदलेलया पया्मयांमधून अचूक पया्मय शनवडा.
 (1) जर व्तु्मळाचा परीघ व व्तु्मळाचषे क्षेरिफळ ्ांचषे गुणोत्तर 2ः7 असषेल ्तर व्तु्मळाचा परीघ त्क्ती?

  (A) 14p (B) 7p  (C) 7p (D) 14
p

 (2) 44 सषेमी लांबी असलषेल्ा व्तु्मळकंसाचषे माप 160° असषेल ्तर त्ा व्तु्मळाचा परीघ त्क्ती?
  (A) 66 सषेमी (B) 44 सषेमी (C) 160 सषेमी (D) 99 सषेमी

 (3) कंसाचषे माप 90° आत्ण त्रिज्ा 7 सषेमी असलषेल्ा व्तु्मळपाकळीची पररत्म्ती काढा.
  (A) 44 सषेमी (B) 25 सषेमी (C) 36 सषेमी (D) 56 सषेमी

 (4) ्तळाची त्रिज्ा 7 सषेमी व उंची 24 सषेमी असलषेल्ा शंककूचषे वक्रपृष्ठफळ त्क्ती?
  (A) 440 सषेमी2 (B) 550 सषेमी2 (C) 330 सषेमी2 (D) 110 सषेमी2

 (5) 5 सषेमी त्रिज्षेच्ा वृत्तत्च्तीचषे वक्रपृष्ठफळ 440 सषेमी2 असल्ास त्ा वृत्तत्च्तीची उंची त्क्ती?
  (A) 44

p
 सषेमी (B) 22p सषेमी (C) 14 p सषेमी (D) 22

p
 सषेमी

 (6) एक शंककू त्व्तळवून त्ाच्ा ्तळाच्ा त्रिज्षेएवढ्ाच त्रिज्षेची वृत्तत्च्ती ्त्ार केली. जर  
  वृत्तत्च्तीची उंची 5 सषेमी असषेल ्तर शंककूची उंची त्क्ती?
  (A) 15 सषेमी (B) 10 सषेमी (C) 18 सषेमी (D) 5 सषेमी

P
Q

A

R

P

QO

R

आकृती 7.45

आकृती 7.46

4.
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 (7) 0.01 सषेमी बाजू असलषेल्ा घनाचषे घनफळ त्क्ती घसषेमी?
  (A) 1 (B) 0.001 (C) 0.0001 (D) 0.000001
 (8) एक घनमीटर घनफळ असलषेल्ा घनाच्ा बाजूची लांबी त्क्ती?
  (A) 1 सषेमी (B) 10 सषेमी (C) 100 सषेमी (D) 1000 सषेमी

2. एका शंककूछषेदाच्ा आकाराच्ा कपडषे धुण्ाच्ा टबची उंची 21  सषेमी आहषे. टबच्ा दोनही व्तु्मळाकार बाजूंच्ा  
 त्रिज्ा 20 सषेमी व 15 सषेमी आहषे्त. ्तर टबमध्षे त्क्ती लीटर पाणी मावषेल?  (p = 22

7
)

3«. प्लॅखसटकच्ा 1 सषेमी त्रिज्षेच्ा लहान गोळ्ा त्व्तळवून वृत्तत्च्ती आकाराची नळी ्त्ार केली. नळीची  
 जाडी 2 सषेमी उंची 90 सषेमी व बाह्यत्रिज्ा 30 सषेमी असषेल ्तर त्ा नळीसाठी त्क्ती गोळ्ा त्व्तळवल्ा  
 अस्तील?

4. लांबी 16 सषेमी, रुंदी 11 सषेमी व उंची 10 सषेमी असलषेल्ा धा्तूच्ा इखष्टकात्च्तीपासून ज्ाची जाडी  
 2 त्ममी आहषे व व्ास 2 सषेमी आहषे अशी काही नाणी ्त्ार केली, ्तर त्क्ती नाणी ्त्ार हो्तील?

5. एका रोलरचा व्ास 120 सषेमी आत्ण लांबी 84 सषेमी आहषे. एक मैदान एकदा सपाट करण्ासाठी रोलरचषे  
 200 फेरषे पणू्म हो्ता्त. ्तर 10 रुप्षे प्रत््त चौरस मीटर ्ा दरानषे ्तषे मैदान सपाट करण्ाचा एककूण खच्म काढा.

6. व्ास 12 सषेमी व जाडी 0.01 मीटर असलषेला एक धा्तूचा पोकळ  गोल आहषे. ्तर त्ा गोलाच्ा बाहषेरील  
 भागाचषे पृष्ठफळ काढा व धा्तूची घन्ता 8.88 ग्लॅम प्रत््त घनसेंत्टमीटर असल्ास त्ा गोलाचषे वस्तुमान  
 काढा.

7. एका लंबवृत्तत्च्तीच्ा आकाराच्ा बादलीचा ्तळाचा व्ास 28 सषेमी व उंची 20 सषेमी आहषे. ही बादली  
 वाळूनषे पणू्म भरली आहषे. त्ा बादली्तील वाळू जत्मनीवर अशा री्तीनषे ओ्तली, की वाळूचा शंककू ्त्ार  
 होईल. वाळूच्ा शंककूची उंची 14 सषेमी असषेल ्तर शंककूच्ा ्तळाचषे क्षेरिफळ काढा.

8. एका धा्तूच्ा गोळ्ाची त्रिज्ा 9 सषेमी आहषे. ्तो गोल त्व्तळवून 4 त्ममी व्ासाची धा्तूची ्तार काढली, ्तर  
 त्ा ्तारषेची लांबी त्क्ती मीटर असषेल?

9. 6 सषेमी त्रिज्ा असलषेल्ा एका व्तु्मळपाकळीचषे क्षेरिफळ 15p सषेमी2 आहषे, ्तर त्ा पाकळीच्ा  
 कंसाचषे माप काढा व व्तु्मळकंसाची लांबी काढा.

10. 

आकृती 7.47

आकृ्ती्त P हा व्तु्मळाचा केंद्र असून रषेख AB ही जीवा 
आहषे. PA = 8 सषेमी आत्ण जीवा AB व्तु्मळकेंद्रापासून  
4 सषेमी अं्तरावर असषेल, ्तर रषेखांत्क्त भागाचषे क्षेरिफळ 
काढा. (p = 3.14,   3  = 1.73)A

P

B
8 4
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11.	 वर्तुळपाकळी	A-PCQ	मध्ये		c ABCD	हा	 
	 चौरस	आहये.	C	-	BXD	् ा	पाकळीची	त्रिज्ा 
	 20	 सयेमी	 असयेल	 रर	 रयेखांत्कर	 भागाचये	 
	 क्येरिफळ	काढण्ासाठी	खालील	कृरी	करा.

उकल  ः	 चौरस	ABCD	ची	बाजू	=	वर्तुळपाकळी	C	-	BXD	ची	त्रिज्ा	=	 	सयेमी

	 चौरसाचये	क्येरिफळ	=	बाजू2	=	
2
	=	 	.....	(I)

	 चौरसारील	रयेखांत्कर	भागाचये	क्येरिफळ	
	 =	चौरस	ABCD	चये	क्येरिफळ	-	वर्तुळपाकळी	C	-	BXD	चये	क्येरिफळ

	 =	  -	 θ
360

 ´ pr2

	 =	  -	 90
360

 ´ 3.14
1

 ´ 400
1

	 =	  -	314

	 =	

	 मोठ्ा	वर्तुळपाकळीची	त्रिज्ा	=	चौरस	ABCD	च्ा	करातुची	लांबी

	 	 						=	20 2

	 मायेठ्ा	वर्तुळपाकळीरील	चौरसाबाहयेरील	रयेखातं्कर	भागाचये	क्येरिफळ

	 =	वर्तुळपाकळी	A	-	PCQ	चये	क्येरिफळ	-	चौरस	ABCD	चये	क्येरिफळ

	 =	A(A	-	PCQ)	-	A(c ABCD)	

	 =	 θ
π

360
2× ×






r 	-	

2

	 =	 90
360

 ´	3.14	(20 2 )2	-	(20)2

	 =	 	-	

	 =	

 \ रयेखांत्कर	भागाचये	एकूर	क्येरिफळ	=	86	+	228	=	314	चौसयेमी

आकृती 7.48
A

P

B

Q

X

C

D
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O	आत्र	P	केंद्र	असलयेली	वर्तुळये	 त्बंदू	A	मध्ये	आरून	
सपरतु	कररार.	जर,	BQ	=	9,	DE	=	5,	रर	वर्तुळाच्ा	
त्रिज्ा	रोधण्ासाठी	खालील	कृरी	करा.

उकल  ः	 मोठ्ा	वर्तुळाची	त्रिज्ा	R	मानू.
लहान	वर्तुळाची	त्रिज्ा	r	मानू.
OA,	OB,	OC	आत्र	OD	्ा	मोठ्ा	वर्तुळाच्ा	त्रिज्ा	

 \	OA	=	OB	=	OC	=	OD	=	R				
													PQ	=	PA	=	r

OQ	=	OB	-BQ	=	

OE	=	OD	-	DE	=	

P	केंद्र	असलयेल्ा	वर्तुळार	दोन	जीवांच्ा	आंररत्वभाजनाच्ा	ग्रधमातुन्सार
	OQ	´	OA	=	OE	´ OF

 ´ R	=	  ´   	( OE	=	OF)

				R2	-	9R	=	R2	-	10R	+	25

R	=	

											AQ	=	2r	=	AB	-	BQ	

													2r	=	50	-	9	=	41

															r	=	  =	

rrr

आकृती 7.49

A
PO

E

F

B Q

C

D
5

9

12.
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उततरसूची
प्रकरण 1 समरूपता

सरावसंच 1.1

1. 3

4
   2. 1

2
   3. 3  4. 1ः1  5. (1) BQ

BC
 , (2) PQ

AD
 , (3) 

BC

DC
 , (4) DC  AD

QC  PQ

´
´

 

सरावसंच 1.2
1. (1) दुभाजक आहषे.              (2) दुभाजक नाही.          (3) दुभाजक आहषे. 

2. PN

NR
=

PM

MQ
=

3

2
, महणून रषेषा NM || बाजू RQ  3. QP = 3.5   5. BQ = 17.5 

6. QP = 22.4  7. x = 6 ; AE = 18   8. LT = 4.8  9. x = 10 

10. पक्, XQ, PD, पक्, 
XR
RF

 = 
XQ
QE

 , प्रमाणाचषे मूलभ्ूत प्रमषे्, 
XP
PD

 = 
XR
RF

सरावसंच 1.3
1. D ABC ~ D EDC कोको कसोटी  2. D PQR ~ D LMN ; बाबाबा समरूप्ता कसोटीनुसार
3. 12 मीटर    4. AC = 10.5   6. OD = 4.5 

सरावसंच 1.4

1. क्षेरिफळांचषे गुणोत्तर = 9 ः 25   2. PQ2  , 4

9
    3. A(D PQR)  , 4

5
 

4. MN = 15   5. 20 सषेमी   6. 4 2

7. PF ; x  + 2x ; Ð FPQ ; Ð FQP ; DF

PF

2

2 ; 20 ; 45 ; 45  - 20 ; 25 चौरस एकक  

संकीण्म प्रशनसंग्रह 1

1. (1) (B),   (2) (B),  (3) (B),  (4) (D),  (5) (A)

2. 7

13
, 7

20
, 13

20
  3. 9 सषेमी   4. 3

4
    5. 11 सषेमी  6. 25

81
   7. 4 

8. PQ = 80, QR = 280

3
, RS = 320

3
   9. 

PM
MQ

 = 
PX
XQ

 , 
PM
MR

 = 
PY
YR

 ,

10. AX
XY

 = 
3

2
     12. 3

2
, 3 2

2

+ , 5

3
, को-को  , 5

3
, 15

प्रकरण 2 पायरागोरसचे प्रमेय

सरावसंच 2.1
1. पा्थागोरसची त्रिकुटषे ; (1), (3), (4), (6)  2. NQ = 6   3. QR = 20.5 
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4. RP = 12, PS = 6 3   5. एिरूप िोनासमोरील िाजू  ,  45° ,  
1

2 ,  
1

2 , 
1

2 ,  2

6. िाजू = 5 2  सयेमी, पररकमती = 20 2  सयेमी 7. (1) 18 (2) 4 13  (3) 6 13    8. 37 सयेमी  
10. 8.2 मी.

िराििंच 2.2
1. 12  2. 2 10   4. 18 सयेमी 

िंकीणशि प्रशनिंग्रह 2
1. (1) (B),   (2) (B),   (3) (A),   (4) (C),   (5) (D),   (6) (C),   (7) (B),   (8) (A). 
2. (1) a 3 , (2) िाटिोन करििोण होईल.     (3) 61 सयेमी,     (4) 15 सयेमी,     (5) x 2 ,     (6) Ð PRQ.
3. RS = 6 सयेमी, ST = 6 3  सयेमी  4. 20 सयेमी   5. िाजू = 2 सयेमी, पररकमती = 6 सयेमी 
6. 7   7. AP = 2 7  सयेमी  10. 7.5 किमी / तास    12. 8 सयेमी   14. 8 सयेमी
15. 192 चौरस एिि  17. 58    18. 26

प्रकरण 3 ित्शिळ

िराििंच 3.1
1. (1) 90°, सपकशभािा करिज्ा प्रमये् (2) 6 सयेमी ; िारण लंिांतर  (3) 6 2  सयेमी (4) 45°
2. (1) 5 3  सयेमी (2) 30° (3) 60° 4. 9 सयेमी

िराििंच 3.2
1. 1.3 सयेमी  2. 9.7 सयेमी  4. (3) 110°  5. 4 6  सयेमी

िराििंच 3.3
1. m(िंस DE) = 90°, m(िंस DEF) = 160° 

िराििंच 3.4
1. (1) 60° (2) 30° (3) 60° (4) 300°  2. (1) 70° (2) 220° (3) 110° (4) 55°
3. ÐR = 92°; ÐN = 88°   7. 44°   8. 121°

िराििंच 3.5
1. PS = 18; RS = 10,   2. (1) 7.5  (2) 12 कििंा 6 
3. (1) 18 (2) 10 (3) 5  4. 4    

िंकीणशि प्रशनिंग्रह 3
1. (1) D     (2) B     (3) B     (4) C     (5) B     (6) D     (7) A     (8) B     (9) A     (10) C.
2. (1) 9 सयेमी    (2) ितुभाळाच्ा अंतभाभागात (3) 2 किंदू, 12 सयेमी 
3. (1) 6   (2) ÐK = 30°; ÐM = 60°  5. 10  6. (1) 9 सयेमी (2) 6.5 सयेमी 
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(3) 90° ; MS ः SR = 2 ः 1  9. 4 3  सषेमी  
13. (1) 180°  (2) Ð AQP @ Ð ASQ @ Ð ATQ 
(3) Ð QTS @ Ð SQR @ Ð SAQ  (4) 65°, 130° (5) 100°  14.(1) 70° 
(2) 130° (3) 210°  15. (1) 56°  (2) 6      (3) 16 त्कंवा 9 16. (1) 15.5° 
(2) 3.36 (3) 6  18. (1) 68° (2) OR = 16.2, QR = 13 (3) 13  21. 13 

प्रकरण 4 भौशमशतक रचना

संकीण्म प्रशनसंग्रह 4
1. (1) C (2) A   (3) A

प्रकरण 5 शनदछेिक भूशमती

सरावसंच 5.1
1. (1) 2 2  (2) 4 2   (3) 11

2
  (4) 13  (5) 20  (6) 29

2
 

2. (1) एकरषेषी् आहषे्त. (2) एकरषेषी् नाही्त.  (3) एकरषेषी् नाही्त. (4) एकरषेषी् आहषे्त. 

3. (-1, 0)   7. 7 त्कंवा -5

सरावसंच 5.2

1. (1, 3) 2. (1) − −







1

3

1

3
,  (2) 

4

7

11

7
,−






    (3) 0

13

3
,






   3. 2ः7      4. (-6, 3)

5. 2ः5, k = 6  6. (11, 18)    7. (1) (1, 3)     (2) (6, -2)     (3) 19

3

22

3
,






  

8. (-1, -7)  9. h = 7, k = 18 10. (0, 2) ; (-2, -3)  

11. (-9, -8), (-4, -6), (1, -4)   12. (16, 12), (12, 14), (8, 16), (4, 18)

सरावसंच 5.3
1. (1) 1 (2) 3   (3) चढ ठरव्ता ्षे्त नाही. 

2. (1) 2  (2) -
3

8
  (3) 

5

2
  (4) 

5

4
  (5) 1

2
  (6) चढ ठरव्ता ्षे्त नाही.

3. (1) एकरषेषी् आहषे्त. (2) एकरषेषी् आहषे्त. (3) एकरषेषी् नाही्त. (4) एकरषेषी् आहषे्त.
    (5) एकरषेषी् आहषे्त. (6) एकरषेषी् आहषे्त. 

4. -5; 1

5
; -

2

3
  6. k = 5 7. k = 0 8. k = 5

संकीण्म प्रशनसंग्रह 5
1. (1) D  (2) D  (3) C  (4) C  
2. (1) एकरषेषी् आहषे्त.  (2) एकरषेषी् आहषे्त. (3) एकरषेषी् नाही्त.  3. (6, 13)  4. 3ः1 
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5. (-7, 0) 6. (1) a 2   (2) 13  (3) 5a  7. −







1

3

2

3
,   

8. (1) हो, त्वषमभुज त्रिकोण  (2) नाही. (3) हो, समभुज त्रिकोण  9. k = 5 

13. 5, 2 13 , 37   14. (1, 3) 16. 25

6

13

6
,






 , त्रिज्ा = 13 2

6
 17. (7, 3)

18. समा्ंतरभुज चौकोन 19. A(20, 10), P(16, 12), R(8, 16), B(0, 20). 20. (3, -2)

21. (7, 6) व (3, 6)  22. 10 व 0

प्रकरण 6 शरिकोणशमती

सरावसंच 6.1

1. cosq = 24

25
 ; tanq = 7

24
  2. secq = 5

4
; cosq = 4

5
  

3. cosecq = 41

9
; sinq = 9

41
 4. secq = 13

5
; cosq = 5

13
 ; sinq = 12

13

5. sin cos

sec cosec

θ θ
θ θ

+
+

 = 
1

2

सरावसंच 6.2
1. चच्मची उंची 80 मीटर
2. जहाजाचषे दीपगृहापासूनचषे अं्तर 51.60 मीटर
3. दुसऱ्ा इमार्तीची उंची (10 + 12 3 ) मीटर
4. ्तारषेनषे त्क्त््तज समां्तर पा्तळीशी केलषेला कोन 30°
5. झाडाची उंची (40 + 20 3 ) मीटर
6. प्तंगाच्ा दोऱ्ाची लांबी 69.20 मीटर

संकीण्म प्रशनसंग्रह 6
1. (1) A (2) B  (3) C  (4) A

2.  cos60 = 60

61
 3. sinq = 2

5
 ; cosq = 1

5
 ; cosecq = 5

2
 ; secq = 5  ; cotq = 1

2

4. sinq = 5

13
 ; cosq = 12

13
 ; cosecq = 13

5
 ; tanq = 5

12
 ; cotq = 12

5

6. इमार्तीची उंची 16 3  मीटर

7. जहाजाचषे दीपगृहापासून अ्ंतर 100 3

3
 मीटर

8. इमार्तीची उंची (12 + 15 3 ) मीटर

9. त्शडीचषे दुसरषे टोक जत्मनीपासून जास्ती्त जास्त 20.80 मीटर उंच असषेल.

Downloaded from https:// www.studiestoday.com

Downloaded from https:// www.studiestoday.com



168

10. त्वमान जत्मनीपासून जास्ती्त जास्त 1026 मीटर उंचीवर हो्तषे.

प्रकरण 7 महतवमापन

सरावसंच 7.1
1. 11.79 घसषेमी  2. 113.04 घसषेमी 3. 1413 चौसषेमी (p = 3.14 घषेऊन)  4. 616 चौसषेमी
5. 21 सषेमी  6. 12 जग 7. 5 सषेमी  8. 273p चौसषेमी 9. 20 गोळ्ा 
10. 94.20 घसषेमी, 103.62 चौसषेमी  11. 5538.96 चौसषेमी, 38772.72 घसषेमी 
12. 1468.67p घसषेमी

सरावसंच 7.2
1. 10.780 लीटर 2. (1) 628 चौसषेमी (2) 1356.48 चौसषेमी (3) 1984.48 घसषेमी

सरावसंच 7.3
1. 47.1 चौसषेमी 2. 25.12 सषेमी  3. 3.85 चौसषेमी  4. 214 चौसषेमी   5. 4 सषेमी
6. (1) 154 चौसषेमी (2) 25.7 चौसषेमी (3) 128.3 चौसषेमी  7. 10.2 चौसषेमी 
8. 7.3 सषेमी ; 22 सषेमी  9. (1) 90° (2) 22 सषेमी 
10.(1) 12.83 चौसषेमी (2) 89.83 चौसषेमी (3) 115.5 चौसषेमी  11. 3.5 सषेमी 
12. x = 154 चौसषेमी ; y = 38.5 चौसषेमी ; z = 101.5 चौसषेमी 
13. (1) 84.87 चौसषेमी  (2) 25.67 चौसषेमी (3) 77.01 चौसषेमी (4) 7.86 चौसषेमी

सरावसंच 7.4
1. 3.72 चौसषेमी  2. 9.08 चौसषेमी 3. 0.65625 चौएकक  4. 20 सषेमी  
5. 20.43 चौसषेमी ; 686.07 चौसषेमी

संकीण्म प्रशनसंग्रह 7
1. (1) A,     (2) D,     (3) B,     (4) B,     (5) A,     (6) A,     (7) D,     (8) C.

2. 20.35 लीटर  3. 7830 गोळ्ा 4. 2800 नाणी (p = 
22

7
 घषेऊन)  5. 6336 रुप्षे

6. 452.16 चौसषेमी ; 3385.94 ग्लॅम  7. 2640 चौसषेमी   8. 108 मीटर 

9. 150°; 5p सषेमी     10. 39.28 चौसषेमी

rrr
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